Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 255, 1998 g.

N. A. Xirokov

VARIACIONNA˚ FORMULA DL˚ ˚DER BERGMANA

Cel~¸ nastoØweæ raboty ØvlØetsØ poluqenie (pri vypolnenii rØda usloviæ) formuly, svØzyva¸weæ Ødra Bergmana dlØ nekotoryh strogo psevdovypuklyh oblasteæ Ω_0 i Ω_1 v C^n . Vopros o klassah oblasteæ, dlØ kotoryh predpolagaemye trebovaniØ vypolnØ¸tsØ, otkryt. Tem ne menee okazyvaetsØ, qto primery oblasteæ Ω_0 i Ω_1, dlØ kotoryh sootvetstvu¸waØ formula sostoØtel~na, suwestvu¸t. Primenenie variacionnoæ formuly pozvolØet naæti dva pervyh slagaemyh v asimptotike B_Ω(z, z) pri z → ∂Ω dlØ opredelennogo tipa oblasteæ Ω, pri fftom predstavlØet interes sopostavit~ vyqislØemoe povedenie Ødra Bergmana s teoremoæ Kristoffersa [1].

V pervoæ qasti raboty formuliru¸tsØ upominaemye vyxe predpoloßeniØ i poluqaetsØ formula, vo vtoroæ – privodØtsØ primery oblasteæ, dlØ kotoryh predpoloßeniØ iz pervoæ qasti udaetsØ dokazat~, a v tret~eæ provodØtsØ vyqisleniØ, pokazyva- ¸wie, kak variacionnaØ formula pozvolØet izuqat~ povedenie Ødra Bergmana pri priblißenii ego ravnyh argumentov k granice.

1. Vyvod formuly.

Budem predpolagat~, qto semeæstvo oblasteæ Ω_t udovletvorØet neskol~kim nißepereqislennym usloviØm:

ih granicy ravnomerno C^2-gladkie; (1.1)

dlØ vsØkogo t ∈ (0, 1) i vsØkoæ ω ∈ Γ_t suwestvuet koneqnyæ predel

φ_t(ω) = lim_{δ→+0} 1 δ dist^+(ω, Γ_{t+δ}), (1.2)

gde v formule (1.2) dist^+ oznaqaet ffvklidovo rasstoØnie ot ω do

Γ_{t+δ}, vzØtoe so znakom “+”, esli blißaæxaØ k ω toqka na Γ_{t+δ}

leßit vne Ω_t, i vzØtoe so znakom “−”, esli poslednØØ nahoditsØ vnutri Ω_t. 221

222 N. A. XIROKOV

V usloviØh (a_z)–(e_z ) (sm. niße) toqka z prinadleßit ⋂ 06t61^{Ωt} , B_t(w, ω) oznaqaet Ødro Bergmana dlØ Ω_t. Itak, predpolagaetsØ, qto semeæstvo oblasteæ {Ω_t} takovo, qto pri vsØkom t ∈ (0, 1) vypolneno ∫ Ω_t∩Ω_t+_δ |B_{t+δ} (z, s) − B_t(z, s)|^2 dm(s) 6 cδ, (a_z)

gde c v (a_z) ne zavisit ot t i δ; ∫ Ω_t∩Ω_t+_δ |B_{t+δ} (z, s) − B_t(z, s)|^2 dm(s) = o(δ), δ → +0; (b_z)

suwestvuet funkciØ λ_{t,δ}(z, s), antigolomorfnaØ po s v oblasti

Ω_t ∪ Ω_{t+δ}, dlØ kotoroæ ime¸tsØ sootnoxeniØ ∫ Ω_t∩Ω_t+_δ | λ_{t,δ}(z, s) − ( B_{t+δ} (z, s) − B_t(z, s) )| dm(s) = o(δ), δ → +0;

(c_z) ∫ (Ω_t\Ω_t+_δ)∪(Ω_t+_δ \Ω_t) |λ_{t,δ}(z, s)|dm(s) = o(δ), δ → +0 (d_z)

dm v (a_z)–(d_z) oznaqaet 2n-mernu¸ meru Lebega;

|B_t(z, s)| 6 C, C ne zavisit ot t i s

i B_t(z, s) nepreryvna v Ω_t. (e_z )

Teorema 1. Esli vypolneny predpoloßeniØ (1.1), (1.2), (az)–(ez ),

(a_ξ)–(e_ξ ) dlØ nekotoryh toqek z, ξ ∈ ⋂ 06t61^{Ωt}

, to spravedliva formula

B_1(z, ξ) = B_0(z, ξ) − 1∫ 0 dt ∫ Γ_t B_t(z, s)B_t(s, ξ)φ_t(s)dν(s), (1.3)

gde dν(s) oznaqaet 2n − 1-mernu¸ meru na Γ_t;

VARIACIONNA˚ FORMULA DL˚ ˚DER BERGMANA 223 esli vypolneny tol~ko predpoloßeniØ (1.1), (1.2), (a_z )–(e_z ), to imeem

B_1(z, z) = B_0(z, z) − 1∫ 0 dt ∫ Γ_t |B_t(z, s)|^2φ_t(s)dν(s). (1.4) Dokazatel~stvo. Iz usloviæ (az ), (aξ ) nesloßno poluqit~, qto

funkciØ B_t(z, ξ) kak funkciØ ot t prinadleßit klassu Lipxica na (0,1), pofftomu dlØ dokazatel~stva (1.3) dostatoqno proverit~ ravenstvo dB_t(z, ξ) dt = − ∫ Γ_t B_t(z, s)B_t(s, ξ)φ_t(s)dν(s), (1.5) sootvetstvenno, dlØ ustanovleniØ (1.4) v (1.5) nußno poloßit~ z = ξ.

DlØ vyvoda formuly (1.5) poloßim B_{t+δ} (z, ξ) − B_t(z, ξ) = E_{t,δ}(z, ξ), z, ξ ∈ Ω_t ∩ Ω_{t+δ}. Imeem, uqityvaØ vosproizvodØwee svoæstvo Øder Bergmana: B_t(z, ξ) = ∫ Ω_t B_t(z, s) B_t(s, ξ) dm(s) = ∫ Ω_t∩Ω_t+_δ + ∫ Ω_t\Ω_t+_δ = ∫ Ω_t∩Ω_t+_δ ( B_{t+δ} (z, s)−E_{t,δ}(z, s) )( B_{t+δ} (s, ξ)−E_{t,δ}(s, ξ) ) dm(s)+ ∫ Ω_t\Ω_t+_δ . . .

= ∫ Ω_t∩Ω_t+_δ B_{t+δ} (z, s)B_{t+δ} (s, ξ)dm(s) − ∫ Ω_t∩Ω_t+_δ E_{t,δ}(z, s)B_{t+δ} (s, ξ)dm(s)

− ∫ Ω_t∩Ω_t+_δ B_{t+δ}(z, s)E_{t,δ}(s, ξ)dm(s) + ∫ Ω_t∩Ω_t+_δ E_{t,δ}(z, s)E_{t,δ}(s, ξ)dm(s) + ∫ Ω_t\Ω_t+_δ . . .

= ∫ Ω_t+_δ B_{t+δ} (z, s)B_{t+δ} (s, ξ)dm(s) − ∫ Ω_t\Ω_t+_δ B_{t+δ} (z, s)B_{t+δ} (s, ξ)dm(s)

224 N. A. XIROKOV + ∫ Ω_t\Ω_t+_δ B_t(z, s)B_t(z, ξ)dm(s) + [ . . . ]. (1.6) DlØ dal~neæxih preobrazovaniæ v (1.6) voz~mem funkcii λ_{t,δ}(z, s), λ_{t,δ}(ξ, s) antigolomorfnye po s v oblasti Ω_t \ Ω_{t+δ}, udovletvorØ¸wie sootnoxeniØm (c_z), (c_ξ), (d_z), (d_ξ), i pust~

λ_{t,δ}(s, ξ) = λ_{t,δ}(ξ, s). Togda moßno napisat~: ∫ Ω_t+_δ B_{t+δ} (z, s)B_{t+δ} (s, ξ)dm(s) = B_{t+δ} (z, ξ), (1.7)

− ∫ Ω_t∩Ω_t+_δ E_{t,δ}(z, s)B_{t+δ} (s, ξ)dm(s) = − ∫ Ω_t∩Ω_t+_δ λ_{t,δ}(z, s)B_{t+δ} (s, ξ)dm(s)

+ ∫ Ω_t∩Ω_t+_δ ( λ_{t,δ}(z, s) − E_{t,δ}(z, s) ) B_{t+δ}(s, ξ)dm(s)

= − ∫ Ω_t+_δ λ_{t,δ}(z, s)B_{t+δ} (s, ξ)dm(s) + ∫ Ω_t+_δ \Ω_t λ_{t,δ}(z, s)B_{t+δ} (s, ξ)dm(s)

+ ∫ Ω_t∩Ω_t+_δ ( λ_{t,δ}(z, s)−E_{t,δ}(z, s) ) B_{t+δ}(s, ξ)dm(s)

= −λ_{t,δ}(z, ξ) + ∫ Ω_t+_δ \Ω_t λ_{t,δ}(z, s)B_{t+δ} (s, ξ)dm(s)

+ ∫ Ω_t∩Ω_t+_δ ( λ_{t,δ}(z, s)−E_{t,δ}(z, s) ) B_{t+δ} (s, ξ)dm(s)

−E_{t,δ}(z, ξ) + ( E_{t,δ}(z, ξ) − λ_{t,δ}(z, ξ) ) + ∫ Ω_t+_δ\Ω_t λ_{t,δ}(z, s)B_{t+δ} (s, ξ)dm(s)

+ ∫ Ω_t∩Ω_t+_δ ( λ_{t,δ}(z, s) − E_{t,δ}(z, s) ) B_{t+δ} (s, ξ)dm(s). (1.8) V sootnoxenii (1.8) my opØt~ vospol~zovalis~ svoæstvom Ødra B_{t+δ} v oblasti Ω_{t+δ} i antigolomorfnost~¸ λ_{t,δ}(z, s) po s.

VARIACIONNA˚ FORMULA DL˚ ˚DER BERGMANA 225 Iz predpolagaemogo svoæstva (c_z) sleduet, qto dlØ s = ξ vypolnØetsØ E_{t,δ}(z, ξ) − λ_{t,δ}(z, ξ) = o(δ), a, s uqetom svoæstv (e_z ), (d_z), (c_z), nahodim | | ∫ Ω_t\Ω_t+_δ λ_{t,δ}(z, s)B_{t+δ} (s, ξ)dm(s) | | 6 c^∫ Ω_t\Ω_t+_δ |λ_{t,δ}(z, s)| dm(s) = o(δ), | | ∫ Ω_t∩Ω_t+_δ ( λ_{t,δ}(z, s) − E_{t,δ}(z, s) ) B_{t+δ} (z, s)dm(s) | | 6 6 c^∫_Ω t∩Ω_t+_δ | λ_{t,δ}(z, s) − E_{t,δ}(z, s) | dm(s) = o(δ), i pofftomu (1.8) moßno perepisat~ v vide: − ∫ Ω_t∩Ω_t+_δ E_{t,δ}(z, s)B_{t+δ} (s, ξ)dm(s) = −E_{t,δ}(z, ξ) + o(δ). (1.9) Analogiqno poluqim: − ∫ Ω_t∩Ω_t+_δ B_{t+δ} (z, s)E_{t,δ}(s, ξ)dm(s) = −E_{t,δ}(z, ξ) + o(δ). (1.10) Iz predpolagaemyh sootnoxeniæ (b_z), (b_ξ) naædem, qto | | ∫ Ω_t∩Ω_t+_δ E_{t,δ}(z, s)E_{t,δ}(s, ξ)dm(s) | | 6 6 ∫ Ω_t∩Ω_t+_δ | E_{t,δ}(z, s) |_2 dm(s)·

· ∫ Ω_t∩Ω_t+_δ | E_{t,δ}(s, ξ) |_2 dm(s) = o(δ), (1.11)

i potomu (1.6)–(1.11) vlekut B_t(z, ξ) = B_{t+δ} (z, ξ) − 2E_{t,δ}(z, ξ) − ∫ Ω_t+_δ\Ω_t B_{t+δ}(z, s)B_{t+δ} (s, ξ)dm(s)

226 N. A. XIROKOV + ∫ Ω_t\Ω_t+_δ B_t(z, s) B_t(s, ξ)dm(s) + o(δ), otkuda, uqityvaØ, qto B_{t+δ}(z, ξ) − B_t(z, ξ) = E_{t,δ}(z, ξ), poluqaem sootnoxenie E_{t,δ}(z, ξ) = − ∫ Ω_t+_δ \Ω_t B_{t+δ} (z, s) B_{t+δ} (s, ξ) dm(s)+

+ ∫ Ω_t\Ω_t+_δ B_t(z, s) B_t(s, ξ) dm(s) + o(δ). (1.12) Esli teper~ v dostatoqno maloæ okrestnosti Γ_t vvesti krivolineænye koordinaty (ω, ℓ), gde ω ∈ Γ_t, a ℓ – dlina normali k Γ_t v toqke ω, to v silu predpoloßeniØ (1.1) dlØ 2n-mernoæ mery Lebega dm i 2n − 1-mernoæ mery Lebega na Γ_t imeem dm = (1 + o(1))dν(ω)dℓ, qto vmeste s opredeleniem (1.2) funkcii φ_t(ω) dlØ ravnomerno po δ ograniqennyh funkciæ dast ravenstvo − ∫ Ω_t+_δ\Ω_t F_δ(s) dm(s) + ∫ Ω_t\Ω_t+_δ F_δ(s) dm(s) =

= − ∫ Γ_t dν(ω) δφ_t(ω)∫

0 F_δ(ω, ℓ)dℓ + o(δ). (1.13) V naxem sluqae

F_δ(s) = B_{t+δ}(z, s)B_{t+δ} (s, ξ) pri s ∈ Ω_{t+δ} \ Ω_t i F_δ(s) = B_t(z, s) B_t(s, ξ) pri s ∈ Ω_t \ Ω_{t+δ}. } (1.14)

Vnov~, ispol~zuØ sootnoxeniØ (d_z), (d_ξ), (e_z), (e_ξ ), nesloßno pokazat~, qto dlØ F_δ iz sootnoxeniØ (1.13) vypolnØetsØ − ∫ Γ_t dν(ω) δφ_t(ω)∫

0 F_δ(ω, ℓ)dℓ = − ∫ Γ_t dν(ω) δφ_t(ω)∫

0 F_δ(ω, 0)dℓ =

= −δ ∫ Γ_t

F_δ(ω, 0) φ_t(ω) dν(ω) + o(δ) = (1.15)

VARIACIONNA˚ FORMULA DL˚ ˚DER BERGMANA 227 = −δ ∫ Γ_t B_t(z, s) B_t(s, ξ) φ_t(s) dν(s) + o(δ). Iz (1.12)–(1.15), delØ na δ i perehodØ k predelu pri δ → +0, poluqaem lim δ→+0 B_{t+δ} (z, ξ) − B_t(z, ξ) δ = lim δ→+0 E_{t,δ}(z, ξ) δ =

= − ∫ Γ_t B_t(z, s) B_t(s, ξ) φ_t(s) dν(s), qto i est~ trebuemaØ formula (1.5). Teorema 1 dokazana.

2. Primery oblasteæ Ωt.

V fftoæ qasti budut privedeny primery semeæstv oblasteæ {Ω_t}, dlØ kotoryh vypolnØ¸tsØ usloviØ (1.1), (1.2), (a_z)–(e_z ), i, sledovatel~no, priloßima teorema 1. Pust~ n ¿ 3, α^′ – mul~- tiindeks (α_2, . . . , α_n), α_j ¿ 0, α_j – celoe, |α^′| = α_2 + . . . + α_n, z = (z_1, z^′), z^′ = (z_2, . . . , z_n), |z^′|^{2α} 0 = |z_2|^{2α2} · . . .· |z_n|^{2αn} , A = {A_α0}_α0

– proizvol~nyæ koneqnyæ nabor vewestvennyh qisel, ν – nekoe qislo.

Oboznaqim qerez Ω(A, ν) sledu¸wee mnoßestvo v C^n : z ∈ Ω(A, ν) ⇐⇒ |z|^2 + ν ∑ |α0_|¿_2 A_α0|z^′|^{2α} 0 6 1, (2.1)

gde v summirovanii v (2.1) zavedomo predpolagaetsØ, qto ono provoditsØ po vsem razliqnym mul~tiindeksam α^′, dlØ kotoryh |α^′| ¿ 2; qerez Γ(A, ν) oboznaqaem granicu Ω(A, ν).

Teorema 2. DlØ l¸bogo koneqnogo nabora A vewestvennyh qisel

suwestvuet ν_0, zavisØwee tol~ko ot A i ot n, takoe, qto pri

|ν| 6 ν0 oblasti Ωt = Ω(A, νt) udovletvorØ¸t usloviØm (1.1),

(1.2), (a_z0 )–(e_z0 ) dlØ l¸boæ toqki z^0 vida z^0 = (z_1, 0, . . . , 0), |z_1| < 1.

Dokazatel~stvu teoremy 2 predpoxlem neskol~ko vaßnyh vspomogatel~nyh utverßdeniæ. Esli Ω ⊂ C^n – proizvol~naØ ograniqennaØ oblast~, ξ ∈ Ω, to oboznaqim qerez L^2_a(Ω) prostranstvo vseh golomorfnyh v Ω funkciæ, prinadleßawih L^2(Ω), a qerez L^2_a(Ω, ξ) – podprostranstvo L^2_a(Ω), sostoØwee iz vseh teh funkciæ f, dlØ kotoryh f(ξ) = 0.

228 N. A. XIROKOV

Lemma 1. Prostranstvo L^2_a(Ω) ⊖ L^2_a(Ω, ξ) odnomerno. Dokazatel~stvo. ˚sno, qto raznost~ L^2_a(Ω)⊖L^2_a (Ω, ξ) ne nul~mer-

na, naprimer, B_Ω(z, ξ) ∈ L^2_a ⊖L^2_a(ξ), esli ße f, g ∈ L^2_a(Ω)⊖L^2_a(Ω, ξ), moßno sqitat~, qto f(ξ) = g(ξ) = 1, togda f − g ∈ L^2_a(Ω, ξ), i pofftomu (f, f − g) = 0, (g, f − g) = 0, (f − g, f − g) = 0, t.e. f ≡ g, qto i trebuetsØ.

Fiksiruem teper~ edinstvennu¸ funkci¸ ψ_ξ ∈ L^2_a(Ω)⊖L^2_a (Ω, ξ), dlØ kotoroæ ψ_ξ(ξ) > 0 i ‖ψ_ξ‖_L2_{a(Ω)} = 1; edinstvennost~ vleqet

ψ_ξ(z) = B_Ω(z, ξ) √ B_Ω(ξ, ξ) . Sledstvie. DlØ Ødra Bergmana BΩ(z, ξ) imeetsØ perezapis~

B_Ω(z, ξ) = B_Ω(z, ξ) √ B_Ω(ξ, ξ) · √ B_Ω(ξ, ξ) = ψ_ξ(z) · ψ_ξ(ξ). (2.2)

Zametim, qto udobstvo perezapisi (2.2) dlØ rassmotreniØ rØda situaciæ, svØzannyh s Ødrami Bergmana, ranee ne ispol~zovalos~.

Lemma 2. Pust~ Ω – strogo psevdovypuklaØ oblast~ s C^2-gladkoæ

graniceæ, zvezdoobraznaØ otnositel~no toqki O, zadavaemaØ sootnoxeniem Ω = {z : Φ(|z_1|, . . . , |z_n|) 6 1} , toqka ξ^0 ∈ Ω imeet vid ξ^0 = (ξ^0_1 , 0, . . . , 0). V takom sluqae

ψ_ξ0 (z) = φ_ξ0_1 (z_1), (2.3)

gde funkciØ φ_ξ0_1 odnoznaqno opredelØetsØ usloviØmi φ_ξ0_1 (ξ^0_1 ) > 0, a takße ∫ Ω φ_ξ0_1 (z_1)(z_1 − ξ^0_1 )^ℓ dm = 0, ℓ ¿ 1, (2.4) ∫ Ω | |φ_ξ0_1 (z1) | |^2 dm = 1. (2.4^1 )

Dokazatel~stvo. Iz usloviæ lemmy 2 sleduet [2], qto polinomy

plotny v L^2_a(Ω), pofftomu polinomy, ravnye nul¸ v ξ^0, plotny

VARIACIONNA˚ FORMULA DL˚ ˚DER BERGMANA 229 v L^2_a(Ω, ξ^0), sledovatel~no, v silu edinstvennosti funkcii ψ_ξ0 , dostatoqno naæti funkci¸ h, udovletvorØ¸wu¸ usloviØm ∫ Ω h(z)(z_1 − ξ^0_1 )^{α1} z^{′ α} 0 dm = 0, esli α_1 + |α^′| ¿ 1.

Esli |α^′| = α_2 + . . . + α_n > 0, to dlØ l¸bogo α_1 i l¸boæ funkcii h(z_1) imeem (polagaem (α^′, θ^′) = α_2θ_2 +. . .+α_nθ_n, dθ^′ = dθ_2 ·. . .·dθ_n): ∫ Ω h(z_1)(z_1 − ξ^0_1 )^{α1} z^{′ α} 0 dm = ∫ Φ(r1,... ,r_n )61 r_j ¿0 r_1 . . . r_n dr_1 . . . dr_n·

· 2π∫ 0 h(r_1 e^{iθ1} )(r_1 e^{iθ1} − ξ^0_1 )^{α1} dθ_1 2π∫ 0 . . . 2π∫ 0 n−1 r^{′ α} 0 e^{i(α} 0_{,θ}0_)

dθ^′ = 0. (2.5)

Iz (2.5) i edinstvennosti funkcii ψ_ξ0 poluqaem, qto sootvetstvu¸waØ funkciØ φ_ξ0_1 , poluqaemaØ posle normirovki funkcii h, udovletvorØ¸weæ (2.4) – trebuemaØ. Lemma 2 dokazana.

Teper~, esli imeetsØ bigolomorfizm F : Ω → ~Ω, priqem J(z) – Økobian otobraßeniØ F , to, kak izvestno, dlØ w = F (z), ω = F (ξ) imeem Be_Ω(w, ω) = B_Ω(z, ξ) J^{−1}(z) J^{−1}(ξ),

pofftomu, esli ~ψ_ω – funkciØ, sootvetstvu¸waØ oblasti ~Ω, to

~ψ_ω(w) = Be^Ω(w, ω) √ Be_Ω(ω, ω) = B_Ω(z, ξ) J^{−1}(z) J^{−1}(ξ) √ B_Ω(ξ, ξ)|J(ξ)|^{−2} = ψ_ξ(z) · J^{−1}(z) · |J(ξ)| J(ξ) ,

ψ_ξ(z) = ~ψ_ω(w) J(z) J(ξ) |J(ξ)| . (2.6)

DlØ dokazatel~stva teoremy 2, kak nesloßno ubedit~sØ (sm. zameqanie niße), dostatoqno ustanovit~ sledu¸wee utverßdenie:

230 N. A. XIROKOV

Lemma 3. Esli funkciØ φ_ξ0_1 (z1, ν) opredelena v (2.3) dlØ Ω(A, ν),

to suwestvuet ν_0, zavisØwee tol~ko ot A i n, takoe, qto pri

|ν| 6 ν0 ona budet vewestvenno-analitiqeskoæ funkcieæ ot ν.

Naqnem dokazatel~stvo lemmy 3. Qislo ν_0 dolßno budet udovletvorØt~ neskol~kim sootnoxeniØm. Preßde vsego, predpolagaem, qto pri |z^′| 6 1

ν_0 ∑ |α0_|¿_2 |A_α0| |z^′|^{2α} 0 6^1_2 |z^′|^2. (2.7)

Zameqanie. Pri vypolnenii (2.7) granica Γ(A, ν) = {z : |z|^2 + ν ∑ |α0_|¿_2 Aα0|z^′|^{2α} 0 = 1} soderßitsØ meßdu poverhnostØmi Γ_+ = {|z_1|^2 +^3_2 |z^′|^2 = 1} i Γ_− = {|z_1|^2 +^1_2 |z^′|^2 = 1} i v l¸bom sluqae pri |ν| 6 ν_0 Ω(A, ν) ⊂ T = {z : |z_1| 6 1}, pofftomu dlØ rassmatrivaemyh ξ^0_1 i s uqetom lemmy 2 i formuly (2.2) v kaqestve λ_{t,δ} v sootnoxenii (c_ξ ) moßno polagat~ B_{t+δ} (ξ, s) − B_t(ξ, s), poskol~ku B_{t+δ}, B_t opredeleny v cilindre T ; sootnoxeniØ (a_z ),

(b_z), (d_z), (e_z) pri rassmatrivaemyh Ω(A, ν) i ξ takße zavedomo

budut sledovat~ iz vewestvennoæ analitiqnosti po ν funkciæ φ_ξ0_1 (z, ν) i (2.2).

Krome usloviØ (2.7), predpoloßim, qto pri |ν| 6 ν_0 i pri z ∈ Ω(A, ν) vypolneno 2 n∑ j=1 |w_j|^2 + 2ν n∑ j=1 n∑ k=1 ∂^2 ∂z_j ∂z_k ( ∑ |α0_|¿_2 A_α0|z^′|^{2α} 0 ) w_j w_k+

+ν n∑ j=1 n∑ k=1 ∂^2 ∂z_j ∂z_k ( ∑ |α0_|¿_2 A_α0|z^′|^{2α} 0 ) w_j w_k+ (2.8)

+ν n∑ j=1 n∑ k=1 ∂^2 ∂z_j ∂z_k ( ∑ |α0_|¿_2 A_α0|z^′|^{2α} 0 ) w_j w_k ¿ n∑ j=1 |w_j|^2. Uslovie (2.8) daet strogu¸ geometriqesku¸ vypuklost~ oblasteæ Ω(A, ν) pri |ν| 6 ν_0. Dalee, ispol~zuØ (2.6), moßno sqitat~, qto ξ^0_1 = r, 0 6 r < 1; pust~ ω = F_r(z) – kanoniqeskoe bigolomorfnoe otobraßenie, zadavaemoe ravenstvami

ω_1 = z_1 − r 1 − rz_1 , ω_k = √ 1 − r^2 1 − rz_1 z_k, k ¿ 2, ~Ω_r(A, ν) = F_r(Ω(A, ν)). (2.9)

VARIACIONNA˚ FORMULA DL˚ ˚DER BERGMANA 231 Poskol~ku obratnoe otobraßenie F^{−1}_r (ω) zadaetsØ ravenstva- mi z_1 = ω_1 + r 1 + rω_1

, z_k = √ 1 − r^2 1 + rω_1 ω_k, k ¿ 2, to oblast~ ~Ω_r(A, ν) opredelØetsØ sootnoxeniem

~Ω_r (A, ν) = { ω : | | ω^1 + r 1 + rω_1 | |^2 + (1 − r^2) n∑ j=2 |ω_j|^2 |1 + rω_1|^2 +

+ν ∑ |α0_|¿_2

A_α0

(1 − r^2)^{|α}

0_| |ω^′|^{2α} 0 |1 + rω_1|^{2|α}0^| 6 1 } . Funkci¸, opisyva¸wu¸ oblast~ ~Ω_r(A, ν), moßno uprostit~, esli uqest~, qto |1 + ω_1 r|^2 − |ω_1 + r|^2 = (1 − |ω_1|^2)(1 − r^2):

~Ω_r (A, ν) = { ω : |ω|^2 + ν ∑ |α0_|¿_2

A_α0

(1 − r^2)^{|α} 0_{|−1} |1 + ω_1r|^{2|α}0^{|−2} |ω^′|^{2α} 0 6 1^}. (2.10)

V sootvetstvii s (2.6) i tem, qto F_r(r, 0, . . . , 0) = O, dostatoqno dokazat~ lemmu 3 dlØ oblasteæ ~Ω_r (A, ν) i dlØ ω^0 = O. Ne umalØØ obwnosti, oboznaqaem peremennye, opredelØ¸wie ~Ω_r(A, ν) v (2.10), vnov~ qerez z_j ; razliqnye postoØnnye, zavisØwie ot n, budem oboznaqat~ c_n. Qerez h = h_r (z_1, ν) oboznaqim edinstvennu¸ funkci¸, prinadleßawu¸ L^2_a(~Ω_r (A, ν))⊖L^2_a(~Ω_r (A, ν), O), dlØ kotoroæ h_r(0, ν) = 1; v sootvetstvii s normirovkoæ (2.4^1 ), formuloæ (2.2) i rezul~tatami [3] dlØ funkcii ~φ_{0,r}(z_1, ν), opredelØemoæ v (2.3) dlØ oblasti ~Ω_r(A, ν) i toqki O, imeem ravenstvo ~φ_{0,r}(z_1, ν) = c_n h(z_1) (1 + O(ν(1 − r))) , (2.11) priqem, kak budet sledovat~ iz dal~neæxih rassußdeniæ, funkciØ v O(ν(1 − r)) okaßetsØ vewestvenno-analitiqeskoæ ot ν.

Poloßim

h_r(z_1, ν) = h(z_1) = 1 + ∞∑ m¿1^{am z} m 1 =

= (1 + rz_1) + ∞∑ m=1 b_m(1 + rz_1) z^m_1 ,

(2.12)

232 N. A. XIROKOV gde v (2.12) a_m(r, ν) i b_m(r, ν) oboznaqeny dlØ kratkosti qerez a_m i b_m; (u, v) dalee oznaqaet ∫ e_{Ωr(A,ν)} uvdm; esli f opredelena

na Ω_1 ∪ Ω_2, to ∫ Ω1−Ω2 f dm = ∫ Ω1\Ω2 f dm − ∫ Ω2\Ω1 f dm. Lemma 4. Suwestvuet ν0, takoe, qto pri |ν| 6 ν0 dlØ koffffici-

entov a_m i b_m iz (2.12) spravedlivy sootnoxeniØ |a_m| 6 c_n · ν √ 1 − r √ m , (2.13)

|b_m| 6 c_n · ν ·

( log 1 1 − r )_{1/2} , 1 6 m 6^{log 11−r}_{1 − r}

log m m , log^1_{1−r} 1 − r 6

m 6^{log 11−r}_{1 − r} +^1_{1 − r} 1 1 − r log m m^2 , log^1_{1−r} 1 − r + 1 1 − r 6 m, (2.14)

priqem postoØnnaØ c_n v (2.13), (2.14) ne zavisit ot m, r i ν.

Dokazatel~stvo lemmy 4. V sootvetstvii s sootnoxeniØmi

(2.4) lemmy 2, kofffficienty a_m i b_m odnoznaqno opredelØtsØ iz ravenstv ( h(z_1), z^j_1 ) = 0, j = 1, 2, . . . , ili_∞ ∑ m=1 a_m ( z^m_1 , z^j_1 ) = − ( 1, z^j_1 ) , j = 1, 2, . . . . (2.15)

Oboznaqim ε_{m,j} = (z^m_1 , z^j_1), β_j = (−1, z^j_1), U = {z : |z| 6 1}, S = ∂U . Pristupim k poluqeni¸ ocenok dlØ ε_{m,j} i β_j ; pust~ μ(z) = ν 2 ∑ |α0_|¿_2

A_α0

(1 − r^2)^{|α} 0_{|−1} |1 + rz_1|^{2|α}0^{|−2} |z^′|^{2α} 0 . Togda pri j ¿ 1 imeem

β_j = − ∫ e_{Ωr(A,ν)} z^j_1 dm = − ∫ e_{Ωr(A,ν)−U} z^j_1 dm =

= ∫ S z^j_1 μ(z) dν(z) + o ( ∫ S |z_1|^j μ^2(z) dν(z) ) , (2.16)

VARIACIONNA˚ FORMULA DL˚ ˚DER BERGMANA 233 gde dν(z) v (2.16) oznaqaet 2n − 1-mernu¸ meru Lebega na S. Vo vtorom slagaemom v (2.16) budet koneqnoe qislo qlenov vida cν^2 ∫ S |z_1|^j (1 − r^2)^{|α}

0_{2|−1}

|1 + rz_1|^{2|α}01^{|−2} · (1 − r^2)^{|α}

0_{2|−1}

|1 + rz_1|^{2|α}02^{|−2} ·

·|z^′|^{2α} 0_{1+2α}0_2 dν(z), |α^′_1| ¿ 2, |α^′_2| ¿ 2. (2.17) Poskol~ku |1 + rz_1| ¿ 1 − r, |z^′|^2 = 1 − |z_1|^2 6 2|1 + rz_1|, z ∈ S, to l¸boe vyraßenie vida (2.17) ne prevoshodit cν^2 ∫ S |z_1|^j (1 − r)^2 |1 + rz_1|^4 |z^′|^8 dν(z) 6 6 cν^{2 ∫}_S |z1|^j(1 − |z1|^2)^{3 1 − r}_{|1 + rz1|2} dν(z) =

= c_nν^2 ∫ |z1|61 |z_1|^j(1 − |z_1|^2)^{n+1} · 1 − r |1 + rz_1|^2 dm_2 =

= c_nν^2 ∞∑ m=0 r^{2m} · (1 − r) ∫ |z1|61 |z_1|^j(1 − |z_1|^2)^{n+1} · |z_1|^{2m}dm_2 6

6 cnν^2(1 − r)^{∞∑}_{m=0}^1_{( j2 + m)n+2} 6 cnν^2(1 − r) ·^1_{jn+1} . (2.18)

ZaæmemsØ teper~ pervym slagaemym v (2.16), kotoroe sostoit iz koneqnogo qisla qlenov vida cν ∫ S z^j_1

(1 − r^2)^{|α} 0_{|−1} |1 + rz_1|^{2|α}0^{|−2} |z^′|^{2α} 0 dν(z), |α^′| ¿ 2. (2.19) Rassmotrim dve vozmoßnosti:

a) j 6^1_{1−r} ; v takom sluqae, podobno (2.18), poluqim |(2.19)| 6 cν ∫ S |z_1|^j (1 − r)|z^′|^4 |1 + rz_1|^2 dν =

= cν ∫ S |z_1|^j 1 − r |1 + rz_1|^2

(1 − |z_1|^2)^2 dν(z) =

234 N. A. XIROKOV = c_nν ∫ |z1|61 |z_1|^j 1 − r |1 + rz_1|^2

(1 − |z_1|^2)^n dν =

= c_nν(1 − r) ∞∑ m=0 r^{2m} ∫ |z1|61 |z_1|^{j+2m}(1 − |z_1|^2)^n dm_2 6

6 cnν(1 − r)^{∞∑}_{m=0}^1_{(j + m)n+1} 6 cnν(1 − r) ·^1_{jn} 6

6 cnν(1 − r)^{1/2} ·^1_{jn+1/2} . (2.20)

b) j >^1_{1−r} ; uqtem, qto ∫ S z^j_1

(1 − r^2)^{|α} 0_{|−1} |1 + rz_1|^{2|α}0^{|−2} |z^′|^{2α} 0 dν(z) =

= 1 2 ∫ S z^j_1(1 − r^2)^{|α} 0_{|−1} |z^′|^{2α} 0 ( 1 |1 + rz_1|^{2|α}0^{|−2} − 1 |1 + rz_1e^{πij} |^{2|α|−2} ) dν, poloßim z_1 = ρe^{iθ} ,^π_j = γ, |α^′| − 1 = ℓ ¿ 1; togda 1 |1 + rz_1|^{2ℓ} − 1 |1 + rz_1 e^{iγ} |^{2ℓ} =

= 1 (1 + 2rρ cos θ + r^2ρ^2)^ℓ − 1 (1 + 2rρ cos(θ + γ) + r^2ρ^2)^ℓ =

= − θ+γ∫ θ ∂ ∂λ 1 (1 + 2rρ cos λ + r^2ρ^2)^ℓ dλ =

= − θ+γ∫ θ 2rρℓ sin λ (1 + 2rρ cos λ + r^2ρ^2)^{ℓ+1} dλ i | | | 1 2 ∫ S z_j (1 − r^2)^ℓ|z^′|^{2α} 0 ( 1 |1 + rz_1|^{2ℓ} − 1 |1 + rz_1e^{iγ} |^{2ℓ} ) dν | | 6

VARIACIONNA˚ FORMULA DL˚ ˚DER BERGMANA 235

6 rℓ^∫_S |z1|^{j+1}(1−r^2)^ℓ(1−|z1|^2)^{ℓ+1(} θ+γ∫ θ | sin λ| (1 + 2rρ cos λ + r^2ρ^2)^{ℓ+1} dλ ) dν(z)

= c_n · rℓ ∫ |z1|61 |z_1|^{j+1}(1 − r^2)^ℓ(1 − |z_1|^2)^{ℓ+1}(1 − |z_1|^2)^{n−2}·

· (^{θ+γ}∫ θ | sin λ|dλ (1 + 2rρ cos λ + r^2ρ^2)^{ℓ+1} ) dm =

= c_n rℓ 1∫ 0 ρ^{j+1}(1 − r^2)^ℓ(1 − ρ^2)^{n+ℓ−1}ρ dρ·

· (^{2π}∫ 0 dθ θ+γ∫ θ | sin λ|dλ (1 + 2rρ cos λ + r^2ρ^2)^{ℓ+1} ) . (2.21)

Zametim, qto dlØ 2π-periodiqeskiæ h(θ) 2π∫ 0 dθ θ+γ∫ θ h(λ)dλ = γ 2π∫ 0 h(λ)dλ, pofftomu pravaØ qast~ v (2.21) ravna c_n rℓγ 1∫ 0 ρ^{j+2}(1 − r^2)^ℓ(1 − ρ^2)^{n+ℓ−1} dρ (^{2π}∫ 0 | sin λ|dλ (1 + 2rρ cos λ + r^2ρ^2)^{ℓ+1} ) 6 6 cn γ 1∫ 0 ρ^{j+2}(1 − r)(1 − ρ^2)^n dρ (^{2π}∫ 0 | sin λ|dλ (1 + 2rρ cos λ + r^2ρ^2)^2 ) . (2.22)

Poskol~ku

1 + 2rρ cos λ + r^2ρ^2 = (1 − ρr)^2 + 4rρ cos^2 λ 2 , sin λ = 2 sin λ 2 cos λ 2 , to √_1 − r| sin λ| (1 + 2rρ cos λ + r^2ρ^2)^{3/4} 6 c

236 N. A. XIROKOV i (2.22) 6 c_n 1 j (1 − r)^{1/2} 1∫ 0 2π∫ 0 ρ^{j+2}(1 − ρ^2)^n 1 (1 + 2rρ cos λ + r^2ρ^2)^{5/4} dρ dλ

= c_n · 1 j (1 − r)^{1/2} 1∫ 0 2π∫ 0 ρ^{j+2}(1 − ρ^2)^n dρ dλ |1 + rρe^{iλ}|^{5/2} . (2.23)

Zametim dalee, qto pri α > 0 imeetsØ razloßenie 1 (1 + ξ)^α

= 1 + ∞∑ m=0 c_{m,α} ξ^m, |ξ| < 1 i |c_{m,α}| ≍ m^{α−1}, i_1 |1 + ξ|^{5/2} = 1 (1 + ξ)^{5/4} · 1 (1 + ξ)^{5/4} , pofftomu

(2.23) 6 c_n · 1 j (1 − r)^{1/2} ∞∑ m=0 c^2_{m,5/4} · 1∫ 0 ρ^{j+2} r^{2m} ρ^{2m}(1 − ρ^2)^ndρ 6

6 cn ·^1_j (1 − r)^{1/2 ∞∑}_{m=0}(m + 1)^{1/2} ·^1_{(m + j)n+1} 6 cn(1 − r)^{1/2} ·^1_{jn+1/2} .

(2.24) UqityvaØ ewe mnoßitel~ ν, bez kotorogo provodilis~ ocenki (2.21)–(2.24), iz (2.18)–(2.24) zakl¸qaem, qto

|β_j| 6 c_n · ν · (1 − r)^{1/2} · 1 j^{n+1/2} . (2.25)

RassußdaØ soverxenno analogiqno (2.18)–(2.25), no ne vydelØØ mnoßitel~ √ 1 − r, dlØ kofffficientov ε_{m,j} , opredelennyh v

(2.15), poluqim ε_{m,m} ≍ ∫ U |z_1|^{2m}dm(z) =

= c_n ∫ |z1|61 |z_1|^{2m}(1 − |z_1|^2)^{n−1} dm_2(z_1) = c_n m^n , (2.26)

VARIACIONNA˚ FORMULA DL˚ ˚DER BERGMANA 237 |ε_{m,j}| 6 c_n · ν(1 − r) · 1 (j + m)^n , |m − j| 6 1 1 − r , (2.27) |ε_{m,j}| 6 c_n · ν · 1 |m − j| · 1 (j + m)^n , |m − j| > 1 1 − r . (2.28)

Krome togo, qut~ bolee dlinnye ocenki pozvolØ¸t ubedit~sØ, qto β_j , ε_{m,j} – vewestvenno-analitiqeskie funkcii ot ν, radius shodimosti dlØ rØdov v kotoryh ¿ ν_1 > 0.

Zakonqim dokazatel~stvo sootnoxeniæ (2.13) lemmy 4. Perepixem sistemu (2.15), kaßdoe uravnenie v kotoroæ podelim na kofffficient ε_{m,m}. V sootvetstvii s (2.25)–(2.27), poluqim sistemu_∞ ∑ m=1 b_{mj} a_m = t_j, j = 1, . . . , (2.29)

priqem b_{mm} = 1, |b_{mj}| 6 c_nν(1 − r) ( m m + j )_n , |m − j| 6 1 1 − r , |b_{mj}| 6 c_nν · 1 |m − j| ( m m + j )_n , |m − j| > 1 1 − r , |t_j| 6 c_n √ 1 − r √ j .

(2.30)

Esli vvesti estestvennye oboznaqeniØ dlØ operatora v (2.29), dlØ A = (a_1, . . . ), T = (t_1, . . . ) imeem (E + B)A = T, togda, esli poloßit~

A = T + ∞∑ k=1 Y_k, Y_1 = −BT, Y_{k+1} = −BY_k, (2.31)

to nesloßnye deæstviØ s ocenkami (2.30) da¸t pri |ν| 6 ν_0 shodimost~ rØda v (2.31) i trebuemye neravenstva (2.13).

Dokazatel~stvo (2.14) provoditsØ po toæ ße sheme; preßde vsego 1 + ∞∑ m=1 b_mz^m = (1 + rz_1)^{−1} ( 1 + ∞∑ m=1 a_mz^m ) ,

238 N. A. XIROKOV pofftomu

b_m = a_m + m−1∑ k=1 (−1)^k r^k a_{m−k} + (−1)^m r^m, |b_m| 6 m∑ k=1 |a_k| + 1 i pri m 6^2_{1−r} log^1_{1−r} iz (2.13) poluqaem |b_m| 6 c_n · √ log 1 1 − r . (2.32)

Poloßim m_0 =

[_2 1−r log^1_{1−r} ] . Pri j ¿ m_0 + 1, . . . ime¸tsØ sootnoxeniØ_∞ ∑ k=m0+1 b_k ( (1 + rz_1)z^k_1 , z^j_1 ) =

= ( − [ (1 + rz_1) + m0∑ k=1 (1 + rz_1)z^k_1 b_k ] , z^j_1 ) . (2.33)

Esli poloßim γ_ℓ = ∫ U |z_1|^{2ℓ} dm, to, analogiqno (2.20)–(2.24), poluqaetsØ, qto ( (1 + rz_1)z^k_1 , z^k_1 ) = ( z^k_1 , z^k_1 ) + r ( z^{k+1}_1 , z^k_1 ) = = ∫ U |z_1|^{2k}dm + ∫ e_{Ωr (A,ν)−U} |z_1|^{2k}dm + r ∫ e_{Ωr(A,ν)−U} z_1|z_1|^{2k}dm ¿

¿ γk − cn · ν(1 − r)^1_{kn} , (2.34) ( (1 + rz_1)z^k_1 , z^{k+1}_1 ) = r ∫ U |z_1|^{2k+2}dm + r ∫ e_{Ωr(A,ν)−U} |z_1|^{2k+2}dm+

+r ∫ e_{Ωr(A,ν)−U} z_1|z_1|^{2k}dm 6 rγ_k + c_n · ν(1 − r) 1 k^n , (2.35)

pofftomu pri k ¿^2_{1−r} i |ν| 6 ν_2 imeem, uqityvaØ (2.26): |( (1 + rz_1)z^k_1 , z^k_1 )| − |( (1 + rz_1)z^k_1 , z^{k+1}_1

)| ¿^1_2 (1 − r)γk. (2.36)

VARIACIONNA˚ FORMULA DL˚ ˚DER BERGMANA 239 Esli ße j ¿ k + 2 ili j < k, to | | ( (1 + rz_1)z^k_1 , z^j_1 )| | = | | ∫ e_{Ωr(A,ν)−U} (1 + rz_1)z^k_1 · z^j_1 dm | | 6

6 cn · ν (1 − r) log(k + j) (k + j)^{n+1} , |k − j| 6 1 1 − r 1 |k − j| log(k + j) (k + j)^{n+1} , |k − j| > 1 1 − r , (2.37)

posle qego, delØ kaßdu¸ stroku v (2.33) na ((1 + rz_1)z^j_1, z^j_1), poluqaem sistemu_∞ ∑ k=m0+1 p_{kj} b_k = q_j, (2.38)

priqem p_{kk} = 1, |p_{k k+1}| 6 1 − 1 2 (1 − r),

q_j 6 c_n · ν

(1 − r) log(j + m_0) j + m , m_0 < j 6 m_0 + 1 1 − r 1 (j − m_0) log(j + m_0) j + m_0

, m_0 + 1 1 − r < j,

p_{kj} 6 c_n · ν (1 − r) log(k + j) k + j , |k − j| 6 1 1 − r 1 |k − j| log(k + j) k + j , |k + j| > 1 1 − r . Poskol~ku pri k ¿^{log 11}�^r_{1−r} imeem^{log k}_k 6 c(1 − r), to pri |ν| 6 ν_3 iterativnoe rexenie sistemy (2.38), podobnoe (2.31), daet trebuemye sootnoxeniØ (2.14). Lemma 4 dokazana.

Teper~ utverßdenie lemmy 3, a s neæ i teoremy 2, sleduet iz lemmy 4 i togo, qto vse sootvetstvu¸wie funkcii ot ν, figuriru¸wie v sootnoxeniØh (2.15)–(2.39), ime¸t radius shodimosti bol~xe nekotorogo ν_1, zavisØwego tol~ko ot A i n.

3. Primer priloßeniØ teorem 1 i 2.

Skrupuleznoe provedenie nißesledu¸wih rassußdeniæ trebuet ocenok, analogiqnyh privedennym v p. 2, kotorye dlØ kratkosti propustim.

240 N. A. XIROKOV

Nas budet interesovat~ vid raznosti B_{Ω(A,ν)}(z, z) − B_U (z, z) pri z = (r, 0, . . . , 0) i |ν| 6 ν_0, dlØ qego, v silu svoæstv Øder Bergmana, dostatoqno rassmotret~ Be_{Ωr (A,ν)}(O, O) − B_U (O, O) = (1 − r^2)^{n+1} ( B_{Ω(A,ν)}(z, z) − B_U (z, z) ) . Pust~ σ_n = B_U (O, O); opredelim oblasti

Ξ_t = ~Ω_r(A, tν), Γ_t = ∂Ξ_t, B_t = Be_{Ωr (A,νt)},

togda Ξ_0 = U , Ξ_1 = ~Ω_r(A, ν) i primenenie formuly (1.4), qto vozmoßno po teoreme 2, daet sootnoxenie Be_{Ωr (A,ν)}(O, O) =

= B_1(O, O) = B_0(O, O) − 1∫ 0 dt ∫ Γ_t

|B_t(O, ξ)|^2φ_t(ξ)dν(ξ), (3.1)

priqem v naxem sluqae

φ_t(ξ) = − νt 2 ∑ |α0_|¿_2

(1 − r^2)^{|α} 0_{|−1} |1 + rξ_1|^{2|α}0^{|−2} |ξ^′|^{2α} 0 + O ( ν^2 t^2(1 − r)^2 ) . PrimenØØ k (3.1) ocenki (2.13) i analogiqnye im, moßno obnarußit~, qto pri 0 6 t 6 1 ∫ Γ_t | B_t(O, ξ) |_2 φ_t(ξ)dν(ξ) = ∫ ∂U | B_t(O, ξ) |_2 φ_t(ξ)dν(ξ) + O(ν(1 − r)^2) =

= ∫ ∂U | B_U (O, ξ) |_2 φ_t(ξ)dν(ξ) + O(ν(1 − r)^2) =

= − σ^2_nνt 2 ∫ ∂U ∑ |α0_{|=2} A_α0

1 − r^2 |1 + rξ_1|^2 |ξ^′|^{2α} 0 dν(ξ) + O(ν(1 − r)^2). (3.2)

Iz (3.1) i (3.2) nahodim: Be_{Ωr (A,ν)}(O, O) =

VARIACIONNA˚ FORMULA DL˚ ˚DER BERGMANA 241

= σ_n + σ^2_n 4 ν(1 − r^2) ∑ |α0_{|=2} A_α0 ∫ ∂U |ξ^′|^{2α} 0 |1 + rξ_1|^2 dν(ξ) + O(ν(1 − r)^2). (3.3)

Poskol~ku n ¿ 3, to v integralah, figuriru¸wih v (3.3), ime- ¸tsØ dve vozmoßnosti, kotorye da¸t raznye znaqeniØ: α^′ =

(1, 1, 0, . . . , 0) i α^′ = (2, 0, . . . , 0). Vyqislim ffti integraly.

Imeem ∫ ∂U |ξ_2|^4 |1 + rξ_1|^2 dν(ξ) = ∞∑ ℓ=0 r^{2ℓ} ∫ ∂U |ξ_1|^{2ℓ} |ξ_2|^4 dν(ξ), (3.4)

pri fftom ∫ ∂U |ξ_1|^{2ℓ} |ξ_2|^4 dν(ξ) = 2(n + ℓ + 2) ∫ U |ξ_1|^{2ℓ} |ξ_2|^4 dm i ∫ U |ξ_1|^{2ℓ} |ξ_2|^4 dm = (2π)^n ∫ r21+...+r2_n 61 r_j ¿0

r^{2ℓ}_1 r^4_2 r_1 · . . . · r_n dr_1 . . . dr_n =

= π^n ∫ x1+...+x_n 61 x_j ¿0

x^ℓ_1 x^2 dx_1 · . . . · dx_n =

2π^n ℓ!

(ℓ + n + 2)!

(3.5)

(v (3.5) ispol~zovalos~ znaqenie integrala Dirihle [4, gl. 12]), pofftomu ∫ ∂U |ξ_1|^{2ℓ} |ξ_2|^4 dν(ξ) = 4π^n (ℓ + 1) · . . . · (ℓ + n + 1) i (3.4) = ∞∑ ℓ=0 4π^n (ℓ + 1) · . . . · (ℓ + n + 1) + O(1 − r), priqem, esli ∞∑ ℓ=0 1 (ℓ + 1) · . . . · (ℓ + n + 1)

= g(1), gde g(x) = ∞∑ ℓ=0 x^{ℓ+n+1} (ℓ + 1) · . . . · (ℓ + n + 1)

= I^{n+1} (_∞∑ ℓ=0 x^ℓ ) = I^{n+1} ( 1 1 − x )

242 N. A. XIROKOV i Ih(x) =^x ∫ 0 h(t)dt, to

I^{n+1}h(x) = 1 n! x∫ 0 (x − t)^n h(t)dt, t.e.

g(1) = I^{n+1} ( 1 1 − x )| | x=1 = 1 n! 1∫ 0 (1 − t)^n · 1 1 − t dt = 1 n · n! , ∫ ∂U |ξ_2|^4 |1 + rξ_1|^2 dν(ξ) = 4π^n n · n! + O(1 − r). (3.6)

Vyqislim teper~ integral, sootvetstvu¸wiæ mul~tiindeksu

(1, 1, 0, . . . , 0). Analogiqno (3.4) pixem ∫ ∂U |ξ_2|^2|ξ_3|^2 |1 + rξ_1|^2 dν(ξ) = ∞∑ ℓ=0 r^{2ℓ} ∫ ∂U |ξ_1|^{2ℓ}|ξ_2|^2|ξ_3|^2 dν(ξ), ∫ ∂U |ξ_1|^{2ℓ}|ξ_2|^2|ξ_3|^2 dν(ξ) = 2(n + ℓ + 2) ∫ U |ξ_1|^{2ℓ}|ξ_2|^2|ξ_3|^2 dm, ∫ U |ξ_1|^{2ℓ}|ξ_2|^2|ξ_3|^2 dm = (2π)^n ∫ r21+...+r2_n 61 r_j ¿0

r^{2ℓ}_1 r^2 r^2_3 r_1 r_2 ·. . .·r_n dr_1 . . . dr_n =

= π^n ∫ x1+...+x_n 61 x_j ¿0

x^ℓ_1 x_2 x_3 dx_1 · . . . · dx_n =

2π^n ℓ!

(ℓ + n + 2)!

, (3.7)

priqem v (3.7) opØt~ ispol~zovalos~ znaqenie integrala Dirihle ([4, gl. 12]).

SravnivaØ poluqennyæ rezul~tat s (3.5), srazu nahodim ∫ ∂U |ξ_2|^2|ξ_3|^2 |1 + rξ_1|^2 dν(ξ) = 2π^n n · n! + O(1 − r). (3.8)

VARIACIONNA˚ FORMULA DL˚ ˚DER BERGMANA 243 Esli ße uqest~, qto σ^2_n =^{n!}_{πn} , to iz (3.3), (3.6) i (3.8) okonqatel~no pri |ν| 6 ν_0 i r → 1, poluqim

Be_{Ωr (A,ν)}(O, O) = B_U (O, O) + ν(1 − r^2) 2n ∑ p,q¿2_{p≠q}^{Apqpq+} + ν(1 − r^2) n ∑ p¿2^{Apppp + O(ν(1 − r)} 2), gde A_{pqpq} – kofffficienty pri |z_p|^2|z_q|^2, A_{pppp} – kofffficienty pri |z_p|^4. Poluqennyæ rezul~tat interesno sravnit~ s utverßdeniem Kristoffersa [1, gl. 12].

Literatura 1. M. Bilz, Q. Fefferman, R. Grosman, Strogo psevdovypuklye oblasti v Cn . Mir, Moskva (1987).

2. N. A. Xirokov, Teorema Dßeksona–Bernxteæna v strogo psevdovypu-

klyh oblastØh v Cn . — DAN SSSR 287, No. 1, (1986), 66–69.

3. N. A. Xirokov, ˚dro Bergmana v okrestnosti diagonali dlØ oblasteæ,

blizkih k ffllipsoidam. — Zap. nauqn. semin. LOMI 190 (1991), 163–172.

4. �. T. Uitteker, Dß. N. Vatson, Kurs sovremennogo analiza, T. 2. Gos.

izd. fiz-mat. lit., Moskva (1963).

Shirokov N. A. A variational formula for Bergman kernels. For a given family of domains Ω_t ⊂ C^n , t ∈ [0, 1], under some assumptions a formula for B_1(z, s)−B_0(z, s) is established, where B_0 and B_1 are the Bergman kernels for Ω_0 and Ω_1. As an application of this formula, we obtain two terms in the asymptotics of B(z, z) as z → ∂Ω for a special class of domains.

Postupilo 17 dekabrØ 1997 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ fflektrotehniqeskiæ universitet

kam@kam.spb.su