Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 256, 1999 g.

A. Gorbul~skiæ

OB ODNOM SVO`STVE �NTROPII UBYVAıWE` POSLEDOVATEL^NOSTI IZMERIMYH RAZBIENI`

V nastoØweæ rabote postroeno semeæstvo mnoßestv ne dopuska¸wih horoxeæ aproksimacii cilindriqeskimi mnoßestvami.

OpredeleniØ.

Prostranstvo s meroæ (X, μ) nazyvaetsØ odnorodnym, esli gruppa avtomorfizmov X, sohranØ¸wih meru μ, deæstvuet tranzitivno na X.

Razbienie nazyvaetsØ odnorodnym, esli poqti vse ego fflementy est~ izomorfnye odnorodnye prostranstva, i faktorprostranstvo takße odnorodno.

Posledovatel~nost~ razbieniæ prostranstva X , {ξ_k} nazyvaetsØ ubyva¸weæ odnorodnoæ posledovatel~nost~¸ izmerimyh razbieniæ tipa {r_n}, esli vypolneny sledu¸wie usloviØ:

1) poqti kaßdyæ fflement razbieniØ ξ_n predstavim v vide ob¨- edineniØ fflementov ξ_{n+1}, dlØ kaßdogo ξ_n;

2) kaßdyæ fflement posledovatel~nosti est~ odnorodnoe razbienie;

3) rang ξ_n/ξ_{n−1} est~ r_n.

Esli r_n ≡ 2 budem nazyvat~ taku¸ posledovatel~nost~ diadiqeskoæ.

Pust~ (X_n, μ_n) - odnorodnoe prostranstvo s meroæ iz r_n toqek i X = ∞∏ n=1 X_n, μ = ∞∏ n=1 μ_n. Rassmotrim v prostranstve X razbienie ξ^{(0)}n , fflementy kotorogo sostoØt iz posledovatel~nosteæ x = {x_n} ∈ X, u kotoryh sovpada¸t koordinaty, naqinaØ s n-æ. Posledovatel~nost~ razbieniæ

{ξ^{(0)}n } est~ odnorodnaØ posledovatel~nost~ tipa {r_n}.

Pri podderßke RFFI, grant 96-15-96060. 19

20 A. GORBUL^SKI`

VsØkaØ posledovatel~nost~ metriqeski izomorfnaØ eæ, nazyvaetsØ standartnoæ odnorodnoæ posledovatel~nost~¸ tipa {r_n}.

Esli r_n rastet ne oqen~ bystro, to principial~nogo otliqiØ meßdu posledovatel~nostØmi tipa r_n i diadiqeskimi posledovatel~nostØmi net. V dal~neæxem my budem rassmatrivat~ tol~ko diadiqeskie posledovatel~nosti.

V [1] byl postroen invariant h ( {ξ_n} ) kotoryæ nazyvaetsØ ffntropieæ posledovatel~nosti razbieniæ. �tot invariant stroitsØ v tri xaga :

1)�ntropieæ razbieniØ nazyvaetsØ H(γ) = − ∑ C^α∈γ μ(C^α) ln μ(C^α)

2)�ntropieæ posledovatel~nosti razbieniæ otnositel~no koneqnogo razbieniØ nazyvaetsØ h({ξ_n}, γ) = lim_n 2^{−n}H(γ^n). Zdes~ γ^n posledovatel~nost~ postroennaØ po ξ_n i γ.

3)�ntropieæ odnorodnoæ ubyva¸weæ posledovatel~nosti izmerimyh razbieniæ nazyvaetsØ h ( {ξ_n} ) = sup_{γ∈Z} h({ξ_n}, γ), Z-mnoßestvo

koneqnyh razbieniæ.

Obwee opredelenie γ^n davol~no sloßnoe, nas budet interesovat~ sluqaæ X = ∞∏ n=1 {0; 1}; μ = ∞∏ n=1 μ_n; μ_n(1) = μ_n(0) = 1 2 ; ξ_n = ξ^{(0)}_n ; γ = {A} ∪ {cA}. Pri fftih usloviØh γ^{n+1}(A) sostoit iz fflementov C^α_{n+1}, gde α probegaet mnoßestvo par zlementov γ^n(A), (v tom qisle pary odinakovyh mnoßestv) C^{{U},{V }} n+1 = { x ∈ X : (1x ∈ U i 0x ∈ V ) ili (1x ∈ V i 0x ∈ U ) } . (V dal~neæxem budut izuqat~sØ posledovatel~nosti γ^n.)

Vse rassmatrivaemye mnoßestva budut sqitat~sØ izmerimy- mi. Postanovka zadaqi.

V [1] pokazano, qto h({ξ_n}, γ) nepreryvno zavisit ot γ, qto pozvolØet vyqislØt~ h({ξ_n}). V qastnosti, ffntropiØ cilindriqeskih mnoßestv ravna nul¸, oni plotny v mnoßestve vseh podmnoßestv, sledovatel~no ffntropiØ standartnoæ posledovatel~- nosti ravna nul¸. (Na mnoßestve razbieniæ rassmatrivaetsØ

OB ODNOM SVO`STVE �NTROPII 21 topologiØ poroßdennaØ metrikoæ d(γ_1, γ_2) = H(γ_1|γ_2)+ H(γ_2|γ_1) .) �ntropiØ standartnoæ posledovatel~nosti ravna nul¸, no suwestvu¸t i nestandartnye posledovatel~nosti s nulevoæ ffntropieæ. Voznikaet vopros: kak izmenit~ opredelenie ffntropii, qtoby novyæ invariant vydelØl standartnu¸ posledovatel~nost~. V svØzi s fftim A. M. Verxikom byla sformulirovana zadaqa: ustanovit~ kakoæ moßet byt~ skorost~ rosta H(γ^n(A)).

V nastoØweæ rabote ustanovleno, qto ∀α_n > 0, α_n → 0 ∃γ_0 = {A, cA}, n_k → ∞ : H(γ^{nk} ) > 2^{nk} . Postroenie.

Fiksiruem posledovatel~nost~ α_n → 0 i postroim mnoßestvo

A ⊂ [0, 1] A = ⋃ i A_i takoe, qto H(γ^{nk} (A)) > α_{nk} 2^{nk} dlØ nekotoroæ posledovatel~nosti

n_k.

Bol~ximi latinskimi bukvami budem oboznaqat~ podmnoßestva otrezka. Vvedem v rassmotrenie posledovatel~nosti l_n :

l_1 = 2, l_{i+1} =^1_2 (l_i + 1)l_i. (l_n - maksimal~noe vozmoßnoe qislo

fflementov γ^n). Zametim, qto ln(l_n)/2^n → 1.

Oboznaqim mnoßestvo vseh dvoiqnyh slov dlinny n qerez Λ_n. Pust~ [λ]W = {x ∈ X : λx ∈ W }. Lemma 1. DlØ l¸bogo n > n0 suwestvuet takoe cilindriqeskoe

mnoßestvo V , qto H(γ^n(V )) = 2^{n−1}.

Dokazatel~stvo. �lementami γ^n(V ) ØvlØ¸tsØ mnoßestva posto-

Ønstva funkcii f(x) = {χ_{sA}(λx), s ∈ D_n} (funkciØ f sopostavlØet fflementu x mnoßestvo funkciæ na Λ_n) gde D_n gruppa avtomorfizmov dvoiqnogo dereva porØdka n sohranØ¸wih ierarhi¸, λ− slova iz n cifr, sA = {s(λ)y, λy ∈ A}. Rasprostranim deæstvie D_n na mnoßestvo podmnoßestv Λ_n i na mnoßestvo funkciæ deæstvu¸wih na Λ_n. Mnoßestvo A moßno zadavat~ funkcieæ g_A(x) = {λ : λx ∈ A}.

Maksimal~noe vozmoßnoe qislo fflementov razbieniØ γ^n −

l_n. �to oznaqaet, qto qislo traektoriæ podmnoßestv Λ_n pod

deæstviem avtomorfizmov, sohranØ¸wih ierarhi¸ - l_n. Esli mnoßestvo znaqeniæ g_A budet soderßat~ predstaviteleæ vseh

22 A. GORBUL^SKI` traektoriæ, koliqestvo fflementov γ^n budet maksimal~no. Teper~ dob¨emsØ qtoby mery fflementov razbieniØ sovpadali. Pust~ n_0 vybrano tak, qto l_n > 2^{n−1} ∀n > n_0. Pust~ mnoßestva T_1, T_2, .., T_2n�1-predstaviteli razliqnyh traektoriæ. Voz~- mem funkci¸ g_A prinema¸wu¸ tol~ko ffti znaqeniØ, na cilindrah odinakovoæ mery. Mnoßestvo sootvetstvu¸wee takoæ funkcii i budet iskomym. H(γ^n(A)) = 2^{n−1}. •

Slovo sostoØwee iz m nuleæ oboznaqim 0_m. λ_k = λ[k]− k-aØ bukva slova λ.

Lemma 2. ∀ m, n > n0 ∈ N suwestvuet takoe cilindriqeskoe

mnoßestvo V ⊂ 0_{m−1}1X, qto H(γ^n(V )) = 2^{n−m−1}).

Dokazatel~stvo. Pust~ λ = 0m−11, A = λC γ^2(A) = {[0]λC} ∪ {c([0]λC)}. PrimenØØ postroenie dlØ [0]λC poluqim γ^3(A) = {[00]λC} ∪ {c([00]λC)} ...γ^m(A) = {1C} ∪ {c(1C)}, γ^{(m+1)} (A) = {C} ∪ {cC} = γ^1(C) ...γ^l(A) = γ^{(l−m)} (C), ∀ l > m. Voz~mem S : H(γ^{n−m}(C)) = 2^{n−m−1} , togda A = λC iskomoe. •

Lemma 3. Pust~ Bp ⊂ X \ 0m−1X− cilindr porØdka p, αn → 0.

Suwestvuet A, n_k takie, qto A ⊂ 0_r1X : μA < 1 2^r · ε i H(γ^{nk} (B_p ∪ A)) > α_{nk} · 2^{nk} ε = min_{Ct∈γnk}�_{1 (Bp )} μC^t, r > k . Dokazatel~stvo. γ^{nk} (Bp ∪ A) – mnoßestva postoØnstva funkcii f(x) = {χ_{sA∪sBp} (λx), s ∈ D_{nk} }. Pust~ P -nabor slov dliny p opredelØ¸wiæ B_p, Λ-nekotoryæ nabor slov dliny p, Λ^′ = cΛ. Razbienie γ^n moßno opisat~ s pomow~¸ bolee melkogo razbieniØ η^n. �lementami η^n ØvlØ¸tsØ mnoßestva ⋂ Λ [λ]A ∩ ⋂ Λ0 [λ](cA).

OB ODNOM SVO`STVE �NTROPII 23 Vsego 2^{2n} fflementov. Togda fflementami γ^n budut ob¨edineniØ

γ^n(F ) = { ⋃ s∈D_p ( ⋂ sΛ [λ]F ∩ ⋂ sΛ0 [λ](cF ) ) }_Λ.

Zametim, qto

γ^p(A ∪ B_p) = { ⋃ s∈D_p ( ⋂ sΛ−sP [λ]A ∩ ⋂ sΛ0 [λ](cA) ) }_Λ.

Budem sqitat~, qto ffto razbienie sostoit iz fflementov C(Λ). Pust~ λ_0 /∈ P . Voz~mem A takoe, qto [λ]A pustoe, dlØ vseh λ krome

λ_0.

Togda v razbienii γ^p(A ∪ B_p) fflement C(P ∪ λ_0) = [λ_0]A, a ffto znaqit, qto γ^p(A ∪ B_p) moßno vpisat~ v l¸boe razbienie na dva mnoßestva, sledovatel~no vzØv m : 2^{−m} < ε, n_k : α_{nk} < 2^{−m 2nk}_{ln(lnk )} i [λ_0]A suwestvu¸wee po lemme 2, poluqim iskomoe A. •

Teorema. DlØ l¸boæ posledovatel~nosti αn → 0 naædetsØ ta-

koe mnoßestvo A ⊂ [0, 1] i posledovatel~nost~ n_k → ∞, qto H(γ^{nk} (A)) 2^{nk} > αn^k .

Dokazatel~stvo. Rassmotrim mnoßestvo A =^{∞⋃}_{k=1} An_k , gde mno-

ßestva A_{nk} postroeny po indukcii v sootvetstvii s lemmoæ 3, dlØ posledovatel~nosti 2 · α_n i B_p =^{k−1} ⋃ i=1 A_{ni}

H(γ^{nk} (A)) > 1 2 H(γ^{nk} ( k⋃ i=1 A_{ni} )) > α_{nk} 2^{nk} . Pervoe neravenstvo vypolneno tak, kak mera^∞ ⋃ i=k+1 A_{nk} ne prevos-

hodit poloviny mery fflementa γ^{nk} (^k ⋃ i=1 A_{ni} ), vtoroe neravenstvo

vypolnØetsØ v silu vybora A_{nk} v lemme 3. •

Takim obrazom pokazano, qto formula lim_{n→∞}^{h(ξn ,γ)}_{2n} = 0 toqna. Avtor vyraßaet blagodarnost~ professoru A. M. Verxiku za postanovku zadaqi i poleznye obsußdeniØ.

24 A. GORBUL^SKI` Literatura 1. A. M. Verxik, TeoriØ ubyva¸wih posledovatel~nosteæ izmerimyh raz-

bieniæ. — Algebra i Analiz 6, vyp. 4 (1994), 1-68.

Gorbulsky A. About one property of entropy of decreasing sequence of measureble partitions.

This work is devoted to improving of the assimptotic that appeares in the difinition of the entropy invariant of decreasing sequences of measurable partitions, introduced by A. Vershik. An example of sets that have no good approcsimation by cillinders is represented: ∀α_n → 0 ∃γ_0 = {A, cA} and n_k → ∞ : H(γ^{nk} ) > α_{nk} 2^{nk} .

Postupilo 7 maØ 1999 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet