Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 256, 1999 g.

S. Dobrynin

LOKAL^NO` VLOȷIMOST^ GRUPPY HOLLA V KLASS KONEQNYH GRUPP

V dannoæ rabote proizvoditsØ dal~neæxee izuqenie gruppy, postroennoæ Hollom v kaqestve primera razreximoæ gruppy stupeni 3 ne ØvlØ¸weæsØ finitno-approksimiruemoæ (FA) ([2]). RexaetsØ postavlennyæ A. M. Verxikom vopros o lokal~noæ vloßimosti gruppy Holla v klass koneqnyh grupp.

1. Primer Holla

V rabote [2] Hollom byla postroena gruppa G = [ Z ∧_φ [ ⨁ Z Z] ] ∧_σ [ ⨁ Z Q]. DeæstviØ φ i σ opredeleny sledu¸wim obrazom: φ deæstvuet na prØmoæ summe sdvigami i gruppa H = Z∧_φ [ ⨁ Z] stanovitsØ gruppoæ s dvumØ obrazu¸wimi ξ i η, gde ξ – sootvetstvuet edinice Z ,a η sootvetstvuet ediniqnomu ortu ⨁ Z. Pust~ {u_i}_{i∈}Z – bazis ⨁ Q i pust~ {p_i}_{i∈}Z – mnoßestvo vseh prostyh qisel. Deæstvie σ zadano na obrazu¸wih ( σ(ξ) ) (u_i) = u_{i+1} ( σ(η) ) (u_i) = p_iu_i.

Gruppa G ØvlØetsØ razreximoæ stupeni 3, tak kak G^′ ⊂ [ Z ∧ ⨁ Z ]_′ ∧ ⨁ Q i [ Z ∧_φ ⨁ Z ]_′ ⊂ ⨁ Z, a znaqit G^{′′} ⊂ ⨁ Z Q. Pri podderßke RFFI, grant 96-15-96060. 25

26 S. DOBRYNIN

Krome togo, v ⨁ Q net netrivial~nyh podgrupp, invariantnyh otnositel~no deæstviØ σ. Pofftomu l¸boæ normal~nyæ delitel~ G soderßit ⨁ Q, a znaqit fflementy leßawie v ⨁ Q nel~zØ razdelit~ nikakimi gomomorfizmami v koneqnye gruppy i, sledovatel~no, G ne finitno approksimiruema.

2. Svoæstvo LVK i ego svØz~ s razreximost~¸ V stat~e [1] dano sledu¸wee

Opredelenie. Gruppa G nazyvaetsØ lokal~no vloßimoæ v klass

koneqnyh grupp (LVK), esli dlØ l¸bogo koneqnogo mnoßestva S ⊂ G suwestvuet koneqnoe mnoßestvo K takoe qto S ⊂ K ⊂ G i operaciØ ⋆_K prevrawa¸waØ K v koneqnu¸ gruppu, priqem vypolneno uslovie ∀a, b ∈ S a ⋆ b ∈ S ⇒ a ⋆ b = a ⋆_K b. (∗) (My budem govorit~ qto K udovletvorØet uslovi¸ LVK dlØ S, esli dlØ nih vypolneno (*).)

PredstavlØet interes vopros o vypolnenii svoæstva LVK dlØ nekotoryh klassov razreximyh grupp. Izvestno qto koneqno poroßdennye (k.p.) razreximye gruppy vtoroæ stupeni (to est~ k.p. metabelevy gruppy) finitno approksimiruemy (naprimer [2]). Krome togo, iz svoæstva FA ( i daße lokal~noæ finitnoæ approksimiruemosti) sleduet LVK ([1]). Pofftomu vse k.p. metabelevy gruppy ØvlØ¸tsØ LVK. Suwestvuet primer k.p. razreximoæ gruppy treteæ stupeni ne ØvlØ¸weæsØ LVK ( primer Harlamoviqa), odnako primer sloßen i ne konstruktiven. Na puti postroeniØ bolee prostogo primera neobhodimo vybirat~ ne FA gruppy. VyØsnilos~, qto v kaqestve takogo primera gruppa Holla ne podhodit.

Teorema. Gruppa Holla G ØvlØetsØ lokal~no vloßimoæ v klass

koneqnyh grupp.

3. Dokazatel~stvo teoremy Po postroeni¸, gruppa Holla G = H ∧_σ [ ⨁ Z Q]. Tak kak gruppa ⨁ Z Q ØvlØetsØ LFA,to ona lokal~no vloßima v klass koneqnyh.

Gruppa H koneqno poroßdennaØ svobodnaØ razreximaØ stupeni

SVO`STVO LOKAL^NO` VLOȷIMOSTI 27 2 i pofftomu toße LVK. Pokaßem qto i ih poluprØmoe proizvedenie ØvlØetsØ LVK. DlØ fftogo nam ponadobitsØ sledu¸wee

Opredelenie. Pust~ A i P - LVK gruppy. Deæstvie φ : P → AutA

nazyvaetsØ ffkvivariantno approksimiruemym (ff.a.) ,esli dlØ l¸- byh koneqnyh mnoßestv B ⊂ A i S ⊂ P suwestvu¸t otveqa¸wie dlØ nih uslovi¸ LVK koneqnye gruppy (K, ⋆_K) i (L, ⋆_L) i deæstvie ψ : L → AutK, udovletvorØ¸wee uslovi¸ ∀π ∈ S, g ∈ B φ(π)(g) ∈ B ⇒ φ(π)(g) = ψ(π)(g). (∗∗) PoluprØmoe proizvedenie LVK grupp otnositel~no ffkvivariantno approksimiruemogo deæstviØ ØvlØetsØ LVK gruppoæ ([1]).

Pokaßem, qto deæstvie τ : H → Aut ⨁ Q ffkvivariantno approksimiruemo. Pust~ B ⊂ ⨁ Z Q - proizvol~noe koneqnoe mnoße-

stvo. Suwestvuet takoe natural~noe N qto B ⊂^N ⨁ −N Q. Oboznaqim

za B_k proekci¸ B na k-¸ komponentu prØmoæ summy.|B_k| < ∞ i

B_k ⊂ Q, pofftomu vse fflementy B_k moßno privesti k obwemu zna-

menatel¸ M_k. Suwestvuet N_k takoe qto B_k ⊂ { −N_k M_k , . . . , N_k M_k }. Vyberem n ∈ N takoe qto dlØ vseh −N ≤ k ≤ N vypolneno

n > N_k i (2n + 1, p_k) = 1.

Rassmotrim K =^N ∏ −N {^{−n}_{Mk} , . . . ,^n_{Mk} }. Na kaßdoæ komponente K_k vve-

dem gruppovu¸ operaci¸ +_n: ∀a, b ∈ K_k a +_n b = (aM_k + bM_k)mod(2n + 1) M_k (vyqety po modul¸ 2n + 1 berutsØ ot −n do n). Takie operacii prevrawa¸t mnoßestva K_k, a vmeste s nimi i K v koneqnye gruppy. K = ⨁ K_k ∼= N⨁ −N Z_{2n+1}.

Obrazu¸wu¸ gruppy K_k budem oboznaqat~ v_k.

28 S. DOBRYNIN

Proverim qto K udovletvorØet uslovi¸ LVK dlØ B. Pust~

x, y ∈ B i x + y ∈ B. Oni ime¸t vid x = (..., 0, .., 0, x_{−N}, ..., x_0, ..., x_N, 0, ..., 0, ...) y = (..., 0, .., 0, y_{−N}, ..., y_0, ..., y_N, 0, ..., 0, ...) x + y = (..., 0, .., 0, x_{−N} + y_{−N} , ..., x_0 + y_0, ..., x_N + y_N , 0, ..., 0, ...) x +_n y = (..., 0, .., 0, x_{−N} +_n y_{−N} , ..., x_0 +_n y_0, ..., x_N +_n y_N , 0, ..., 0, ...), priqem dlØ l¸bogo N ≥ |k| vypolneno |x_k| < n/M_k, |yk| < n/M_k i

|x_k + y_k| < n/M_k. My dolßny proverit~ ravenstvo x + y = x +_n y,

to est~ x_k + y_k = x_k +_n y_k dlØ N ≥ |k|. Deæstvitel~no,

x_k +_n y_k =

(x_kM_k + y_kM_k)mod(2n + 1) M_k = x_kM_k + y_kM_k M_k = x_k + y_k,

tak kak |x_kM_k + y_kM_k| < |x_kM_k| + |y_kM_k| < 2n + 1. Takim obrazom K i B udovletvorØ¸t uslovi¸ LVK.

StroØ gruppu K my moßem vybirat~ n i N proizvol~no bol~- ximi.

Pust~ teper~ S ⊂ H, |S| < ∞. Rassmotrim dva avtomorfizma K:

ξ_0v_m = v_{m+1} – cikliqeskiæ sdvig

η_0v_m = p_m ⋆_n v_m – domnoßenie na p_m po modul¸ 2n + 1.

Rassmotrim v AutK podgruppu H_0 =< ξ_0, η_0 >. Vydelim v H_0 podgruppu D poroßdennu¸ fflementami vida

ν_k = ξ^{−k}_0 η_0ξ^k_0 .

Ih deæstvie na bazise opredelØetsØ formuloæ

ν_kv_m = p_{(m−k)mod(2N +1)} ⋆_n v_m.

Sledovatel~no D abeleva i normal~na v H_0. Takim obrazom, esli x - l¸boæ fflement H_0, to x = ξ^k_0 ⋆y, gde y ∈ D, a0 ≤ k 6 2N +1. (PorØdok ξ_0 raven 2N + 1.) Toße verno i dlØ H : ∀x ∈ H moßno predstavit~

x = ξ^k ⋆ y, gde k ∈ N. (1)

SVO`STVO LOKAL^NO` VLOȷIMOSTI 29 Rassmotrim mnoßestvo L ⊂ H postroennoe sledu¸wim obrazom:

L = {w(ξ, η) : w(ξ_0, η_0) ∈ H_0, w − slovo ot dvuh bukv}

Pokaßem qto takoe sootvetstvie vzaimnodnoznaqno na S pri podhodØwem vybore n i N , to est~ pri w(ξ, η) ∈ S

w(ξ_0, η_0) = id ⇔ w(ξ, η) = id, ravenstva – gruppovye.

Pust~ n_0 - dlina samogo dlinnogo nesokratimogo slova ot ξ i η v S (slova my predstavlØem v forme (1) i sqitaem slovo nesokratimym, esli v razloßenii po obrazu¸wim ν_k net vzaimoobratnyh fflementov). Voz~mem v opredelenii K

N > n_0 i n > max −N6i6−N^{pn0i} Predpoloßim qto w(ξ_0, η_0) = id. Pust~ w(ξ_0, η_0) imeet predstavlenie

w(ξ_0, η_0) = ξ^s_0 ⋆ ν_{k1} ⋆ ν_{k2} ⋆ · · · ⋆ ν_{kr} ⋆ ν^{−1}_{kr+1} ⋆ · · · ⋆ ν^{−1}_{kt} .

DlØ kaßdogo bazisnogo vektora K

w(ξ_0, η_0)v_m = ξ^s ⋆ ν_{k1} ⋆ ν_{k2} ⋆ · · · ⋆ ν_{kr} ⋆ ν^{−1}_{kr+1} ⋆ · · · ⋆ ν^{−1}_{kt} v_m = v_m.

Znaqit s = 0mod(2N + 1), no N > n_0 ⇒ s = 0. Takim obrazom

w(ξ_0, η_0)v_m = p_{(m−k1)mod(2N +1)} ⋆ p_{..} · · · ⋆ p_{..} ⋆ p^{−1}_{..} ⋆ · · · ⋆ p^{−1}_{..} ⋆_n v_m = v_m,

priqem vsego t < n_0 somnoßiteleæ. BlagodarØ vyboru n imeem: p_{..} ⋆p_{..} · · ·⋆p_{..} ⋆p^{−1}_{..} ⋆· · ·⋆p^{−1}_{..} ⋆_nv_m = p_{..} ⋆p_{..} · · ·⋆p_{..} ⋆p^{−1}_{..} ⋆· · ·⋆p^{−1}_{..} ⋆v_m = v_m Sledovatel~no p_{..} ⋆ p_{..} · · · ⋆ p_{..} ⋆ p^{−1}_{..} ⋆ · · · ⋆ p^{−1}_{..} = 1, a znaqit kaßdoe prostoe qislo vhodØwee v ffto proizvedenie imeet obratnoe, a togda i vhoßdeni¸ ν_k sootvetstvuet vhoßdenie obratnogo k nemu. Pofftomu w - pustoe slovo i oqevidno w(ξ, η) = id. Obratnoe dokazatel~stvo analogiqno : v H voobwe net netrivial~nyh v naxem smysle sootnoxeniæ. Iz fftogo sleduet qto |L| = |H_0|.

Tem samym postroeno koneqnoe mnoßestvo L takoe, qto S ⊂

L ⊂ H. Vvedem na L gruppovu¸ operaci¸ inducirovannu¸ H_0.

Tak kak sootvetstvie meßdu kanoniqeskimi formami slov v H i H_0 vzaimnodnoznaqno na S, L udovletvorØet uslovi¸ LVK dlØ S.

30 S. DOBRYNIN

Vvedem deæstvie ψ : L → AutK sledu¸wim obrazom:

ψ(w(ξ, η)) = w(ξ_0, η_0), gde w – slovo v kanoniqeskoæ forme. Pro-

verim qto ψ udovletvorØet opredeleni¸ ff.a. deæstviØ dlØ τ , to est~ w(ξ, η) ∈ S, x ∈ B ⊂ K, τ (w(ξ, η))(x) ∈ B sledovatel~no τ (w(ξ, η))(x) = ψ(w(ξ, η))(x) = w(ξ_0, η_0)(x). Dostatoqno proverit~ ffto dlØ w(ξ, η) = ξ i w(ξ, η) = η. V pervom sluqae: x ∈ B ⇒ ∀k : −N ≤ k ≤ N vypolneno ili x_k = 0 ili

N − 1 ≥ k. Znaqit k + 1 = (k + 1) mod (2N + 1) ⇒ ξx = ξ_0x. Vo

vtorom sluqae ηx ∈ B ⇒ ∀k : −N ≤ k ≤ N vypolneno |x_k| <^n_{Mk} i |p_kx_k| <^n_{Mk} , a togda p_kx_k = p_kx_k mod (2n + 1) i sledovatel~no

ηx = η_0x.

Takim obrazom ψ – ffkvivariantnoe deæstvie, a znaqit G – LVK gruppa.

Literatura 1. A. M. Verxik, E. I. Gordon, Gruppy, lokal~no vloßimye v klass koneq-

nyh gruppp. Algebra i analiz. 1997. T. 10,1.

2. P. Hall, On the finitness of certain soluble groups. Proc. London Math. Soc. 1959

9, No. 36 (1959), 592–622.

Dobrynin S. Locally imbedding of Hall’s group to the finite groups. We prove the Hall’s group (solvable not residually finite group of the degree 3) could be imbedded locally to finite groups in the sense of [1].

Postupilo 1 i¸nØ 1999 g. Sankt-Peterburgskiæ Gosudarstvennyæ universitet