Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 256, 1999 g.

A. D¸bina

HARAKTERISTIKI SLUQA`NYH BLUȷDANI` NA SPLETENI˚H GRUPP

Pust~ A i B – koneqno-poroßdœnnye gruppy, g_1, g_2, . . . , g_n i

h_1, . . . , h_m – obrazu¸wie A i B sootvetstvenno.

Opredelenie. Nazovem spleteniem gruppy A i gruppy B polu-

prØmoe proizvedenie A i ∑ A B, gde A deæstvuet sdvigami na ∑ A B: esli a ∈ A, f : A → B, f ∈ ∑ A B, to f^a(x) = f(xa^{−1}), x ∈ A. Oboznaqim spletenie A ≀ B.

Spletenie – toße koneqno-poroßdœnnaØ gruppa, tak kak ona poroßdena, naprimer, fflementami g^′_i = (g_i, e) i h^′_j = (e, h^e_j ), gde

h^e_j : A → B, h^e_j (e) = h_j i h_j (x) = e pri x ≠ e. Budem dalee rassma-

trivat~ na gruppah mery, sosredotoqennye na koneqnom qisle obrazu¸wih. Togda vozvratnost~ sluqaænogo blußdaniØ ne zavisit ot vybora simmetriqnoæ mery na gruppe (sm. literaturu v [3]). Gruppy, simmetriqnye blußdaniØ po kotorym vozvratny, budem nazyvat~ vozvratnymi. V [3] vydvinuta gipoteza, qto l¸baØ vozvratnaØ gruppa est~ koneqnoe rasxirenie ediniqnoæ gruppy, Zili Z⊕Z. OkazyvaetsØ, qto ffntropi¸ i skorost~ uhoda na beskoneqnost~ (opredeleniØ sm. v [1]) spleteniØ grupp inogda moßno vyqislit~, znaØ harakteristiki spletaemyh grupp.

Opredelenie. Nazovœm razmahom sluqaænogo blußdaniØ koliqe-

stvo razliqnyh fflementov gruppy, posewœnnye za pervye n xagov

(n ¿ 0). Oboznaqim razmah qerez Rn.

Lemma 1. Pust~ F – veroØtnost~ hotØ by raz vernut~sØ v edi-

niqnyæ fflement e pri sluqaænom blußdanii po A. Togda lim_{n→∞} 1 n E [R_n] = 1 − F

Dokazatel~stvo. Lemma ØvlØetsØ obobweniem teoremy iz [2],

gde v kaqestve A rassmatrivalis~ Z^k. Naqalo dokazatel~stva takoe ße, kak i v sluqae blußdaniØ po rexetkam. Pust~ φ_k –

Pri podderßke RFFI, grant 96-15-96060. 31

32 A. DıBINA sluqaænaØ veliqina, prinima¸waØ znaqenie 1, esli na k-om xage traektoriØ popadaet v novyæ fflement gruppy i 0 v protivnom sluqae. Togda

R_n = n∑ k=1 φ_k i E [R_n] = n∑ k=1 E [φ_k].

Zametim, qto E [φ_k] ravno veroØtnosti togo, qto za pervye k xagov traektoriØ ni razu ne vozvrawaetsØ v e. Deæstvitel~no, fiksiruem k. Pust~ sobytie A_i – prihod na i-om xage v e, a sobytie

B_i – prihod na k-om xage tuda ße, kuda i na (k − i)-om. Togda

dlØ l¸byh i_j : 1 6 i_j 6 k

Pr [A_{i1} ∩ A_{i2} ∩ . . . ∩ A_{il} ] = Pr [B_{i1} ∩ B_{i2} ∩ . . . ∩ B_{il} ].

Deæstvitel~no, ne umalØØ obwnosti i_1 6 i_2 6 . . . 6 i_l, a togda otobraßenie τ_{i1,i2,... ,il} (a_1a_2 . . . a_k) = (a_{il+1}a_{il+2} . . . a_k)(a_{il}�_{1 +1}a_{il}�_{1+2} . . . a_{il} ) . . . (a_1 . . . a_{i1} )

(bloki dliny i_1, i_2 −i_1, i_3 −i_2 , . . .k−i_l perestavlØ¸tsØ v obratnom porØdke) ØvlØetsØ sohranØ¸wim meru avtomorfizmom na prostranstve traektoriæ dliny k (zdes~ a_i – obrazu¸wiæ gruppy, na kotoryæ proishodit umnoßenie na i-om xage). Zametim, qto τ_{i1,i2,... ,il} (A_{i1} ∩ A_{i2} ∩ . . . ∩ A_{il} ) = B_{i1} ∩ B_{i2} ∩ . . . ∩ B_{il} , tak kak

a_1a_2 . . . a_k ∈ A_{i1} ∩ A_{i2} ∩ . . . ∩ A_{il}

togda i tol~ko togda, kogda

a_1a_2 . . . a_{i1} = a_1 . . . a_{i2} = . . . = a_1 . . . a_{il} = e ⇔

a_1a_2 . . . a_{i1} = a_{i1+1}a_{i1+2} . . . a_{i2} = . . . = a_{il}�_{1 +1} . . . a_{il} = e,

to est~ togda i tol~ko togda, kogda τ_{i1,i2,... ,il} (a_1a_2 . . . a_k) = a_{il+1}a_{il+2} . . . a_ka_{il}�_{1 +1} . . . a_{il} . . . a_1 . . . a_{i1} ∈

HARAKTERISTIKI SLUQA`NYH BLUȷDANI` 33 B_{i1} ∩ B_{i2} ∩ . . . ∩ B_{il} . No togda po principu vkl¸qeniæ i iskl¸qeniæ

Pr [A_1 ∪ A_2 ∪ . . . ∪ A_k] = ∑ Pr [A_i] − ∑ Pr [A_i ∩ A_j] + ∑ Pr [A_j ∩ A_j ∩ A_h] − . . . = ∑ Pr [B_i] − ∑ Pr [B_i ∩ B_j ] + ∑ Pr [B_j ∩ B_j ∩ B_h] − . . . =

Pr [B_1 ∪ B_2 ∪ . . . ∪ B_k] = 1 − E [φ_k].

Pofftomu veroØtnost~ togo, qto za pervye k xagov traektoriØ ni razu ne vozvrawaetsØ v e, ravna E [φ_k].

Pofftomu

lim_{n→∞} E [φ_n] = 1 − F.

No togda lim_{n→∞} 1 n E [R_n] = lim_{n→∞} 1 n n∑ k=1 E [φ_k] = 1 − F.

Lemma dokazana.

Teorema 1. Pust~ fiksirovana mera na A ≀ Z/2Z. Togda sledu¸wie

usloviØ ravnosil~ny 1. ProekciØ blußdaniØ na A vozvratna.

2. Skorost~ uhoda na beskoneqnost~ l v gruppe A ≀ Z/2Zravna nul¸. 3. �ntropiØ h gruppy A ≀ Z/2Zravna nul¸.

�to ØvlØetsØ obobweniem utverßdeniØ iz [4], gde v kaqestve A rassmatrivalis~ rexetki Z^k.

Dokazatel~stvo. Iz 2 sleduet 3, tak kak v l¸boæ gruppe h 6 vl,

gde v – ffto ffksponencial~nyæ rost gruppy [4].

3 vleqœt 1: Esli blußdanie po gruppe A nevozvratno, to granica blußdaniØ po A ≀ Z/2Znetrivial~na. Sledovatel~no, ffntropiØ ne ravna nul¸ [4].

Iz 1 sleduet 2: predpoloßim, qto proekciØ blußdaniØ na A vozvratna. Rassmotrim blußdanie po A ≀ Z/2Z. Pust~ v kakoæto moment t blußdanie privelo k fflementu g. Pust~ l_g – dlina g (otnositel~no slovarnoæ metriki, sootvetsvu¸weæ obrazu¸- wim A ≀ Z/2Z, na kotoryh sosredotoqena mera). Pust~ R_t – razmah sootvetstvu¸wego blußdaniØ po A. Suwestvuet konstanta

34 A. DıBINA C takaØ qto l_g 6 CR_t. Deæstvitel~no, ne umalØØ obwnosti moßno sqitat~, qto v A ≀ Z/2Zmera sosredotoqena na obrazu¸wih

g^′_1, . . . , g^′_n i h^′_1 = δ^′ = (e, δ^e) (gde δ – ffto obrazu¸wiæ Z/2Z), tak

kak dlØ l¸boæ zameny obrazu¸wih suwestvu¸t poloßitel~nye konstanty C_1 i C_2, takie qto dlØ l¸bogo slova v A ≀ Z/2Z

C_1l 6 l^{new} 6 C_2l i C_1R_t 6 R^{new}_t 6 C_2R_t.

(Zdes~ l^{new} – dlina otnositel~no novoæ sistemy obrazu¸wih,

R^{new}_t – razmah traektorii na A, poluqennoæ iz staroæ zamenoæ

staryh obrazu¸wih na ih vyraßeniØ qerez novye.)

Rassmotrim teper~ traektori¸, sootvetstvu¸wu¸ obrazu¸- wim g^′_i i δ^′. Na A eæ sootvetstvuet put~, naqina¸wiæsØ v e i zakanqiva¸wiæsØ v a, prohodØwiæ qerez R_t razliqnyh toqek. Zametim, qto suwestvuet put~ v A, dliny ne bol~xe 2R_t+l(a) 6 3R_t, prohodØwiæ po kraæneæ mere qerez te ße R_t toqek, naqina¸wiæsØ v e i zakanqiva¸wiæsØ v a (gde l(a) – dlina a). Togda v A≀Z/2Z

l(g) 6 4R_t – fflementu A ≀Z/2Zsootvetstvuet funkciØ iz A v Z/2Z

i fflement gruppy A. Qtoby poluqit~ g dostatoqno proæti iz e v a, izmenØØ, esli nado, v R_t razliqnyh toqkah znaqenie funkcii na protivopoloßnoe (v A ≀ Z/2Zffto sootvetstvuet umnoßeni¸ na

δ^′). Takim obrazom dokazano, qto l_g 6 CR_t.

Togda po lemme lim_{t→∞} 1 t E [R_t] = 1 − F = 0

(F = 1, tak kak blußdanie vozvratno).

Togda l = lim_{t→∞} 1 t E [l_g ] = 0.

Qto i zaverxaet dokazatel~stvo teoremy.

Zameqanie 1. V obwem sluqae neizvestno, zavisit li ravenstvo

l ili h nul¸ ot vybora simmetriqnoæ mery, sosredotoqennoæ na koneqnom mnoßestve obrazu¸wih gruppy. Zametim, qto dlØ rassmatrivaemyh v teoreme spleteniæ ffto tak: dlØ simmetriqnyh mer na A ≀ Z/2Zskorost~ uhoda na beskoneqnost~ l = 0 togda i tol~ko togda, kogda ffntropiØ h = 0 i togda i tol~ko togda, kogda A vozvratna.

HARAKTERISTIKI SLUQA`NYH BLUȷDANI` 35

Dokazatel~stvo. Dostatoqno zametit~, qto esli mera na A≀Z/2Z

simmetriqna i sosredotoqena na koneqnom qisle obrazu¸wih, to fftimi ße svoæstvami obladaet eœ proekciØ na A.

Zameqanie 2. Vmesto spleteniØ s Z/2Zmoßno rassmatrivat~

spletenie s l¸boæ koneqnoæ gruppoæ. Dokazatel~stvo teoremy perenositsØ na fftot sluqaæ bez izmeneniØ.

Teorema 2. Pust~ A i B koneqno-poroßdœnnye gruppy.

Pust~ g_1, g_2, . . . , g_n – obrazu¸wie gruppy A, h_1, h_2, . . . , h_m – obrazu¸wie gruppy B. Togda f_1 = (g_1, e), f_2 = (g_2, e), . . . , f_n = (g_n, e), f_{n+1} = (e, h^e_m), . . . , f_{n+m} = (e, h^e_m) – ffto obrazu¸wie A ≀ B.

Rassmotrim na A meru, ravnomerno raspredelœnnu¸ na

g_1, g^{−1}_1 , g_2, g^{−1}_2 . . . , g_n, g^{−1}_n ,

na B meru, ravnomerno raspredelœnnu¸ na

h_1, h^{−1}_1 , h_2, h^{−1}_2 . . . , h_m, h^{−1}_m ,

a na A ≀ B – na

f_1, f^{−1}_1 , f_2, f^{−1}_2 . . . , f_{n+m}, f^{−1}_{n+m}.

Togda l_{A≀B} = 0 togda i tol~ko togda, kogda A vozvratna i l_B = 0.

Sledstvie 1. Nulevu¸ skorost~ uhoda na beskoneqnost~, i, sle-

dovatel~no, nulevu¸ ffntropi¸ pri nekotorom vybore obrazu¸wih ime¸t sledu¸wie gruppy, opredelØemye rekurrentno

G_0 = Z^k; G_{i+1} = Z^2 ≀ G_i, i > 0

Dokazatel~stvo teoremy.

Neobhodimost~: pust~ l_{A≀B} = 0. Togda A dolßna byt~ vozvratnoæ. Inaqe by, kak i pri dokazatel~stve teoremy 1, blußdanie po spleteni¸ imelo by netrivial~nu¸ granicu [4]. Togda

h_{A≀B} ≠ 0, qto protivoreqilo by tomu, qto l_{A≀B} = 0.

Pust~ A^′ – normal~naØ podgruppa v A≀B, poroßdœnnaØ obrazom estestvennogo vloßeniØ A v A ≀ B. Togda faktorgruppa A ≀ B po

36 A. DıBINA

A^′ izomorfna B (priqœm pri faktorizacii f_1, . . . , f_n perehodØt

v e, a f_{n+1}, . . . , f_{n+m} perehodØt v h_1, . . . , h_m). Pofftomu l_B = 0.

Dostatoqnost~: Rassmotrim traektori¸ dliny t: c_1c_2 . . . c_t (gde c_i – obrazu¸wiæ gruppy A ≀ B, na kotoryæ proishodit umnoßenie na i-om xage). Pust~ eœ proekciØ pobyvala v fflementah a_1, a_2, . . . , a_s gruppy A. Pust~ k_i – koliqestvo umnoßeniæ na kaku¸-libo obrazu¸wu¸ gruppy B v to vremØ, kogda proekciØ blußdaniØ nahoditsØ v a_i. Oqevidno, qto k_1 + k_2 + . . .+ k_s 6 t. Pust~ c_1c_2 . . . c_t = c = (a, F ), gde a ∈ A, F : A → B. Togda nositel~ F soderßitsØ v {a_1, a_2, . . . , a_s}. Pust~ b_i = F (a_i). Togda dlina c ne prevoshodit 3s + l(b_1) + l(b_2) + . . .+ l(b_s), t.k. dostatoqno proæti iz e v a, posetiv kaßdyæ iz a_i po kraæneæ mere po odnomu razu, i pri pervom popadanii v a_i umnoßeniem na fflementy gruppy B obespeqivaØ v a_i znaqenie b_i. Ocenim uslovnoe matematiqeskoe oßidanie E ( l(c) | |k_1 = k^0_1 , k_2 = k^0_2 , . . . , k_s = k^0_s) . E ( l(c) | |(k_1 = k^0_1, k_2 = k^0_2 , . . . , k_s = k^0_s) 6

3s + s∑ i=1 E ( l(b(i)) | |k_1 = k^0_1 , . . . , k_s = k^0_s) .

Pust~ λ(x) – srednØØ dlina traektorii za x xagov v B. Zametim, qto E ( l(b_i) | |k_1 = k^0_1, . . . , k_s = k^0_s ) = λ(k_i),

tak kak moßno sqitat~, qto b_i poluqaetsØ v rezul~tate sluqaænogo blußdaniØ po B (za vremØ k_i). Zametim takße, qto λ(x) 6 x i qto lim_{x→∞} λ(x) x = l_B = 0.

DlØ l¸bogo ε ¿ 0 suwestvuet N : ∀n > N λ(n) 6 εn. Pofftomu s∑ i=1 λ(k_i) 6 sN + ε s∑ i=1 k_i 6 sN + εt. Znaqit E ( l(c) | |k_1 = k^0_1, k_2 = k^0_2 , . . . , k_s = k^0_s) 6 3s + N s + εt.

Togda polnoe matematiqeskoe oßidanie

E (l(c)) 6 εt + (3 + N )E (s).

HARAKTERISTIKI SLUQA`NYH BLUȷDANI` 37 Pofftomu l_{A≀B} = lim_{t→∞} E (l(c))

t 6 ε + (3 + N ) lim_{t→∞}^{E (s)}_t = ε.

(Deæstvitel~no, lim_{t→∞}^{E (s)}_t – ffto normirovannyæ sredniæ razmah blußdaniØ po A. Po lemme on raven nul¸, tak kak blußdanie po A vozvratno.)

V silu proizvol~nosti vybora ε l_{A≀B} = 0.

Avtor vyraßaet blagodarnost~ A. M. Verxiku za postanovku zadaqi i mnogoqislennye obsußdeniØ.

Literatura 1. A. M. Verxik, Qislovye harakteristiki diskretnyh grupp: rost, ffn-

tropiØ, snos i dr.. — UMN No. 5 (1999), (v peqati). 2. F. Spitzer, Principles of random walk. Van Nostrand, Princeton (1964). 3. N. Th. Varopoulos, Random walks on groups. Applications to Fuchsian groups.

— Ark. Mat. 23, No. 1 (1985), 171–176.

4. V. A. Kaimanovich, A. M. Vershik, Random walks on discrete groups: boundary and entropy. — Ann. Probab. 11, No. 3 (1983), 457-490.

Dubina A. Characteristics of random walks on wreath products. The paper analyses the entropy and the normalised drift of wreath product of finitely generated groups. Examples of groups of zero entropy are given.

Postupilo 11 maØ 1999 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet