Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 256, 1999 g.

S. A. Evdokimov, I. N. Ponomarenko

O PRIMITIVNYH KLETOQNYH ALGEBRAH

§1. Vvedenie

ImeetsØ po kraæneæ mere tri kruga voprosov, privodØwih estestvennym obrazom k kletoqnym (kogerentnym) algebram, vvedœnnym B. Veæsfeælerom i A. Lemanom i nezavisimo D. Higmanom (sm. [13] i [9]). Po opredeleni¸ ffto matriqnye algebry nad C , zamknutye otnositel~no adamarova umnoßeniØ i ffrmitova soprØßeniØ i soderßawie ediniqnu¸ matricu i matricu, sostoØwu¸ iz vseh edinic. Pervyæ krug voprosov predstavlØet teoriØ grupp perestanovok, v kotoroæ kletoqnaØ algebra voznikaet kak centralizatornaØ algebra Z(G) gruppy perestanovok G (sm. gl. 5 v [15]). Drugoæ krug voprosov obrazuet algebraiqeskaØ kombinatorika, v osobennosti teoriØ associativnyh shem i blok-shem. Vse ob¨ekty, rassmatrivaemye v fftom kontekste, mogut byt~ interpretirovany kak qastnye sluqai kogerentnyh konfiguraciæ, a kletoqnye algebry voznika¸t kak ih algebry smeßnosti (sm. [9]). Nakonec, upomØnem svØzannyæ s kletoqnymi algebrami podhod k probleme izomorfizma grafov, ØvlØ¸weæsØ odnoæ iz naibolee izvestnyh nerexœnnyh problem v teorii sloßnosti vyqisleniæ. Kl¸qevoæ moment fftogo podhoda sostoit v sopostavlenii grafu naimen~xeæ kletoqnoæ algebry, soderßaweæ ego matricu smeßnosti. ImeetsØ kanoniqeskaØ procedura, stroØwaØ fftu algebru za polinomial~noe vremØ, kotoraØ svodit problemu izomorfizma grafov k sootvetstvu¸weæ probleme dlØ kletoqnyh algebr (sm. [13]).

Odno iz preimuwestv, dostigaemyh pri perehode k kletoqnym algebram, zakl¸qaetsØ v tom, qto, s odnoæ storony, opredelØ¸- wie ih aksiomy ne stol~ ograniqitel~ny, kak aksiomy gruppy, a, s drugoæ storony, ffti ob¨ekty ne stol~ amorfny, kak grafy. Drugimi slovami, kletoqnye algebry soqeta¸t v sebe algebraiqeskie qerty grupp i kombinatornye qerty grafov. My proill¸striruem fftot tezis v kratkom obsußdenii trœh tem,

Issledovanie podderßano grantom “Volkswagen-Stiftung Program on Com-

putational Complexity” i RFFI, grant 96-01-00676. 38

PRIMITIVNYE KLETOQNYE ALGEBRY 39 igra¸wih central~nu¸ rol~ v nastoØweæ stat~e: predstavleniØ, xurovost~ i primitivnost~.

Pust~ W – kletoqnaØ algebra na koneqnom mnoßestve V , to est~ kletoqnaØ podalgebra polnoæ matriqnoæ algebry Mat_V . S toqki zreniØ teorii predstavleniæ W moßet rassmatrivat~sØ kak associativnaØ algebra vmeste s toqnym lineænym predstavleniem ρ : W → Mat_V .

Poskol~ku W ØvlØetsØ poluprostoæ algebroæ nad C , predstavlenie ρ vpolne privodimo. Odna iz celeæ raboty sostoit v ustanovlenii svØzi meßdu strukturnymi svoæstvami W i takimi parametrami predstavleniØ ρ, kak kratnosti i stepeni ego neprivodimyh predstavleniæ. Sleduet otmetit~, qto nax podhod otliqaetsØ ot ispol~zuemogo v [2], gde izuqalis~ kommutativnye kletoqnye algebry, voznika¸wie iz distancionno-regulØrnyh grafov.

PerehodØ k sledu¸weæ teme opredelim gruppu avtomorfizmov Aut(W ) kletoqnoæ algebry W na V kak gruppu, sostoØwu¸ iz vseh perestanovok mnoßestva V , matricy kotoryh centralizu¸t W . V naqale razvitiØ teorii kletoqnyh algebr suwestvovala gipoteza, utverßdavxaØ, qto kaßdaØ kletoqnaØ algebra W ØvlØetsØ xurovoæ (po povodu ob¨ØsneniØ termina sm. [8]), to est~, qto spravedlivo sledu¸wee ravenstvo:

W = Z(Aut(W )). (1)

Esli by ffto bylo tak, to imelas~ by polnaØ harakterizaciØ distancionno-regulØrnyh grafov (sm. [2]) i algoritm polinomial~noæ sloßnosti dlØ problemy izomorfizma grafov (sm. [13]). Odnako gipoteza okazalas~ nevernoæ i nexurovy kletoqnye algebry v deæstvitel~nosti suwestvu¸t (sm. [15] i [8]). �to privodit k sledu¸weæ probleme (problema xurovosti): opredelit~, ØvlØetsØ li xurovoæ zadannaØ kletoqnaØ algebra. Problema xurovosti predstavlØet vtoru¸ iz tem nastoØweæ raboty.

Kombinatornye svoæstva kletoqnyh algebr proisteka¸t iz zamknutosti poslednih otnositel~no adamarova umnoßeniØ. A imenno, kaßdaØ kletoqnaØ algebra W soderßit edinstvennym obrazom opredelœnnyæ lineænyæ bazis, sostoØwiæ iz {0, 1}- matric, summa kotoryh sovpadaet s J_V (matrica iz vseh edinic, prinadleßawaØ Mat_V ), qto pozvolØet rassmatrivat~ eœ kak

40 S. A. EVDOKIMOV, I. N. PONOMARENKO algebru smeßnosti kogerentnoæ konfiguracii. Ispol~zuØ fftot bazis, moßno opredelit~ odnorodnye i primitivnye kletoqnye algebry, sootvetstvu¸wie v nißesledu¸wem smysle tranzitivnym i primitivnym gruppam perestanovok. Imenno, algebra W nazyvaetsØ odnorodnoæ, esli ona soderßit toqno odnu nenulevu¸ diagonal~nu¸ {0,1}-matricu (ediniqnu¸ matricu I_V ), i primitivnoæ, esli ona soderßit toqno dve nenulevye {0,1}- matricy (I_V i J_V ), kaßdaØ iz kotoryh est~ matrica smeßnosti nekotorogo otnoxeniØ ffkvivalentnosti na V . Iz fftih opredeleniæ vytekaet, qto gruppa perestanovok G tranzitivna (sootv. primitivna) togda i tol~ko togda, kogda eœ centralizatornaØ algebra Z(G) odnorodna (sootv. primitivna) kak kletoqnaØ algebra. Kak i primitivnye gruppy v teorii grupp perestanovok, primitivnye kletoqnye algebry okazyva¸tsØ “stroitel~nymi blokami” dlØ proizvol~nyh kletoqnyh algebr. S ih izuqeniem svØzan tretiæ krug voprosov, rassmatrivaemyh v stat~e.

Osnovnye rezul~taty raboty soderßatsØ v §§3, 4 i 5 (v §2 privodØtsØ toqnye opredeleniØ i oboznaqeniØ, svØzannye s kletoqnymi algebrami).

V §3 my opredelØem novu¸ operaci¸ – ffksponencirovanie kletoqnoæ algebry W s gruppoæ perestanovok K, rezul~tatom kotoroæ ØvlØetsØ kletoqnaØ algebra W ↑ K. �ta operaciØ podobna sootvetstvu¸weæ konstrukcii dlØ grupp perestanovok (sm. [8]). Pust~ stepen~ gruppy K bol~xe 1. Togda ffksponencirovanie G ↑ K grupp perestanovok G i K primitivno v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda G primitivna i neregulØrna i K tranzitivna. My obobwaem fftot rezul~tat, dokazyvaØ (teorema 3.5), qto algebra W ↑ K primitivna v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda W primitivna i neregulØrna i K tranzitivna. My takße pokazyvaem, qto dlØ proizvol~noæ zadannoæ gruppy perestanovok K kletoqnaØ algebra W ↑ K xurova togda i tol~ko togda, kogda xurova algebra W (teorema 3.4). �ti teoremy da¸t vozmoßnost~ stroit~ beskoneqnye serii nexurovyh primitivnyh algebr (sm. konec p. 3.3).

V §4 my opredelØem ponØtie bazy kletoqnoæ algebry, analogiqnoe ponØti¸ bazy gruppy perestanovok. Ono tesno svØzano s problemoæ xurovosti: soglasno [4] xurovoæ ØvlØetsØ l¸baØ mzamknutaØ kletoqnaØ algebra, ime¸waØ bazu mownosti m−1 (obsußdenie sil~no zamknutyh kletoqnyh algebr privoditsØ niße).

PRIMITIVNYE KLETOQNYE ALGEBRY 41 Osnovnoæ rezul~tat fftogo paragrafa (teorema 4.3) pokazyvaet, qto mownost~ kaßdoæ nesvodimoæ bazy primitivnoæ kletoqnoæ algebry W ne prevoshodit l¸bogo iz qisel m_P /n_P , gde m_P (sootv. n_P ) est~ kratnost~ (sootv. stepen~) neglavnogo primitivnogo central~nogo idempotenta P algebry W . Ispol~zuØ fftu verhn¸¸ ocenku my poluqaem, qto upomØnutaØ mownost~ ne prevoshodit sredneæ stepeni nerefleksivnogo bazisnogo otnoxeniØ algebry W (sledstvie 4.8), a takße ustanavlivaem tri verhnie ocenki na porØdok gruppy Aut(W ) v terminah stepeneæ bazisnyh otnoxeniæ algebry W i privedœnnyh vyxe qisel m_P /n_P (teorema 4.10 i sledstvie 4.12). Otmetim, qto kaßdyæ iz fftih rezul~tatov privodit k sootvetstvu¸wemu rezul~tatu dlØ primitivnyh grupp perestanovok.

V §5 my prodolßaem izuqenie m-zamykaniØ kletoqnoæ algebry, vvedœnnogo v [4] (toqnoe opredelenie moßno takße naæti v fftom paragrafe). Ono moßet rassmatrivat~sØ kak priblißenie kletoqnoæ algebry W na V k eœ xurovomu zamykani¸ Sch(W ) = Z(Aut(W )) (sm. [4]):

W = W^{(1)} ≤ . . . ≤ W^{(n)} = Sch(W ),

gde W^{(m)} est~ m-zamykanie algebry W i n – mownost~ V . PredpolagaØ primitivnye kletoqnye algebry 2-zamknutymi (to est~ sovpada¸wimi so svoimi 2-zamykaniØmi) my obobwaem na nih nekotorye klassiqeskie teoremy, spravedlivye dlØ primitivnyh grupp perestanovok. Naprimer, my harakterizuem 2- zamknutye primitivnye algebry kak 2-zamknutye odnopodnye algebry W , dlØ kotoryh l¸baØ algebra W_v, v ∈ V , (analog odnotoqeqnogo stabilizatora dlØ grupp perestanovok) ØvlØetsØ minimal~noæ nadalgebroæ algebry W (teorema 5.5). �to, v qastnosti, vleqœt, qto takaØ algebra W sovpadaet s W_u ∩W_v dlØ l¸byh dvuh razliqnyh toqek u i v iz V ili ØvlØetsØ regulØrnoæ prostoæ stepeni (teorema 5.6). My takße obobwaem na ffti algebry horoxo izvestnu¸ teoremu, utverßda¸wu¸, qto kaßdaØ 3/2-tranzitivnaØ gruppa libo primitivna, libo ØvlØetsØ gruppoæ Frobeniusa (teorema 5.11). Nakonec, my privodim primer, pokazyva¸wiæ, qto vse ffti teoremy peresta¸t byt~ vernymi, esli predpoloßenie o 2-zamknutosti algebry opuskaetsØ (sm. konec p. 5.3).

Predvaritel~nyæ variant raboty opublikovan v [7].

42 S. A. EVDOKIMOV, I. N. PONOMARENKO

OboznaqeniØ. Kak obyqno qerez C oboznaqaetsØ pole kom-

pleksnyh qisel.

Na protØßenii vseæ raboty V oboznaqaet koneqnoe mnoßestvo s n = |V | fflementami. Pod otnoxeniØmi na V my ponimaem podmnoßestva mnoßestva V × V . DlØ otnoxeniØ R na V my polagaem R^T = {(u, v) : (v, u) ∈ R} i R(v) = {u : (v, u) ∈ R}, gde v ∈ V . Esli E – ffkvivalentnost~ (to est~ refleksivnoe, simmetriqnoe i tranzitivnoe otnoxenie) na V , to V /E oboznaqaet mnoßestvo vseh klassov po modul¸ E.

Algebra vseh kompleksnyh matric, stroki i stolbcy kotoryh indeksirovany fflementami mnoßestva V , oboznaqaetsØ qerez Mat_V , eœ ediniqnyæ fflement (ediniqnaØ matrica) – qerez I_V i matrica, sostoØwaØ iz vseh edinic – qerez J_V . DlØ U ⊂ V algebra Mat_U estestvennym obrazom otoßdestvlØetsØ s podalgebroæ algebry Mat_V .

DlØ U, U^′ ⊂ V qerez J_{U,U}0 oboznaqaetsØ {0,1}-matrica s edinicami toqno na mestah, prinadleßawih U × U^′. Esli A ∈ Mat_V , to A^T oboznaqaet transponirovannu¸ matricu, a A^∗ – ffrmitovo soprØßœnnu¸.

Esli g : V → V^′ – biekciØ, to A^g oboznaqaet obraz matricy A otnositel~no estestvennogo izomorfizma algebry Mat_V v algebru Mat_V 0, inducirovannogo g.

Gruppa vseh perestanovok mnoßestva V budet oboznaqat~sØ qerez Sym(V ). Esli n natural~noe qislo, to C_n i D_n oboznaqa- ¸t gruppy perestanovok na n toqkah, otveqa¸xie estestvennym deæstviØm cikliqeskoæ gruppy porØdka n i diffdral~noæ gruppy porØdka 2n sootvetstvenno (v poslednem sluqae n ¿ 3).

DlØ celyh qisel l, m qerez [l, m] oboznaqaetsØ mnoßestvo {l, l+ 1, . . . , m}. My pixem [m], Sym(m), Mat_m, V^m i V vmesto [1, m], Sym([m]), Mat_{[m]} , V^{[m]} i V^1 sootvetstvenno.

§2. Kletoqnye algebry

Vse neopredelØemye niße terminy, otnosØwiesØ k kletoqnym algebram i gruppam perestanovok, mogut byt~ naædeny v [13] i [15] sootvetstvenno.

2.1. Pod kletoqnoæ algebroæ na V my ponimaem podalgebru W

algebry Mat_V , dlØ kotoroæ vypolneny sledu¸wie usloviØ:

(C1) I_V , J_V ∈ W ;

PRIMITIVNYE KLETOQNYE ALGEBRY 43

(C2) ∀A ∈ W : A^∗ ∈ W ; (C3) ∀A, B ∈ W : A ∘ B ∈ W , gde A ∘ B – adamarovo (pokomponentnoe) proizvedenie matric A i B. Iz (C2) sleduet, qto W ØvlØetsØ poluprostoæ algebroæ nad C . Mnoßestvo V nazyvaetsØ mnoßestvom toqek algebry W , a ego fflementy – toqkami.

KaßdaØ kletoqnaØ algebra W imeet edinstvennym obrazom opredelœnnyæ lineænyæ bazis R = R(W ) (standartnyæ bazis W ), sostoØwiæ iz {0,1}-matric takih, qto ∑ R∈R R = J_V i R ∈ R ⇔ R^∗ ∈ R. (2) Neotricatel~nye celye qisla c^T_{R,S} , opredelennye ravenstvom RS = ∑ T ∈R c T R,S T , gde R, S ∈ R, nazyva¸tsØ strukturnymi konstantami algebry W .

Poloßim Cel(W ) = {U ⊂ V : I_U ∈ R} i opredelim Cel^∗(W ) kak mnoßestvo vsevozmoßnyh ob¨edineniæ fflementov iz Cel(W ). Kaßdyæ fflement mnoßestva Cel(W ) nazyvaetsØ kletkoæ algebry W . Legko videt~, qto V = ⋃ U∈Cel(W ) U (diz¨¸nktnoe ob¨edinenie).

Algebra W nazyvaetsØ odnorodnoæ, esli | Cel(W )| = 1.

DlØ U, U^′ ∈ Cel^∗(W ) poloßim R_{U,U}0 = {R ∈ R : R ∘ J_{U,U}0 = R}. Togda R = ⋃ U,U0_{∈Cel(W )} R_{U,U}0 (diz¨¸nktnoe ob¨edinenie).

Bolee togo, dlØ dvuh kletok U, U^′ qislo edinic v u-oæ stroke (sootv. v v-om stolbce) matricy R ∈ R_{U,U}0 ne zavisit ot vybora u ∈ U (sootv. v ∈ U^′). �to qislo oboznaqaetsØ qerez d_{out}(R) (sootv. d_{in}(R)). Esli algebra W odnorodna, to d_{out}(R) = d_{in}(R) dlØ vseh R ∈ R, i my ispol~zuem dlØ fftogo qisla oboznaqenie d(R) i nazyvaem ego stepen~¸ R. V fftom sluqae ∑ R∈R d(R) = |V |. (3) DlØ kaßdogo U ∈ Cel^∗(W ) my rasmmatrivaem podalgebru I_U W I_U algebry W kak kletoqnu¸ algebru na U i oboznaqaem ee qerez

44 S. A. EVDOKIMOV, I. N. PONOMARENKO

W_U . Bazisnye matricy algebry W_U nahodØtsØ v 1-1 sootvetstvii s matricami iz R_{U,U} . Esli U ∈ Cel(W ), my nazyvaem W_U odnorodnoæ komponentoæ W , sootvetstvu¸weæ U .

KaßdaØ matrica R ∈ R, buduqi {0,1}-matriceæ, ØvlØetsØ matriceæ smeßnosti nekotorogo otnoxeniØ na V , nazyvaemogo bazisnym otnoxeniem algebry W . V silu (2) mnoßestvo vseh takih otnoxeniæ obrazuet razbienie mnoßestva V × V , opredelØ¸wee kogerentnu¸ konfiguraci¸ na V (sm. [9]). My budem qasto ispol~zovat~ dlØ fftogo mnoßestva to ße samoe oboznaqenie R i sohranim dlØ bazisnyh otnoxeniæ vse oboznaqeniØ, vvedœnnye dlØ bazisnyh matric.

2.2. Bol~xoæ klass kletoqnyh algebr voznikaet iz grupp pe-

restanovok sledu¸wim obrazom (sm. [13]). Pust~ G ≤ Sym(V ) gruppa perestanovok i Z(G) = {A ∈ Mat_V : A^g = A, g ∈ G} eœ centralizatornaØ algebra. Togda Z(G) – kletoqnaØ algebra na V . Eœ bazisnye otnoxeniØ sut~ v toqnosti 2-orbity gruppy G. V qastnosti, Cel(Z(G)) = Orb(G), gde Orb(G) – mnoßestvo orbit gruppy G.

Budem govorit~, qto dve kletoqnye algebry W na V i W^′ na V^′ sil~no izomorfny (dlØ kratkosti izomorfny) i pisat~ W ∼= W^′, esli W^g = W^′ dlØ nekotoroæ biekcii g : V → V^′, nazyvaemoæ izomorfizmom iz W v W^′. ˚sno, qto g induciruet biekci¸ meßdu mnoßestvami R(W ) i R(W^′). Gruppa vseh izomorfizmov iz W v sebØ soderßit normal~nu¸ podgruppu

Aut(W ) = {g ∈ Sym(V ) : A^g = A, A ∈ W },

nazyvaemu¸ gruppoæ avtomorfizmov algebry W .

Esli W = Z(Aut(W )), to algebra W nazyvaetsØ xurovoæ. Legko videt~, qto W xurova togda i tol~ko togda, kogda mnoßestvo eœ bazisnyh otnoxeniæ sovpadaet s mnoßestvom 2-orbit gruppy Aut(W ). Iz [15] sleduet, qto suwestvu¸t nexurovy kletoqnye algebry (sm. takße [8]). Naimen~xim primerom nexurovoæ kletoqnoæ algebry, kotoryæ my znaem, ØvlØetsØ kommutativnaØ algebra T (15) na 15 toqkah, sootvetstvu¸waØ kosoadamarovoæ matrice porØdka 16 (Øvnoe opisanie sm. v [8]). �ta algebra imeet tri bazisnyh otnoxeniØ stepeneæ 1, 7, 7 i ØvlØetsØ primitivnoæ v smysle p. 2.3.

PRIMITIVNYE KLETOQNYE ALGEBRY 45 NarØdu s ponØtiem sil~nogo izomorfizma my rassmatrivaem ponØtie slabogo izomorfizma kletoqnyh algebr. Imenno, kletoqnye algebry W na V i W^′ na V^′ nazyva¸tsØ slabo izomorfnymi, esli suwestvuet takoæ izomorfizm matriqnyh algebr φ : W → W^′, qto φ(R(W )) = R(W^′). V fftom sluqae φ(A ∘ B) = φ(A) ∘ φ(B) i φ(A^∗) = φ(A)^∗ dlØ vseh A, B ∈ W , priqem |V | = |V^′| i φ induciruet biekci¸ iz Cel(W ) na Cel(W^′) (sm. predloßenie 2.4 iz [4]). L¸boæ takoæ φ nazyvaetsØ slabym izomorfizmom iz W v W^′. Otmetim, qto kaßdyæ sil~nyæ izomorfizm iz W v W^′ induciruet estestvennym obrazom slabyæ izomorfizm meßdu fftimi algebrami.

KletoqnaØ algebra W nazyvaetsØ poluregulØrnoæ, esli d_{in}(R) = d_{out}(R) = 1 dlØ vseh R ∈ R(W ). OdnorodnaØ poluregulØrnaØ algebra nazyvaetsØ regulØrnoæ. Legko videt~, qto poluregulØrnye (regulØrnye) algebry sut~ v toqnosti centralizatornye algebry poluregulØrnyh (regulØrnyh) grupp perestanovok. Bolee togo, l¸boæ slabyæ izomorfizm poluregulØrnyh algebr induciruetsØ sil~nym izomorfizmom.

2.3. Pust~ W – kletoqnaØ algebra na V i E – ffkvivalentnost~

na V . My govorim, qto E est~ ffkvivalentnost~ algebry W , esli ona predstavlØetsØ v vide ob¨edineniØ bazisnyh otnoxeniæ W . �kvivalentnosti algebry W s matricami smeßnosti I_V i J_V nazyva¸tsØ trivial~nymi. Predpoloßim dalee, qto algebra W odnorodna. My nazyvaem eœ imprimitivnoæ, esli ona imeet netrivial~nu¸ ffkvivalentnost~. Esli W imeet toqno dve ffkvivalentnosti, to ona nazyvaetsØ primitivnoæ. My podqerknœm, qto kletoqnaØ algebra na odnotoqeqnom mnoßestve v sootvetstvii s fftim opredeleniem ne ØvlØetsØ ni imprimitivnoæ, ni primitivnoæ.

Lemma 2.1 ([13, s. 71, 72]). Pust~ W – primitivnaØ kletoqnaØ

algebra, ime¸waØ nerefleksivnoe bazisnoe otnoxenie stepeni 1 (sootv. stepeni 2). Togda W ∼= Z(C_p) (sootv. W ∼= Z(D_p)) dlØ nekotorogo prostogo (sootv. neqetnogo prostogo) qisla p.

Esli W primitivna, to po [13, s. 55, 56] kaßdoe eœ nerefleksivnoe bazisnoe otnoxenie sil~no svØzno (v sootvetstvu¸wem grafe l¸bye dve verxiny soedineny orientirovannoæ cep~¸). Drugimi slovami, dlØ l¸boæ bazisnoæ matricy R algebry W , R ≠ I_V , kaßdaØ bazisnaØ matrica S vhodit v R^{iS} dlØ nekotorogo

46 S. A. EVDOKIMOV, I. N. PONOMARENKO poloßitel~nogo celogo i_S , to est~ S∘R^{iS} ≠ 0. Esli W ne ØvlØetsØ regulØrnoæ, to i_S moßet byt~ vybrano odnim i tem ße dlØ vseh S. (Deæstvitel~no, po lemme 2.1 imeem d(R) > 1 i potomu R^{iI}V ne kratna I_V . Takim obrazom, iskomoe qislo est~ podhodØwee kratnoe qisla i_{IV} .)

2.4. Mnoßestvo vseh kletoqnyh algebr na V uporØdoqeno po

vkl¸qeni¸. Naibol~xim i naimen~xim fflementom fftogo mnoßestva ØvlØ¸tsØ sootvetstvenno polnaØ matriqnaØ algebra Mat_V i simpleks S(V ) = Z(Sym(V )), to est~ algebra s lineænym bazisom {I_V , J_V }. My pixem W 6 W^′, esli W ⊂ W^′.

DlØ zadannyh podmnoßestv X_1, . . . , X_s mnoßestva Mat_V ih kletoqnoe zamykanie, to est~ naimen~xaØ soderßawaØ ih kletoqnaØ algebra, oboznaqaetsØ qerez [X_1, . . . , X_s]. Esli X_i = {A_i}, my opuskaem v fftoæ zapisi figurnye skobki. DlØ kletoqnoæ algebry W 6 Mat_V my pixem W [X] vmesto [W, X]. Esli U = {v_1, . . . , v_s}, to my ispol~zuem oboznaqeniØ W_{[U]} i W_{v1,... ,vs} dlØ algebry W [I_{{v1}}, . . . , I_{{vs}}]. §3. �ksponencirovanie kletoqnyh algebr 3.1. Pust~ W ≤ MatV – kletoqnaØ algebra so standartnym bazi-

som R i Φ – gruppa slabyh izomorfizmov W . DlØ R ∈ R poloßim R = ∑ R0_{∈OR} R^′, gde O_R – orbita gruppy Φ, soderßawaØ R i Φ_R = {φ ∈ Φ : φ(R) = R}. Togda Øsno, qto R est~ {0,1}-matrica i dve takih matricy libo sovpada¸t, libo ortogonal~ny otnositel~no adamarova umnoßeniØ. Legko videt~, qto ∑ R∈R^Φ R = J_V i R ∈ R^Φ ⇔ R^T ∈ R^Φ, (4)

gde R^Φ = {R : R ∈ R}. Poloßim W^Φ = [R^Φ].

Lemma 3.1. Mnoßestvo R^Φ est~ standartnyæ bazis kletoqnoæ

algebry W^Φ.

Dokazatel~stvo. V silu (4) dlØ dokazatel~stva utverßdeniØ

dostatoqno proverit~, qto proizvedenie dvuh matric iz R^Φ

PRIMITIVNYE KLETOQNYE ALGEBRY 47 predstavlØetsØ v vide lineænoæ kombinacii matric iz R^Φ. Odnako, R · S = ∑ R0_{∈OR} ∑ S0_{∈OS} R^′S^′ =

= ∑ R0_{∈OR} ∑ S0_{∈OS} ∑ T ∈R c^T_R0_{,S}0T = ∑ T ∈R ( ∑ R0_{∈OR} ∑ S0_{∈OS} c^T_R0_{,S}0 ) T, gde c^T_R0_{,S}0 – strukturnye konstanty algebry W . Poskol~ku, oqevidno, c^T_{R,S} = c^{φ(T )}_{φ(R),φ(S)} dlØ vseh R, S, T ∈ R i φ ∈ Φ, to vyraßenie v skobkah ne zavisit ot vybora T v orbite gruppy Φ. �to dokazyvaet trebuemoe utverßdenie.

Zameqanie 3.2. Iz dokazatel~stva lemmy sleduet, qto struk-

turnye konstanty algebry W^Φ vyqislØ¸tsØ sledu¸wim obrazom: c^T_{R,S} = ∑ R0_{∈OR} ∑ S0_{∈OS} c^T_R0_{,S}0.

Pust~ W ≤ Mat_V – kletoqnaØ algebra i K – gruppa perestanovok na mnoßestve X. OpredelØØ deæstvie gruppy K na V^X formuloæ ({v_x}_{x∈X} )^k = {v_{xk}�1 }_{x∈X} , v_x ∈ V, k ∈ K, my moßem rassmatrivat~ K kak gruppu slabyh izomorfizmov algebry W^X na sebØ, gde W^X = W ⊗· · ·⊗W (X raz). Po lemme 3.1 ffto opredelØet kletoqnu¸ algebru na V^X , oboznaqaemu¸ qerez W ↑ K i nazyvaemu¸ ffksponencirovaniem W posredstvom K.

Predloßenie 3.3. Ime¸t mesto sledu¸wie kanoniqeskie izo-

morfizmy: (1) W ↑ (K ⊕ L) ∼= (W ↑ K) ⊗ (W ↑ L); (2) (W ↑ K) ↑ L ∼= W ↑ (K ≀ L), gde W – kletoqnaØ algebra, K, L – gruppy perestanovok, ⊕ (sootv. ≀) oboznaqaet prØmu¸ summu (sootv. spletenie v imprimitivnom deæstvii) grupp perestanovok i ⊗ oboznaqaet tenzornoe proizvedenie kletoqnyh algebr.

Dokazatel~stvo. Oba utverßdeniØ dokazyva¸tsØ prØmym vy-

qisleniem. Dokaßem, naprimer, vtoroe iz nih. Napomnim, qto spletenie K ≀ L grupp perestanovok K na X i L na Y sostoit iz fflementov g = ({k_y}_{y∈Y} , l), gde k_y ∈ K, l ∈ L, tak qto g^{−1} =

48 S. A. EVDOKIMOV, I. N. PONOMARENKO

({k_{yl}�1 }, l^{−1}), i deæstvuet na X × Y po formule (x, y)^g = (x^{ky} , y^l). DlØ semeæstva {R_{x,y}}_{x∈X,y∈Y} s R_{x,y} ∈ R(W ) my imeem ∑ l∈L ⨂ y∈Y ( ∑ k∈K ⨂ x∈X R_{xk}�1_{,yl}�1 ) =

= ∑ l∈L ∑ {k_y }∈K^Y ⨂ (x,y)∈X×Y R_{xk}�1_{z ,z} =

= ∑ ({k_y },l)∈K≀L ⨂ (x,y)∈X×Y R_{xk}�1_{z ,z} = ∑ g∈K≀L ⨂ t∈X×Y R_{tg}�1 , gde z = y^l�^1 . DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva dostatoqno zametit~, qto l¸baØ bazisnaØ matrica iz levoæ (sootv. pravoæ) qasti ravenstva v utverßdenii (2) kratna matrice iz levoæ (sootv. pravoæ) qasti posledneæ formuly dlØ podhodØwego semeæ- stva {R_{x,y}}. 3.2. VvedœnnaØ operaciØ tesno svØzana s ffksponencirovaniem

grupp perestanovok, nazyvaemom takße spleteniem v primitivnom deæstvii (sm., naprimer, [8]). �ksponencirovanie G ↑ K gruppy perestanovok G ≤ Sym(V ) posredstvom gruppy perestanovok K ≤ Sym(X) est~ po opredeleni¸ gruppa, sostoØwaØ iz perestanovok ({g_x}_{x∈X} , k) s g_x ∈ G, k ∈ K, deæstvie kotoryh na mnoßestve V^X zadaœtsØ formuloæ {v_x}^{({gx},k)} = {v^{gxk} �1 x^k�^1 }.

Spravedlivy sledu¸wie vkl¸qeniØ:

Aut(W ) ↑ K ≤ Aut(W ↑ K) ≤ Aut(W ) ↑ K^{(1)}, (5)

gde K^{(1)} est~ 1-zamykanie K, to est~ proizvedenie simmetriqeskih grupp, deæstvu¸wih na orbitah K. Pervoe vkl¸qenie proverØetsØ neposredstvenno. DlØ proverki vtorogo zametim, qto Aut(S(V ) ↑ Sym(X)) = Sym(V ) ↑ Sym(X) (obe gruppy, oqevidno, ime¸t odni i te ße 2-orbity, priqœm vtoraØ gruppa 2-zamknuta, sm. [8]). Pofftomu kaßdaØ perestanovka iz Aut(W ↑ K) imeet vid σ = ({g_x}, k), g_x ∈ Sym(V ), k ∈ K. Bolee togo, g_x ∈ Aut(W ) i k ∈ K^{(1)}, qto sleduet iz rassmotreniØ deæstviØ perestanovki σ

PRIMITIVNYE KLETOQNYE ALGEBRY 49 na bazisnyh otnoxeniØh algebry W ↑ K, ime¸wih vid R^X i R^O ×S^{X\O} , gde R, S – razliqnye bazisnye otnoxeniØ algebry W i O – orbita gruppy K.

Problema xurovosti dlØ ffksponencirovaniØ rexaetsØ v sledu¸wem utverßdenii.

Teorema 3.4. KletoqnaØ algebra W ↑ K ØvlØetsØ xurovoæ togda

i tol~ko togda, kogda algebra W xurova.

Dokazatel~stvo. Pust~ K ≤ Sym(X). Esli W – xurova alge-

bra, to, oqevidno, xurovoæ ØvlØetsØ i algebra W^X . Po opredeleni¸ ffksponencirovaniØ ffto vleqœt, qto bazisnye otnoxeniØ algebry W ↑ K ime¸t vid O^K = ⋃ k∈K O^k, gde O – 2-orbita gruppy Aut(W^X ). Poskol~ku gruppa Aut(W ) ↑ K deæstvuet tranzitivno na O^K , dostatoqnost~ sleduet iz levogo vkl¸qeniØ (5).

Obratno, pust~ R – proizvol~noe bazisnoe otnoxenie algebry W . Togda xurovost~ W ↑ K vleqœt, qto gruppa Aut(W ↑ K) deæstvuet tranzitivno na bazisnom otnoxenii R^X algebry W ↑ K. S drugoæ storony, v silu pravogo vkl¸qeniØ (5) kaßdaØ perestanovka iz Aut(W ↑ K) imeet vid ({g_x}, k) s g_x ∈ Aut(W ) dlØ vseh x ∈ X. Pofftomu gruppa ∏ x∈X Aut(W ) deæstvuet tranzitivno na mnoßestve par ({u}_{x∈X} , {v}_{x∈X} ), gde (u, v) ∈ R. Takim obrazom, R ØvlØetsØ 2-orbitoæ gruppy Aut(W ) i, sledovatel~no, algebra W xurova.

3.3. Esli W odnorodna, to W ↑ K est~ kletoqnaØ podalge-

bra odnorodnoæ algebry W^X . Pofftomu ona takße odnorodna. S drugoæ storony, esli U – kletka algebry W , to, Øsno, qto U^X ∈ Cel(W ↑ K). Takim obrazom, algebra W ↑ K odnorodna, esli i tol~ko esli odnorodnoæ ØvlØetsØ algebra W . Sledu¸wee utverßdenie harakterizuet sluqaæ primitivnogo ffksponencirovaniØ.

Teorema 3.5. Pust~ W ≤ MatV – kletoqnaØ algebra i K ≤ Sym(X)

– gruppa perestanovok stepeni bol~xeæ 1. Togda W ↑ K primitivna esli i tol~ko esli K tranzitivna i W primitivna i neregulØrna.

Dokazatel~stvo. Pust~ W ↑ K – primitivnaØ kletoqnaØ al-

gebra. Togda |V | > 1. Esli O ∈ Orb(K), to ffkvivalentnost~ na V^X , klassy kotoroæ opredelØ¸tsØ ravenstvom koordinat

50 S. A. EVDOKIMOV, I. N. PONOMARENKO vne O, ØvlØetsØ ffkvivalentnost~¸ algebry W ↑ K. Ona netrivial~na, esli O ≠ X. Tak qto gruppa K tranzitivna. Analogiqno, ffkvivalentnost~ E algebry W opredelØet ffkvivalentnost~ algebry W ↑ K, klassami kotoroæ ØvlØ¸tsØ mnoßestva ∏ x∈X U_x, U_x ∈ V /E. �to pokazyvaet, qto W primitivna. Nakonec, W ne moßet byt~ regulØrnoæ algebroæ, ibo v protivnom sluqae otnoxenie s matriceæ smeßnosti ∑ R∈R R^X , gde R = R(W ), bylo by netrivial~noæ ffkvivalentnost¸ algebry W ↑ K.

Obratno, rassmotrim matricu smeßnosti E nekotoroæ ffkvivalentnosti algebry W ↑ K. Predpoloßim, qto E ≠ I_V X , i poloßim S = {R ∈ R(W^X ) : R ∘ E = R}. Togda kaßdaØ matrica R ∈ S moßet byt~ zapisana v vide R = ⊗_{x∈X} R_x, gde R_x ∈ R dlØ vseh x. Vyberem matricu R iz S tak, qtoby qislo n_R = |{x ∈ X : R_x = I_V }| bylo minimal~nym. Iz vybora E sleduet, qto R ≠ I_V X i potomu n_R < |X|. Pokaßem, qto n_R = 0. Deæstvitel~no, pust~ R_x ≠ I_V i R_y = I_V dlØ nekotoryh x, y ∈ X. V silu tranzitivnosti gruppy K suwestvuet takaØ perestanovka k ∈ K, qto x^k = y. Poskol~ku E^k = E, my zakl¸qaem, qto R^k ∈ S. Sledovatel~no, vse bazisnye matricy algebry W^X , vhodØwie v RR^k takße prinadleßat mnoßestvu S. S drugoæ storony, poskol~ku kletoqnaØ algebra W primitivna i neregulØrna, proizvedenie dvuh eœ bazisnyh matric kratno I_V togda i tol~ko togda, kogda obe oni ravny I_V . �to vleqet, qto suwestvuet bazisnaØ matrica S algebry W^X , vhodØwaØ v RR^k, kotoraØ prinadleßit S, ppiqem n_S < n_R (deæstvitel~no, vyberem S = ⨂ z∈X S_z tak, qto S_z ≠ I_V dlØ vseh z s R_z ≠ I_V ; togda S_y = R_yR_x = R_x ≠ I_V ). �to, odnako, protivoreqit vyboru R.

Poskol~ku R_x ≠ I_V , x ∈ X, a W primitivna i neregulØrna, to kaßdaØ bazisnaØ matrica algebry W vhodit v R^{ix}_x dlØ nekotorogo poloßitel~nogo celogo i_x (sm. p. 2.3). Takim obrazom, l¸baØ bazisnaØ matrica algebry W^X vhodit v R^i dlØ nekotorogo i (v kaqestve i moßno vzØt~, naprimer, proizvedenie qisel i_x po vsem x ∈ X). Poskol~ku R^i ∘E = R^i, ffto oznaqaet, qto E = J_V X . Sledovatel~no, algebra W ↑ K imeet tol~ko trivial~nye ffkvivalentnosti i potomu primitivna.

Po teoremam 3.4 i 3.5 nexurova primitivnaØ algebra W = T (15) (sm. p. 2.2) poroßdaet seri¸ nexurovyh primitivnyh kletoqnyh algebr W ↑ K, gde K probegaet mnoßestvo vseh tranzi-

PRIMITIVNYE KLETOQNYE ALGEBRY 51 tivnyh grupp. Naimen~xaØ takaØ algebra, ne sovpada¸waØ s W (na 225 toqkah) voznikaet pri K = C_2.

§4. PredstavleniØ, bazy, gruppy 4.1. Pust~ W – kletoqnaØ algebra na V . Buduqi poluprostoæ

algebroæ nad C , ona izomorfna prØmomu proizvedeni¸ polnyh matriqnyh algebr: W = ∏ P ∈Spec(W ) W P ∼= ∏ P ∈Spec(W )

Mat_{nP} , (6)

gde Spec(W ) oboznaqaet mnoßestvo vseh primitivnyh central~- nyh idempotentov algebry W . Ots¸da sleduet, qto

dimC(W ) = ∑ P ∈Spec(W )

n^2_P . (7)

Poskol~ku I_V = ∑ P ∈Spec(W ) P , imeetsØ prØmoe razloßenie

C^V = ∑ P ∈Spec(W )

P C^V , (8)

gde C^V – lineænoe prostranstvo nad C s bazisom V . DlØ kaßdogo idempotenta P svØzannyæ s nim W -modul~ P C^V ØvlØetsØ prØmoæ summoæ poparno izomorfnyh neprivodimyh W -moduleæ razmernosti n_P nad C . Oboznaqim ih qislo qerez m_P . Togda razloßenie (8) vleqœt, qto n = ∑ P ∈Spec(W )

m_P n_P . (9)

Qisla m_p i n_P nazyva¸tsØ niße kratnost~¸ i stepen~¸ idempotenta P sootvetstvenno.

Pust~ dalee W – odnorodnaØ kletoqnaØ algebra. Kak pokazano v [6], imeet mesto sledu¸wee neravenstvo (vyteka¸wee takße iz lemmy 4.1 niße):

n_P ≤ m_P , P ∈ Spec(W ). (10)

Bolee togo, n_P = m_P dlØ vseh P togda i tol~ko togda, kogda algebra W regulØrna.

52 S. A. EVDOKIMOV, I. N. PONOMARENKO

Lemma 4.1. Pust~ W ≤ MatV – odnorodnaØ kletoqnaØ algebra.

Togda dim(W P v) = n^2_P

dlØ vseh P ∈ Spec(W ) i v ∈ V .

Dokazatel~stvo. Esli P ∈ Spec(W ), to W P^∼= Matn_P i potomu

razmernost~ algebry W P nad C ravna n^2_P . �to vleqœt neravenstvo dim(W P v) ≤ n^2_P , v ∈ V. (11)

S drugoæ storony, dlØ v ∈ V mnoßestvo X_v = {Rv : R ∈ R(W )} ØvlØetsØ, oqevidno, lineæno nezavisimym podmnoßestvom v C^V . Poskol~ku algebra W odnorodna, my imeem |X_v| = |R(W )|. Sledovatel~no, v silu (7)

dim(W v) = |X_v| = |R(W )| = dim(W ) = ∑ P ∈Spec(W )

n^2_P . (12)

Iz (8) vytekaet, qto dim(W v) = ∑ P ∈Spec(W ) dim(W P v). Takim

obrazom, formuly (12) i (11) vlekut, qto dim(W P v) = n^2_P dlØ vseh P .

ZaverxaØ punkt, otmetim, qto v l¸boæ odnorodnoæ kletoqnoæ algebre W ≤ Mat_V matrica J_V /n ØvlØetsØ primitivnym central~nym idempotentom kratnosti i stepeni 1. On nazyvaetsØ glavnym idempotentom algebry W .

4.2. Sledu¸wee ponØtie analogiqno ponØti¸ bazy gruppy pe-

restanovok (sm., naprimer, [12]).

Opredelenie 4.2. UporØdoqennyæ nabor B = (v1, . . . , vb) fflemen-

tov iz V nazyvaetsØ bazoæ kletoqnoæ algebry W ≤ Mat_V , esli W_{v1,... ,vb} = Mat_V . Qislo b nazyvaetsØ razmerom bazy B i oboznaqaetsØ qerez |B|. My nazyvaem bazu nesvodimoæ, esli {v_i} ∉ Cel(W_{v1,... ,vi}�_1 ) dlØ vseh i ∈ [b]. V protivnom sluqae ona nazyvaetsØ svodimoæ.

Minimal~nyæ razmer bazy algebry W oboznaqaetsØ qerez b(W ). Legko videt~, qto 0 ≤ b(W ) ≤ n − 1 dlØ vseh algebr W na V . NißnØØ i verhnØØ granicy dostiga¸tsØ dlØ polnoæ matriqnoæ algebry Mat_V i simpleksa S(V ) sootvetstvenno. DlØ

PRIMITIVNYE KLETOQNYE ALGEBRY 53 gruppy perestanovok G ≤ Sym(V ) i kletoqnoæ algebry W ≤ Mat_V ime¸t mesto sledu¸wie neravenstva:

b(Aut(W )) ≤ b(W ), b(G) ≤ b(Z(G)), (13)

gde b(G) – minimal~nyæ razmer bazy gruppy G. Pervoe sleduet iz ravenstv Aut(W )_{v1,... ,vb} = Aut(W_{v1,... ,vb} ) i Aut(Mat_V ) = {1}. Vtoroe vytekaet iz pervogo i togo oqevidnogo fakta, qto b(G) ≤ b(G^′) dlØ G ≤ G^′.

V fftoæ rabote my ne razvivaem teori¸ baz kletoqnyh algebr, no neskol~ko zameqaniæ v fftoæ svØzi mogut byt~ umestny. Ispol~zuØ ponØtiØ bazy i mnogomernogo zamykaniØ (sm. §5) moßno dat~ dostatoqnoe uslovie xurovosti kletoqnoæ algebry. Imenno, v [4] bylo dokazano, qto (b + 1)-zamykanie kletoqnoæ algebry W xurovo, gde b = b(W ). (Faktiqeski, qislo raswepleniØ algebry W , opredelœnnoe v toæ stat~e, sovpadaet s b.) My upomØnem takße verhn¸¸ ocenku b ≤ O( √ n log n) dlØ primitivnoæ kletoqnoæ algebry W , ne sovpada¸weæ s simpleksom S(V ), dokazannu¸ v [1]. Nakonec, dlØ kletoqnyh algebr, voznika¸- wih iz adamarovyh matric, logarifmiqeskaØ verhnØØ ocenka b ≤ O(log n) sleduet iz [10].

4.3. Legko videt~, qto (sm. (10) i niße) qto b(W ) ≤ 1 = mP /nP

dlØ regulØrnoæ kletoqnoæ algebry W i kaßdogo P ∈ Spec(W ). �to nabl¸denie moßno obobwit~ sledu¸wim obrazom.

Teorema 4.3. Pust~ W ≤ MatV – primitivnaØ kletoqnaØ alge-

bra. Togda |B| ≤ m_P /n_P dlØ kaßdoæ nesvodimoæ bazy B algebry W i kaßdogo neglavnogo idempotenta P ∈ Spec(W ). V qastnosti, b(W ) ≤ min_P (m_P /n_P ), gde P probegaet mnoßestvo vseh takih idempotentov.

Zameqanie 4.4. Ocenka iz utverßdeniØ teoremy toqna. Raven-

stvo dostigaetsØ, naprimer, v sluqae, esli W ØvlØetsØ simpleksom ili regulØrnoæ algebroæ.

Zameqanie 4.5. Primitivnost~ algebry W suwestvenna. Deæ-

stvitel~no, pust~ W = Z(G), gde G est~ gruppa perestanovok na 21 toqke, opredelœnnaØ deæstviem gruppy PSL(3,2) na flagah. Togda W imeet nesvodimu¸ bazu razmera 4, v to vremØ kak m_P /n_P = 3 dlØ eœ idempotenta P stepeni 2 i kratnosti 6.

Dokazatel~stvo. Naqnœm s dvuh lemm.

54 S. A. EVDOKIMOV, I. N. PONOMARENKO

Lemma 4.6 ([6]). Pust~ W – kletoqnaØ algebra na V . DlØ A ∈

Mat_V poloßim Eq(A) = {(u, v) ∈ V × V | Au = Av ≠ 0}. Togda A ∈ W vleqœt, qto matrica smeßnosti otnoxeniØ Eq(A) prinadleßit W .

Sledu¸waØ lemma byla dokazana lix~ v preprinte [5]. Pofftomu my privodim zdes~ ee polnoe dokazatel~stvo.

Lemma 4.7. Pust~ W – kletoqnaØ algebra na V i A ∈ W – ma-

trica s poparno razliqnymi nenulevymi stolbcami. Togda Av ∈ ∑_k i=1 W v_i vleqœt {v} ∈ Cel(W_{v1,... ,vk} ), gde v, v_1, . . . , v_k ∈ V . Dokazatel~stvo. Pust~ Av prinadleßit^{∑k}_{i=1} W vi, i matrica

B ∈ Mat_V opredelena formuloæ Bu = { Av, esli u ∈ {v_1, . . . , v_k}; Au, v protivnom sluqae.

Togda legko videt~, qto B ∈ W_{v1,... ,vk} . Po lemme 4.6 poluqaem, qto Eq(B) ØvlØetsØ ffkvivalentnost~¸ algebry W_{v1 ,... ,vk} . Iz usloviØ na A vytekaet, qto k ≥ 1 i qto klass ffkvivalentnosti Eq(B), soderßawiæ v_1, sovpadaet s mnoßestvom {v_1, . . . , v_k, v}. Oboznaqim qerez U kletku algebry W_{v1,... ,vk} , soderßawu¸ v. Togda {v_1} × U ØvlØetsØ bazisnym otnoxeniem algebry W_{v1,... ,vk} . Takim obrazom, U ⊂ {v_1, . . . , v_k, v}, otkuda U = {v}.

VernœmsØ k dokazatel~stvu teoremy. Pust~ B = {v_1, . . . , v_b) – nesvodimaØ baza algebry W i P ∈ Spec(W ) – eœ neglavnyæ idempotent. Pokaßem, qto summa

L_k = k∑ i=1 W P v_i (14)

ØvlØetsØ prØmoæ dlØ k ∈ [0, b]. Dostatoqno proverit~, qto W P v_k∩ L_{k−1} = {0} dlØ vseh k ∈ [b]. Pust~ Av_k ∈ L_{k−1} dlØ nekotoroæ matricy A ∈ W P . Togda nesvodimost~ B garantiruet po lemme 4.7, qto otnoxenie Eq(A) otliqno ot diagonali mnoßestva V × V . Pofftomu libo matrica A imeet nulevoæ stolbec, libo Eq(A) ØvlØetsØ ffkvivalentnost~¸ algebry W po lemme 4.6. V oboih sluqaØh A = 0. V pervom sluqae ffto sleduet iz odnorodnosti

PRIMITIVNYE KLETOQNYE ALGEBRY 55 algebry W . Vo vtorom sluqae primitivnost~ algebry W vleqœt, qto Eq(A) = V × V . �to oznaqaet, qto A kratna J_V i potomu A = 0 po vyboru P .

Po lemme 4.1 poluqaem, qto dim(W P v_i) = n^2_P dlØ vseh i. S drugoæ storony, L_b ⊂ P C^V i dim(P C^V ) = m_P n_P . Takim obrazom, prØmoe razloßenie (14) s k = b vleqœt neravenstvo

bn^2_P ≤ m_P n_P ,

qto i dokazyvaet teoremu.

DlØ formulirovki sledstviæ 4.8 i 4.12 opredelim dlØ odnorodnoæ algebry W ≤ Mat_V sredn¸¸ stepen~ d_{av} i srednevzvexennu¸ dvoæstvennu¸ stepen~ ^d_{av} formulami

d_{av}(W ) = ( ∑ R d(R) ) /(|R| − 1), ^d_{av}(W ) = ( ∑ P ^d(P )n^2_P ) / ( ∑ P n^2_P ) , (15)

gde R = R(W ), ^d(P ) = m_P /n_P i R (sootv. P ) probegaet mnoßestvo vseh neediniqnyh matric iz R (sootv. vseh neglavnyh idempotentov iz Spec(W )). V sootvetstvii s (3), (9) i (7) my imeem:

d_{av} · (r − 1) = ∑ R≠I_V d(R) = n − 1 = ∑ P ≠J_V /n m_P n_P = ^d_{av} · (r − 1), gde r = |R(W )| = dim(W ) i d_{av} = d_{av}(W ), ^d_{av} = ^d_{av}(W ). Takim obrazom, d_{av}(W ) = ^d_{av}(W ). (16)

Teorema 4.3 vleqet v silu (16) sledu¸wee utverßdenie.

Sledstvie 4.8. Esli W primitivnaØ algebra, to b(W ) ≤ dav(W ).

Soglasno teoreme III.5.B iz [12] obœrtyva¸waØ algebra Env(G) gruppy perestanovok G 6 Sym(V ) sovpadaet s kommutatornoæ algebroæ algebry Z(G) v Mat_V i obratno. Bolee togo, Spec(Env(G)) = Spec(Z(G)). I, nakonec, stepen~ n_π (kratnost~ m_π ) neprivodimogo predstavleniØ gruppy G, otveqa¸wee idempotentu P , sovpadaet s m_P (sootv. n_P ). Takim obrazom, teorema 4.3 i sledstvie 4.8 vlekut v silu (13) i (16) sledu¸wee utverßdenie, dokazannoe inym putem v [11].

56 S. A. EVDOKIMOV, I. N. PONOMARENKO

Sledstvie 4.9. Esli G – primitivnaØ gruppa perestanovok, to

b(G) ≤ min_π (n_π /m_π ) ≤ (n − 1)/(r − 1),

gde π probegaet vse neglavnye neprivodimye predstavleniØ gruppy G, vhodØwie v eœ perestanovoqnoe predstavlenie, i r – rang G.

4.4. ImeetsØ oqevidnaØ verhnØØ ocenka | Aut(W )| ≤ n^{b(W )} porØdka gruppy avtomorfizmov kletoqnoæ algebry W . Sledu¸- wee utverßdenie daœt bolee sil~nu¸ ocenku porØdka v primitivnom sluqae.

Teorema 4.10. Pust~ W – primitivnaØ kletoqnaØ algebra na V .

Togda dlØ kaßdogo eœ nerefleksivnogo bazisnogo otnoxeniØ R suwestvuet takaØ nesvodimaØ baza B, qto | Aut(W )| ≤ nd^{b−1}, gde d = d(R) – stepen~ otnoxeniØ R i b = |B| – razmer bazy B.

Zameqanie 4.11. Utverßdenie teoremy ostaœtsØ spravedlivym,

esli W – proizvol~naØ kletoqnaØ algebra, R – svØznoe otnoxenie na V , ØvlØ¸weesØ ob¨edineniem bazisnyh otnoxeniæ S algebry W i d = max_S {d_{in}(S), d_{out}(S)}.

Dokazatel~stvo. Pust~ R – nerefleksivnoe bazisnoe otnoxenie

algebry W . Primitivnost~ posledneæ vleqœt, qto ono ØvlØetsØ sil~no svØznym. Pofftomu ∀v_1, . . . , v_i ∈ V : W_{v1,... ,vi} ≠ Mat_V ⇒ ∃u ∈ X_i : R(u) ⊄ X_i, gde X_i = {v ∈ V : {v} ∈ Cel(W_{v1,... ,vi} )}. �to vleqœt, qto suwestvuet takaØ nesvodimaØ baza B = (v_1, . . . , v_b), qto v_{i+1} ∈ V \ X_i i R^T (v_{i+1}) ∩ X_i ≠ ∅ dlØ vseh i ∈ [b − 1]. Sledovatel~no, [G_{v1,... ,vi} : G_{v1,... ,vi+1} ] ≤ d, i ∈ [b − 1], gde G = Aut(W ). Poskol~ku [G : G_{v1} ] ≤ n, teorema dokazana.

Teoremy 4.3 i 4.10 pozvolØ¸t v silu (16) ocenit~ porØdok gruppy avtomorfizmov primitivnoæ kletoqnoæ algebry v terminah dvoæstvennyh stepeneæ ^d(P ) = m_P /n_P i stepeneæ d(R).

PRIMITIVNYE KLETOQNYE ALGEBRY 57

Sledstvie 4.12. Pust~ W ≤ MatV – primitivnaØ kletoqnaØ al-

gebra. Togda | Aut(W )| ≤ n · (d_{min}) b^{dmin −1}, a takße | Aut(W )| ≤ n · (d_{min})^{dav −1}, | Aut(W )| ≤ n · ( ^d_{av}) b_{dmin −1} , gde d_{min} (sootv. d_{av}) est~ minimal~naØ (sootv. srednØØ) stepen~ nerefleksivnogo bazisnogo otnoxeniØ algebry W , i ^d_{min} (sootv. ^d_{av}) est~ minimal~naØ (sootv. srednevzvexennaØ) dvoæstvennaØ stepen~ neglavnogo idempotenta P ∈ Spec(W ) (sm. (15)).

Zameqanie 4.13. ZnamenitaØ gipoteza Simsa, dokazannaØ v [3]

v predpoloßenii zaverxeniØ klassifikacii koneqnyh prostyh grupp, (CFSG) utverßdaet, qto |G| ≤ nf(d), gde G ≤ Sym(V ) – primitivnaØ gruppa perestanovok i d – eœ minimal~naØ podstepen~ (sovpada¸waØ s d_{min} algebry Z(G)). Pervye dva neravenstva sledstviØ 4.12 s W = Z(G) da¸t drugie verhnie granicy dlØ |G|. Bylo by interesno ocenit~ d_{av} ili ^d_{min} funkcieæ ot d_{min}; ffto dalo by novoe dokazatel~stvo gipotezy Simsa, ne opira¸weesØ na CFSG.

V zaverxenii paragrafa otmetim, qto po teoreme 4.2 iz [6] neravenstvo d_{min} ≤ 2^{O(mP )} vypolneno ravnomerno dlØ vseh neglavnyh idempotentov P ∈ Spec(W ) primitivnoæ kletoqnoæ algebry W . V silu teorem 4.10 i 4.3 ffto pokazyvaet, qto neravenstvo | Aut(W )| ≤ n · 2^{O(m2P /nP )} (17)

takße vypolnØetsØ ravnomerno dlØ vseh takih P .

§5. 2-zamknutye primitivnye kletoqnye algebry 5.1. PonØtie m-zamknutoæ kletoqnoæ algebry bylo vvedeno v [4]

v svØzi s problemoæ xurovosti. Ono voshodit k rabote [13], gde shodnoe ponØtie opredelØlos~ algoritmiqeski. My naqnœm s osnovnyh opredeleniæ, otnosØwihsØ k sil~no zamknutym kletoqnym algebram.

Pust~ W – kletoqnaØ algebra na V . DlØ kaßdogo natural~- nogo qisla m poloßim ^W^{(m)} = [ W ⊗ · · · ⊗ W m , Z(Sym(V ), V^m)],

58 S. A. EVDOKIMOV, I. N. PONOMARENKO sqitaØ gruppu Sym(V ) deæstvu¸weæ na V^m pokoordinatno. KletoqnaØ algebra ^W^{(m)} 6 Mat_V m nazyvaetsØ m-mernoæ rasxirennoæ algebroæ algebry W . Gruppa Aut(^W^{(m)}) deæstvuet toqno na invariantnom mnoßestve Δ = {(v, . . . , v) : v ∈ V }. Bolee togo, otobraßenie δ : v → (v, . . . , v) induciruet izomorfizm gruppy Aut(W ) i sostavlØ¸weæ gruppy Aut(^W^{(m)}) na Δ^1.

Vaßnoæ qertoæ kletoqnoæ algebry ^W^{(m)} okazyvaetsØ sledu¸- waØ vozmoßnost~ rasxireniØ algebry W bez izmeneniØ eœ gruppy avtomorfizmov. Poloßim

W^{(m)} = ((^W^{(m)})_Δ)^δ �1 . My nazyvaem W^{(m)} m-zamykaniem algebry W i govorim, qto W ØvlØetsØ m-zamknutoæ, esli W = W^{(m)}. KaßdaØ kletoqnaØ algebra, oqevidno, 1-zamknuta. Odnako, suwestvu¸t algebry, ne ØvlØ¸wiesØ 2-zamknutymi (sm. p. 5.3). Sledu¸wee predloßenie opisyvaet sootnoxenie meßdu m-zamykaniem i xurovym zamykaniem Sch(W ) = Z(Aut(W )) kletoqnoæ algebry W .

Predloßenie 5.1 ([4]). DlØ kaßdoæ kletoqnoæ algebry W na V

ime¸t mesto sledu¸wie utverßdeniØ:

(1) Aut(W^{(m)}) = Aut(W ) dlØ vseh m ≥ 1; (2) W = W^{(1)} ≤ . . . ≤ W^{(n)} = . . . = Sch(W );

(3) (W^{(m)}) (l) = W^{(m)} dlØ vseh l ∈ [m].

Takim obrazom, v nekotorom smysle algebra W^{(m)} moßet rassmatrivat~sØ kak approksimaciØ algebry Sch(W ).

5.2. Niße my ograniqivaemsØ sluqaem m = 2. Kak budet vid-

no iz sledu¸wego punkta daße v fftom sluqae svoæstva mzamknutyh kletoqnyh algebr otliqa¸tsØ ot svoæstv obwih kletoqnyh algebr (po kraæneæ mere v primitivnom sluqae). My budem pol~zovat~sØ sledu¸weæ lemmoæ, opisyva¸weæ strukturu 2-rasxirennyh algebr, kotoraØ vytekaet iz predloßeniØ 3.6 i lemm 2.6 i 3.1, dokazannyh v [4].

1Moßno pokazat~, qto na samom dele cW^(m^) = [W � � � W, I_Δ].

PRIMITIVNYE KLETOQNYE ALGEBRY 59

Lemma 5.2. Pust~ W – kletoqnaØ algebra na V i^^W =^^W^{(2)}, W =

W^{(2)}. Togda

(1) Podmnoßestvo R mnoßestva V × V ØvlØetsØ bazisnym otnoxeniem algebry W togda i tol~ko togda, kogda ono est~ kletka algebry ^W .

(2) DlØ kaßdoæ toqki v ∈ V mnoßestvo ^W_U = I_U ^W I_U , gde U = U_v = {v} × V , moßet estestvennym obrazom rassmatrivat~sØ kak kletoqnaØ algebra na U . Bolee togo, (W_v)^{ζU} ≤ ^W_U , gde biekciØ ζ_U : V → U opredelØetsØ formuloæ u^{ζU} = (v, u).

(3) DlØ l¸byh dvuh toqek v, v^′ iz odnoæ i toæ ße kletki algebry W suwestvuet slabyæ izomorfizm ψ : ^W_U → ^W_U0, gde U = U_v i U^′ = U_v0, takoæ, qto ψ(I_{(v,v)}) = I_{(v}0_{,v}0_) i ψ(A^{ζU} ) = A^{ζU}0 dlØ vseh A ∈ W .

Esli G – gruppa perestanovok na V , to, oqevidno, Cel(Z(G_v)) = Orb(G_v), v ∈ V , i Z(G_v) ∼= Z(G_v0) dlØ v, v^′, prinadleßawih odnoæ i toæ ße G-orbite (poskol~ku G_v i G_v0 izomorfny kak gruppy perestanovok). Sledu¸wee utverßdenie obobwaet ffti fakty na 2-zamknutye kletoqnye algebry.

Lemma 5.3. Pust~ W – 2-zamknutaØ kletoqnaØ algebraa na V .

Togda

(1) Cel(W_v) = {R(v) : R ∈ R}, gde v ∈ V i R – mnoßestvo bazisnyh otnoxeniæ algebry W .

(2) DlØ l¸byh dvuh toqek v, v^′, prinadleßawih odnoæ i toæ ße kletke algebry W , suwestvuet takoæ slabyæ izomorfizm φ = φ_{v,v}0 : W_v → W_v0, qto φ(I_v) = I_v0 i φ(A) = A dlØ vseh A ∈ W .

Dokazatel~stvo. Pust~ v ∈ V . Togda V =^⋃_{R∈R} R(v). Takim

obrazom, dlØ dokazatel~stva (1) dostatoqno proverit~, qto R(v) ØvlØetsØ kletkoæ algebry W_v dlØ vseh R. Pust~ R ∈ R. Po utverßdeni¸ (1) lemmy 5.2 poluqaem, qto R ∈ Cel(^W ). S drugoæ storony, iz pervoæ qasti utverßdeniØ (2) lemmy 5.2 sleduet, qto ^W_U = I_U ^W I_U ØvlØetsØ kletoqnoæ algebroæ na mnoßestve U = U_v. Pofftomu mnoßestvo U ∩ R est~ kletka algebry ^W_U . Ispol~zuØ vtoru¸ qast~ utverßdeniØ (2) lemmy 5.2, zakl¸qaem, qto suwestvuet takaØ kletka X ∈ Cel(W_v), qto X^ζ ⊃ U ∩ R, gde ζ = ζ_U .

60 S. A. EVDOKIMOV, I. N. PONOMARENKO Iz ravenstva (R(v))^ζ = U ∩ R sleduet, qto X ⊃ R(v). Odnako, R(v) ∈ Cel^∗(W_v). Takim obrazom X = R(v) i potomu R(v) ØvlØetsØ kletkoæ algebry W .

DlØ dokazatel~stva (2) v oboznaqeniØh lemmy 5.2 poloßim ~W = (^W_U )ζ�^1_U i ~W ′ = (^W_U0)^ζ�^1_U0 . Togda po utverßdenie (2) fftoæ lemmy kletoqnye algebry ~W i ~W^′ na V , soderßat W_v i W_v0 sootvetstvenno. Utverßdenie (3) toæ ße lemmy vleqœt togda, qto otobraßenie ~φ : ~W → ~W^′, ~φ(A) = (ψ(A^{ζU} )^ζ �1_U0 , ØvlØetsØ slabym izomorfizmom iz ~W v ~W^′. Algebra W_v (sootv. W_v0) est~ naimen~xaØ kletoqnaØ podalgebra algebry ~W (sootv. ~W^′), soderßawaØ W i I_v (sootv. W i I_v0). Takim obrazom, ~φ(W_v) = W_v0 po utverßdeni¸ (3) lemmy 5.2. Trebuemyæ izomorfizm φ poluqaetsØ teper~ ograniqeniem ~φ na W_v.

DokazannaØ lemma imeet interesnoe sledstvie, otnosØweesØ k kletoqnym algebram, ime¸wim nerefleksivnoe bazisnoe otnoxenie stepeni 1.

Sledstvie 5.4. Pust~ W – 2-zamknutaØ odnorodnaØ kletoqnaØ

algebra na V i E – eœ ffkvivalentnost~, ØvlØ¸waØsØ ob¨edineniem bazisnyh otnoxeniæ stepeni 1. Togda U ∈ Cel(W [I_U ]) dlØ kaßdogo klassa U ∈ V /E.

Dokazatel~stvo. Iz usloviØ na E sleduet, qto Wu = Wv =^~W

dlØ vseh u, v ∈ U . Pofftomu mnoßestvo {φ_{u,v} : u, v ∈ U } soderßitsØ v gruppe vseh slabyh izomorfizmov algebry ~W na sebØ. Takim obrazom, po utverßdeni¸ (2) lemmy 5.3 ffto mnoßestvo soderßitsØ v podgruppe Φ, sohranØ¸weæ standartnyæ bazis algebry W . Pofftomu Φ deæstvuet tranzitivno na mnoßestve {I_u : u ∈ U }. �to vleqœt, qto U ØvlØetsØ kletkoæ kletoqnoæ algebry ~W^Φ (sm. lemmu 3.1). DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva ostaœtsØ zametit~, qto ~W^Φ ≥ W [I_U ], poskol~ku poslednØØ algebra ØvlØetsØ naimen~xeæ kletoqnoæ nadalgebroæ algebry W , soderßaweæ I_U .

5.3. V fftom punkte my ustanavlivaem svoæstva 2-zamknutyh pri-

mitivnyh kletoqnyh algebr, kotorye obobwa¸t analogiqnye svoæstva primitivnyh grupp perestanovok. V kaßdom sluqae

PRIMITIVNYE KLETOQNYE ALGEBRY 61 ”teorema o gruppah perestanovok” moßet byt~ vyvedena iz sootvetstvu¸weæ ”teoremy o kletoqnyh algebrah” s ispol~zovaniem togo fakta, qto centralizatornaØ algebra Z(G) primitivnoæ gruppy G takße primitivna, a takße prosteæxih svoæstv 2-ffkvivalentnyh grupp perestanovok (sm. [16]). V konce fftogo punkta my privodim primer, pokazyva¸wiæ, qto uslovie 2-zamknutosti primitivnoæ algebry ØvlØetsØ suwestvennym. Naqnœm s harakterizacii 2-zamknutyh primitivnyh algebr (sm. [15, teorema 8.2]).

Teorema 5.5. Pust~ W – 2-zamknutaØ odnorodnaØ kletoqnaØ al-

gebra na V . Togda W primitivna v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda algebra W_v ØvlØetsØ minimal~noæ kletoqnoæ nadalgebroæ algebry W dlØ vseh v ∈ V .

Dokazatel~stvo. Pust~ W primitivna i W^′ – kletoqnaØ alge-

bra na V , dlØ kotoroæ W_v > W^′ ¿ W . Oboznaqim qerez U kletku algebry W^′, soderßawu¸ toqku v. Togda U ≠ {v}, ibo v protivnom sluqae W^′ ≥ W_v. Takim obrazom, suwestvuet nerefleksivnoe bazisnoe otnoxenie R algebry W , dlØ kotorogo R(v) ∩ U ≠ ∅. S drugoæ storony, po utverßdeni¸ (1) lemmy 5.3 my zakl¸qaem, qto R(v) ∈ Cel(W_v ). �to vleqœt, qto R(v) soderßitsØ v nekotoroæ kletke algebry W^′. Po vyboru R ffta kletka sovpadaet s U , to est~ R(v) ⊂ U . PrinimaØ vo vnimanie, qto mnoßestvo R ∩ (U × U ) ØvlØetsØ ob¨edineniem bazisnyh otnoxeniæ odnorodnoæ komponenty W^′_U algebry W^′, my zakl¸qaem, qto R(u) ⊂ U dlØ vseh u ∈ U . Poskol~ku R sil~no svØzno (zdes~ my pol~zuemsØ primitivnost~¸ algebry W ), ffto pokazyvaet, qto U = V . PrimenØØ utverßdenie (1) lemmy 5.3 k W_v = W^′_v, my vidim, qto kaßdoe bazisnoe otnoxenie algebry W ØvlØetsØ takße bazisnym otnoxeniem algebry W^′. Takim obrazom W^′ = W .

Obratno, pust~ E – ffkvivalentnost~ algebry W , E ≠ V × V , i U – klass E. Togda imeetsØ vkl¸qenie W [I_U ] ≤ W_v dlØ vseh v ∈ U . Poskol~ku W [I_U ] ≠ W (vybor E), minimal~nost~ algebry W_v vleqœt, qto W [I_U ] = W_v dlØ vseh v ∈ U . Po lemme 5.3 ots¸da sleduet, qto d(R) = 1 dlØ vseh bazisnyh otnoxeniæ R algebry W takih, qto R ⊂ E. Takim obrazom, ffkvivalentnost~ E udovletvorØet uslovi¸ sledstviØ 5.4. Sledovatel~no, U ∈ Cel(W [I_U ]) i potomu |U | = 1. �to pokazyvaet, qto ffkvivalentnost~ E trivial~na.

62 S. A. EVDOKIMOV, I. N. PONOMARENKO Sledu¸wee utverßdenie obobwaet predloßenie 8.7 iz [15].

Teorema 5.6. Pust~ W – 2-zamknutaØ primitivnaØ kletoqnaØ

algebra na V i u, v – razliqnye toqki iz V . Togda libo W = W_u ∩W_v libo W ∼= Z(C_p) dlØ nekotorogo prostogo qisla p.

Dokazatel~stvo. Po teoreme 5.5 my zakl¸qaem, qto kletoqnaØ

algebra W_u ∩ W_v sovpadaet s W ili W_u. V poslednem sluqae, takße W_u = W_v. V silu 2-zamknutosti algebry W iz lemmy 5.3 sleduet, qto ee bazisnoe otnoxenie R, dlØ kotorogo v ∈ R(u), imeet stepen~ 1. Takim obrazom, W ∼= Z(C_p) po lemme 2.1.

V sledu¸weæ teoreme my ispol~zuem oboznaqeniØ Cel^{prim}(W ) (sootv. Cel^{impr}(W )) dlØ mnoßestva kletok kletoqnoæ algebry W , otveqa¸wih ee primitivnym (sootv. imprimitivnym) odnorodnym komponentam i Fix(W ) dlØ mnoßestva toqek W otveqa¸wih ee kletkam mownosti 1.

Teorema 5.7. Pust~ W – 2-zamknutaØ primitivnaØ kletoqnaØ

algebra na V , v ∈ V i U – maksimal~naØ po mownosti kletka algebry W_v. Togda

(1) |(R_v)_{U,U}0| = 1 dlØ nekotoroæ U^′ ∈ Cel(W_v) \ {v} togda i tol~ko togda, kogda W ∼= Z(C_p) dlØ prostogo qisla p.

(2) |(R_v)_{U,U} | = 2 togda i tol~ko togda, kogda libo W ∼= Z(D_p) dlØ neqetnogo prostogo qisla p, libo W est~ simpleks na V .

(3) U^′ ⊂ Fix(W_{[U]}) dlØ vseh U^′ ∈ Cel^{prim}(W_v).

(4) esli U ∈ Cel^{prim}(W_v), to U ⊂ Fix(W_{[U}0_]) dlØ vseh U^′ ∈ Cel(W_v) \ {v}, gde R_v = R(W_v ).

Dokazatel~stvo. Po lemme 5.3 utverßdeniØ (1) i (2) vyteka¸t

iz sledu¸weæ lemmy.

Lemma 5.8. Esli W 6 MatV primitivnaØ algebra i R ∈ R priqem

d(R) = d_{max}, to

(1) c^T_{R,S} = d(R) dlØ nekotoryh S, T ∈ R, T ≠ Δ_V togda i tol~ko togda, kogda W ∼= Z(C_p) dlØ prostogo qisla p.

(2) c^R_{,S} = d(R) − 1 > 0 dlØ nekotoroæ S ∈ R togda i tol~- ko togda, kogda libo W ∼= Z(D_p) dlØ neqetnogo prostogo qisla p, libo W est~ simpleks na V ,

PRIMITIVNYE KLETOQNYE ALGEBRY 63 gde R = R(W ) i c^T_{R,S} – strukturnye konstanty algebry W .

Dokazatel~stvo. My dokaßem tol~ko neobhodimost~ utverßde-

niæ (1) i (2), poskol~ku ih dostatoqnost~ trivial~na. Iz usloviØ utverßdeniØ (1) sleduet, qto S ⊃ R(v) × T (v), gde v ∈ V . ˚sno, qto S^T (u) ⊃ R(v) dlØ vseh u ∈ T (v). Pofftomu

S^T (u) = R(v), u ∈ T (v) (18)

po vyboru R. �kvivalentnost~ na V , opredelennaØ tak, qto u ∼ w togda i tol~ko togda, kogda S^T (u) = S^T (w), sovpadaet s Δ po primitivnosti W i lemme 4.6 (primenennoæ k matrice smeßnosti otnoxeniØ S^T ). Sledovatel~no, d(T ) = |T (v)| = 1 v silu (18), to est~ W ∼= Z(C_p) (sm. lemmu 2.1).

Iz usloviØ utverßdeniØ (2) sleduet, qto R i S – nerefleksivnye otnoxeniØ, priqem S = S^T i d(S) ¿ d(R) − 1. Bolee togo, d(S) ≠ d(R) − 1 v silu primitivnosti W (v protivnom sluqae otnoxenie S ∪ Δ ØvlØetsØ netrivial~noæ ffkvivalentnost~¸ algebry W s klassami mownosti d(R)). Tak qto d(S) = d(R) po vyboru R. Pust~ v ∈ V i u ∈ U , gde U = R(v). Togda S(u) = (U \{u})∪{u^′} dlØ nekotoroæ u^′ ∈ V \U . Qislo |S(w)∩S(u)| ne zavisit ot vybora w ∈ S(u), poskol~ku sovpadaet so strukturnoæ konstantoæ c^S_{,S} . Esli W ≁= Z(D_p), to |U | ¿ 3 po lemme 2.1. Poslednee neravenstvo vleqet, qto |S(w) ∩ S(u)| ¿ |U | − 2 > 0 dlØ vseh w ∈ U \ {u}. Pofftomu iz dokazannogo vyxe sleduet, qto S(u^′) ∩ S(u) ≠ ∅. Sledovatel~no, |S(w) ∩ S(u)| = d(R) − 1 dlØ vseh w ∈ S(u^′) ∩ S(u) i potomu dlØ w = u^′. �to oznaqaet, qto mnoßestvo U ∪ {u^′} est~ klass ffkvivalentnosti S ∪ Δ. Poskol~ku W primitivna, my zakl¸qaem, qto u^′ = v, S = R i, znaqit, W ØvlØetsØ simpleksom.

Dokaßem utverßdeniØ (3) i (4). DlØ pary kletok U_1, U_2 algebry W_v opredelim ffkvivalentnost~ E_{U1} (U_2) na U_1 polagaØ

E_{U1} (U_2) = {(u, u^′) ∈ U_1 × U_1 : S(u) = S(u^′) dlØ vseh S ∈ (R_v)_{U1,U2} }.

Togda po lemme 4.6 ona ØvlØetsØ ffkvivalentnost~¸ algebry (W_v)_{U1} . Krome togo, ravenstvo E_{U1} (U_2) = Δ_{U1} oqevidno vleqet, qto ograniqenie (W_v)_{[U2 ]} na U_1 sovpadaet s Mat_{U1} . Tak qto (3) i (4) ØvlØ¸tsØ sledstviØmi (1) dlØ U_1 = U^′, U_2 = U i U_1 = U , U_2 = U^′ sootvetstvenno pri uslovii, qto v ∈ Fix(W_{[X]} ) dlØ vseh X ∈ Cel(W_v). DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva pust~ X ∈ Cel(W_v)

64 S. A. EVDOKIMOV, I. N. PONOMARENKO i v^′ prinadleßit kletke algebry W_{[X]} , soderßweæ v. Togda S(v^′) = S(v), gde S – bazisnoe otnoxenie algebry W s S(v) = X (sm. lemmu 5.3). Takim obrazom v = v^′ po lemme 4.6.

Sledu¸wiæ rezul~tat, vyteka¸wiæ iz utverßdeniæ (3) i (4) teoremy 5.7 obobwaet teoremu 17.6 iz [15] o toqnyh invariantnyh mnoßestvah stabilizatora toqki primitivnoæ gruppy perestanovok. Pod bazoæ algebry W 6 Mat_V my ponimaem niße mnoßestvo B ⊂ V , dlØ kotorogo W_{[B]} = Mat_V .

Teorema 5.9. Pust~ X = Cel^{impr}(Wv). Togda

(1) esli X ≠ ∅, to mnoßestvo ⋃ U0_{∈X} U^′ est~ baza algebry W ;

(2) esli X = ∅, to l¸baØ kletka algebry W_v, otliqnaØ ot {v}, est~ baza algebry W .

Zameqanie 5.10. Oqevidno, v predpoloßenii utverßdeniØ (2)

teoremy 5.9 my imeem neravenstvo | Aut(W )| 6 nk!, gde k = d_{min}(W ), kotoroe vleqet gipotezu Simsa dlØ primitivnyh grupp s primitivnymi sostavlØ¸wimi stabilizatora toqki. Krome togo, v fftom sluqae d(R) 6 (_k ⌊k/2⌋ ) dlØ vseh bazisnyh otnoxeniæ R algebry W . (Deæstvitel~no, pust~ U, U^′ ∈ Cel(W_v) \ {v}, priqem U – maksimal~naØ po mownosti kletka algebry W_v, i |U^′| = k. Togda dlØ l¸bogo bazisnogo otnoxeniØ S ⊂ U × U^′ algebry W_v mnoßestva S(u), u ∈ U , poparno razliqny v silu utverßdeniØ (1) teoremy 5.7.)

DlØ proverki togo, qto predpoloßenie o 2-zamknutosti algebry W ØvlØetsØ suwestvennym, rassmotrim nexurovu primitivnu¸ kletoqnu¸ algebru W = T (15) na V = [15], opredelœnnu¸ v p. 2.2. PrØmym vyqisleniem legko pokazat~, qto suwestvuet toqka v_0 ∈ V , dlØ kotoroæ vypolneny sledu¸wie utverßdeniØ:

(1) W_{v0} imeet tri kletki: dve mownosti 7 i odnu mownosti 1; (2) esli v ≠ v_0, to W_v imeet sem~ kletok: qetyre mownosti 3 i tri mownosti 1;

(3) W_v > W_{v0} dlØ v ≠ v_0.

Vyberem proizvol~nu¸ toqku v ∈ V , otliqnu¸ ot v_0. Togda legko videt~, qto utverßdeniØ (1) i (2) lemmy 5.3 ne vypolnØ¸tsØ dlØ toqki v i pary (v_0, v) sootvetstvenno. Pofftomu algebra W ne moßet byt~ 2-zamknuta. (Na samom dele, W^{(2)} = Sch(W )). S drugoæ storony, zakl¸qenie teoremy 5.5 ne vypolneno, iz (3) sleduet, qto W_v ne ØvlØetsØ minimal~noæ nadalgebroæ algebry W .

PRIMITIVNYE KLETOQNYE ALGEBRY 65 Analogiqno moßno pokazat~, qto dlØ algebry W zakl¸qeniØ teorem 5.6 i 5.9 takße nespravedlivy.

5.4. Izvestno, qto kaßdaØ 3/2-tranzitivnaØ gruppa perestano-

vok libo primitivna, libo ØvlØetsØ gruppoæ Frobeniusa (sm. teoremu 10.4 v [15]). Sledu¸wee utverßdenie obobwaet fftot rezul~tat na kletoqnye algebry (sm. takße [13]).

Teorema 5.11. Pust~ W – 2-zamknutaØ odnorodnaØ kletoqnaØ al-

gebra na V . Predpoloßim, qto d(R) = d(S) dlØ vseh eœ nerefleksivnyh bazisnyh otnoxeniæ R, S. Togda algebra W ØvlØetsØ xurovoæ i kaßdaØ eœ nesvodimaØ baza imeet razmer samoe bol~xee 2, za iskl¸qeniem razve lix~ sluqaØ, kogda W primitivna.

Zameqanie 5.12. Esli W imprimitivna, to teorema pokazyvaet,

qto W = Z(G), gde G libo gruppa Frobeniusa, libo regulØrnaØ gruppa perestanovok.

Dokazatel~stvo. My vospol~zuemsØ sledu¸weæ lemmoæ. Lemma 5.13. Pust~ W – imprimitivnaØ kletoqnaØ algebra na V

priqem d(R) = d(S) dlØ vseh ee nerefleksivnyh bazisnyh otnoxeniæ R, S. Togda (W_v)_{V \{v}} – poluregulØrnaØ algebra na V \{v}, v ∈ V .

Dokazatel~stvo. Pust~ R – mnoßestvo bazisnyh otnoxeniæ al-

gebry W , E – eœ ffkvivalentnost~ i U ∈ V /E. Togda |U | = ∑ R∈R, R⊂E d(R) = d(a − 1) + 1,

gde d – stepen~ l¸bogo nerefleksivnogo bazisnogo otnoxeniØ algebry W , i a – mownost~ mnoßestva, po kotoromu proizvoditsØ summirovanie. Pofftomu

GCD(d, |U |) = 1. (19)

DlØ v ∈ V poloßim S = S(v, U ) = {S ∈ R : S(v) ∩ U ≠ ∅}. Togda mnoßestva S(v, U ) dlØ razliqnyh U libo sovpada¸t, libo ne pereseka¸tsØ (sm. [13]). Takim obrazom, mnoßestvo ⋃ S∈S S(v) ØvlØetsØ ob¨edineniem klassov ffkvivalentnosti E i, sledovatel~no, d|S| = ∑ S∈S d(S) = |U |l

66 S. A. EVDOKIMOV, I. N. PONOMARENKO dlØ nekotorogo poloßitel~nogo celogo qisla l. Iz (19) sleduet, qto |U | delit S. Poskol~ku |S| ≤ |U |, my zakl¸qaem, qto |S| = |U |. �to vleqœt neravenstvo |R(v) ∩ U | ≤ 1, U ∈ V /E, v ∈ V \ U (20) dlØ vseh R ∈ R.

Pust~ v ∈ V . PredpolagaØ ffkvivalentnost~ E netrivial~noæ oboznaqim qerez U ee klass, soderßawiæ v. Togda dostatoqno dokazat~, qto d_{in}(R) = d_{out}(R) = 1 dlØ vseh R ∈ R_v, soderßawihsØ v V^# × V^#, gde R_v – mnoßestvo bazisnyh otnoxeniæ algebry W_v i V^# = V \ {v}. Poskol~ku W_v ≥ W [I_U ], my vidim, qto dlØ kaßdoæ kletki X ∈ Cel(W_v) libo X ⊂ U , libo X ∩ U = ∅. Pust~ X i X^′ sut~ kletki algebry W_v, dlØ kotoryh X ⊂ U^# i X^′ ∩ U = ∅, gde U^# = U \ {v}. Togda v silu (20) dlØ proizvol~noæ u ∈ X^′ pary (u, w) i (u, w^′) s razliqnym w, w^′ ∈ X prinadleßat razliqnym bazisnym otnoxeniØm algebry W . Pofftomu qislo bazisnyh otnoxeniæ algebry W_v, soderßawihsØ v X^′ × X, ravno kak |X|, tak i |X^′|. Sledovatel~no, |X| = |X^′| i my zakl¸qaem, qto

∀R ∈ R_v : (R ⊂ U^# × (V \ U ) ⇒ d_{in}(R) = d_{out}(R) = 1).

DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva zametim, qto kaßdaØ bazisnaØ matrica algebry W_v s nositelem v U^# ×U^# ili v (V \U )×(V \U ) moßet byt~ predstavlena v vide proizvedeniØ dvuh bazisnyh matric iz W_v s nositelØmi v U^# × (V \ U ) i (V \ U ) × U^#.

ObratimsØ k dokazatel~stvu teoremy. Iz lemmy 5.13 i utverßdeniØ (2) lemmy 5.3 sleduet, qto gruppa Aut(W ) tranzitivna (my ispol~zuem tot fakt, qto l¸boæ slabyæ izomorfizm poluregulØrnyh algebr induciruetsØ sil~nym izomorfizmom). Pofftomu dostatoqno proverit~, qto gruppa Aut(W )_v, sovpada¸- waØ s Aut(W_v) deæstvuet tranzitivno na R(v) dlØ vseh R ∈ R, gde v ∈ V . Odnako iz utverßdeniØ (1) lemmy 5.3 sleduet, qto mnoßestvo R(v) ØvlØetsØ kletkoæ algebry W_v, kotoraØ xurova po lemme 5.13.

PRIMITIVNYE KLETOQNYE ALGEBRY 67

Literatura

1. L. Babai, On the order of uniprimitive permutation groups. — Ann. of Math. 113 (1981), 553–568.

2. A. E. Brouwer, A. M. Cohen, A. Neumaier, Distance-Regular graphs. Springer, Berlin (1989).

3. P. J. Cameron, C. E. Praeger, J. Saxl, G. M. Seitz, On the Sims conjecture and distance-transitive graphs. — Bull. London Math. Soc. 15 (1983), 499–506.

4. S. A. Evdokimov, M. Karpinski, I. N. Ponomarenko, On a New High Dimensional Weisfeiler-Lehman Algorithm. — J. of Algebraic Combinatorics 10 (1999).

5. S. A. Evdokimov, I. N. Ponomarenko, Isomorphism of Coloured Graphs with Slowly Increasing Multiplicity of Jordan Blocks. Research Report No. 85136-CS, University of Bonn (April 1995).

6. S. A. Evdokimov, I. N. Ponomarenko, Dva neravenstva dlØ parametrov kletoqnoæ algebry. — Zap. nauqn. semin. POMI 240 (1997), 82–95.

7. S. A. Evdokimov, I. N. Ponomarenko, On Primitive Cellular Algebras. Research Report No. 85168-CS, University of Bonn (February 1997).

8. I. A. Faradžev, M. H. Klin, M. E. Muzichuk, Cellular rings and groups of automorphisms of graphs. in: I.A. Faradžev et al. (eds): Investigations in algebraic theory of combinatorial objects, Kluwer Acad. Publ., Dordrecht.

9. D. G. Higman, Coherent algebras. — Linear Algebra Appl. 93 (1987), 209–240. 10. J. S. Leon, An algorithm for computing the automorphism group of a Hadamard matrix. — J. of Combin. Theory A27 (1979), 289–306.

11. G. R. Robinson, On the base size and rank of a primitive permutation group. — J. of Algebra 187 (1997), 320–321.

12. C. C. Sims, Computation with Permutation Groups. in: Proc. Second Symp. on Symbolic and Alg. Manip., ACM, New York.

13. B. Weisfeiler (editor), On the construction and identification of graphs. — Lect.

Notes. Math. 558 (1976).

14. H. Weyl, Classical groups. Their invariants and representations. 15. H. Wielandt, Finite permutation groups. Academic press, New York–London (1964).

16. H. Wielandt,, Permutation groups through invariant relations and invariant functions. Lect. Notes Dept. Math. Ohio St. Univ., Columbus (1969).

Evdokimov S. A. and Ponomarenko I. N. On primitive cellular algebras.

First we define and study the exponentiation of a cellular algebra by a permutation group which is similar to the corresponding operation (the wreath product in primitive action) in permutation group theory. Necessary and sufficient conditions for the resulting cellular algebra to be primitive and Schurian are given. This enables us to construct infinite series of primitive non-Schurian algebras. Also we define and study for cellular algebras the notion of a base which is similar to that for permutation groups. We present an upper bound for the size of an irredundant

68 S. A. EVDOKIMOV, I. N. PONOMARENKO base of a primitive cellular algebra in terms of the parameters of its standard representation. This produces new upper bounds for the order of the automorphism group of such an algebra and in particular for the order of a primitive permutation group. Finally we generalize to 2-closed primitive algebras some classical theorems for primitive groups and show that the hypothesis for a primitive algebra to be 2-closed is essential.

Postupilo 19 fevralØ 1999 g. S.-Peterburgskiæ institut Informatiki i Avtomatizacii RAN S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN