Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 256, 1999 g.

M. V. ȷeludev

ZAMOWENI˚ RAZLOȷIMYH GRUPP

V fftoæ stat~e issleduetsØ zadaqa, postavlennaØ A. M. Verxikom v svØzi s nekotorymi problemami traektornoæ teorii. Pust~ S – koneqnoe podmnoßestvo sqetnoæ gruppy G. Suwestvuet li koneqnoe podmnoßestvo P , soderßawee S, takoe qto G = ⋃ i∈I g_iP , gde {g_i} ⊂ G i dlØ l¸byh i ≠ j g_iP ∩ g_jP = ∅?

V fftoæ situacii my budem govorit~, qto G moßno zamostit~ mnoßestvom P . DannaØ zadaqa rexaetsØ v sluqae, kogda gruppa G razloßima v svobodnoe proizvedenie netrivial~nyh koneqnoporoßdennyh grupp (sm. Teorema 2.3).

§1. Grafy Kffli

Pust~ G – gruppa. Zafiksiruem mnoßestvo ee obrazu¸wih

{e_i}. Napomnim, qto pravym gruppovym grafom Kffli [1] nazy-

vaetsØ graf Γ_r (G) = (V, E), gde mnoßestvo verxin V sovpadaet s mnoßestvom G, a E – mnoßestvo neorientirovannyh reber, priqem (a, b) ∈ E togda i tol~ko togda, kogda a = be^σ_i , gde

σ ∈ {−1, 1}, dlØ nekotorogo i. Analogiqno opredelØetsØ levyæ

gruppovoæ graf Kffli G Γ_l(G) = (V, E), gde V = G i (a, b) ∈ E togda i tol~ko togda, kogda a = e^σ_i b, gde σ ∈ {−1, 1}, dlØ nekotorogo i. Grafy Γ_r(G) = (V, E) i Γ_l(G) = (V, E) odnoznaqno opredelØ- ¸tsØ vyborom obrazu¸wih gruppy G i ØvlØ¸tsØ svØznymi grafami. V sluqae, kogda G ØvlØetsØ svobodnoæ gruppoæ, Γ_r(G) =

(V, E) – derevo.

Kaßdoe slovo, predstavlØ¸wee fflement gruppy, moßno interpretirovat~ kak put~ grafa Γ_r(G).

Pust~ a, b ∈ V . RasstoØniem ρ(a, b) meßdu a i b nazyvaetsØ minimum dlin cepeæ, soedinØ¸wih a i b. Mnoßestvo D(n, a) =

{b ∈ V | ρ(a, b) 6 n} nazyvaetsØ diskom radiusa n s centrom

a, a mnoßestvo S(n, a) = {b ∈ V | ρ(a, b) = n}, sootvetstvenno, okrußnost~¸ radiusa n s centrom v a. 69

70 M. V. ȷELUDEV

Budem govorit~, qto a > b v Γ_r(G), esli suwestvuet minimal~- naØ cep~, soedinØ¸waØ edinicu gruppy G i a, soderßawaØ b.

Lemma 1.1. Opredelennoe vyxe otnoxenie a > b ØvlØetsØ v

Γ_r(G) qastiqnym porØdkom.

Dokazatel~stvo. Refleksivnost~ i antisimmetriqnost~ oqe-

vidny, a tranzitivnost~ sleduet iz togo, qto esli kratqaæxaØ cep~, svØzyva¸waØ fflement a s ediniceæ, soderßit b, i b > c, to podcep~, svØzyva¸waØ b s ediniceæ, takße ØvlØetsØ kratqaæxeæ, a potomu soderßit c, qto vleqet a > c.

Lemma 1.2. Pust~ Γr (G) ØvlØetsØ derevom, togda mnoßestvo

{x ∈ G | x < y} lineæno uporØdoqeno dlØ l¸bogo y ∈ G.

Deæstvitel~no, pust~ L – cep~, svØzyva¸waØ e i y. Esli mnoßestvo {x ∈ G | x < y} ne soderßitsØ v L, to mnoßestvo

M = {z ∈ L | ∃x ∈ L : z < x < y} ne pusto, tak kak soderßit edi-

nicu gruppy G. V silu koneqnosti mnoßestva L, moßno vzØt~ maksimal~nyæ fflement z ∈ M . Togda suwestvuet put~ A_1, soedinØ¸wiæ z i y v L, a takße puti A_2 i A_3, soedinØ¸wie z i x, a takße x i y. Togda suwestvovanie cikla A_1 ∪ A_2 ∪ A_3 privodit nas k protivoreqi¸ s acikliqnost~¸ Γ_r(G).

§2. Svobodnoe proizvedenie grupp

V fftom paragrafe my budem predpolagat~, qto gruppa G razloßima v sovbodnoe proizvedenie koneqno-poroßdennyh netrivial~nyh grupp G_0 i G_1. Edinicu fftoæ gruppy budem oboznaqat~ simvolom e. Soglasno [2], l¸boæ fflement takoæ gruppy bu-

det imet~ kanoniqeskoe razloßenie g =^n ∏ k=1 g_k, gde dlØ l¸bogo k

g_k ∈ G_i, g_{k+1} ∈ G_{(i+1)mod2}, i ∈ {0, 1}. Takoe predstavlenie fflemen-

ta g edinstvenno v silu opredeleniØ svobodnogo proizvedeniØ grupp.

Lemma 2.1. DlØ l¸bogo fflementa x ∈ G xD(n, e) = D(n, x). Dokazatel~stvo. Pust~ g = xb, gde b ∈ D(n, e). Togda suwestvuet

put~ dliny n vida e, b_1, b_2 · · · b_n = b. Sledovatel~no, suwestvuet put~ dliny n vida x, xb_1, xb_2 · · · xb = y, otkuda ρ(x, y) 6 n, qto vleqet xD(n, e) ⊂ D(n, x). DlØ dokazatel~stva obratnogo vkl¸qeniØ zametim, qto esli ρ(x, y) 6 n, to y = x(x^{−1}y) i b = x−1y ∈ D(n, e).

ZAMOWENI˚ RAZLOȷIMYH GRUPP 71

Lemma 2.2. Pust~ n qetno. Togda suwestvuet x ∈ D(n, e) takoæ,

qto: 1) xD(n, e) svØzen; 2) e ∈ xD(n, e); 3) dlØ l¸bogo fflementa

f ∈ xD(n, e) f imeet kanoniqeskoe razloßenie f =^m ∏ i=1 f_ig_i, gde

f_i ∈ G_0, g_i ∈ G_1.

Dokazatel~stvo. Pust~ ai ∈ G0 ∩ S(1, e), bi ∈ G1 ∩ S(1, e), i ∈

{1, · · · , n/2}. Opredelim fflement x = n/2∏ i=1 a_ib_i. Poskol~ku a_i i b_i –

obrazu¸wie grupp G_0 i, sootvetstvenno, G_1, imeem ρ(x, e) 6 n, to est~ x ∈ D(n, e), otkuda, v silu simmetrii D(n, e), poluqaem x^{−1} ∈ D(n, e), qto vleqet e = xx^{−1} ∈ xD(n, e). SvØznost~ poslednego mnoßestva vytekaet iz svØznosti diska D(n, e). Pust~ teper~ f ∈ xD(n, e), i f imeet kanoniqeskoe razloßenie f = r∏ i=1 f_i, i predpoloßim, qto f_1 ∈ G_1. Togda v silu Lemmy 2.1,

b^{−1}_{n/2}a^{−1}_{n/2} · · · b^{−1}_1 a^{−1}_1 f_1f_2 · · · f_r ∈ D(n, e). No, s drugoæ storony, po-

skol~ku a^{−1}_1 ∈ G_0 i f_1 ∈ G_1, ρ(e, x^{−1}f) = n/2 + n/2 +^r ∑ i=1 ρ(e, f_i) > n, i poluqaem protivoreqie.

Osnovnym rezul~tatom nastoØweæ raboty ØvlØetsØ sledu¸- waØ Teorema 2.3. Put~ gruppa G razloßima v svobodnoe proizvede-

nie koneqno-poroßdennnyh netrivial~nyh grupp G_0 i G_1. Togda dlØ l¸bogo koneqnogo podmnoßestva S ⊂ G suwestvuet takoe koneqnoe podmnoßestvo A ⊂ G, qto S ⊂ A i G = ∪g_iA, g_i ∈ G, priqem g_iA ∩ g_jA = ?.

Dokazatel~stvo. Pust~ qetnoe qislo n takovo, qto A = D(n, e) ⊃

S. Postroim takoe semeæstvo podmnoßestv G {N_i}, qto G =^∞ ⋃ i=1 N_i i vypolneny sledu¸wie usloviØ: a) N_i = gA, gde g ∈ G; b)^m ⋃ i=1 N_i ØvlØetsØ svØznym podgrafom Γ_r (G), soderßawim e; s) N_i ∩N_j = ∅.

Poloßim N_1 = A i predpoloßim, qto postroeno semeæstvo mnoßestv {N_i}^n_{i=1}, udovletvorØ¸wee usloviØm a–s. Oboznaqim

Ñ =^n⋃ i=1 N_i, i pust~ ỹ /∈ Ñ . Rassmotrim cep~, svØzyva¸wu¸ edi-

nicu gruppy G i ỹ {e = x_1, x_2 · · · x_{r−1}, x_r = y, x_{r+1} · · · ỹ}, gde y – pervyæ fflement fftoæ cepi, ne soderßawiæsØ v Ñ . Ne umalØØ

72 M. V. ȷELUDEV obwnosti, moßno sqitat~, qto kanoniqeskoe razloßenie fflementa y est~ y =^k ∏ i=1 g_ip_i, gde g_i ∈ G_0, p_i ∈ G_1. Po Lemme 2.2 suwe-

stvuet fflement x ∈ A takoæ, qto e ∈ xA, a takße l¸boæ fflement

f ∈ xA imeet kanoniqeskoe razloßenie f = q∏ i=1 f_i, gde f_1 ∈ G_0. Po-

loßim N_{n+1} = yxA i proverim dlØ fftogo mnoßestva vypolnenie usloviæ a–s.

Uslovie a oqevidno, a b vytekaet iz togo, qto N_{n+1} ØvlØetsØ svØznym podgrafom, soderßawim y; y ße svØzan rebrom s x_{r−1}, kotoryæ prinadleßit svØznomu podgrafu Ñ . Nakonec, pust~ b ∈

N_{n+1} ∩Ñ . V silu usloviØ 3 Lemmy 2.2, kanoniqeskoe razloßenie

fflementa b imeet vid b = g_1p_1 · · · g_kp_kf_1f_1 · · · f_q, priqem p_k ∈ G_1 i

f_1 ∈ G_0. Pofftomu b > y, i l¸boæ marxrut, svØzyva¸wiæ v Γ_r(G)

edinicu s b, prohodit qerez y. V silu togo, qto b ∈ Ñ i svØznosti Ñ , poluqaem y ∈ Ñ , qto protivoreqit vyboru y. Takim obrazom, uslovie c takße provereno.

Povtoriv ffto rassußdenie nußnoe koliqestvo raz, dob~emsØ ỹ ∈^t ⋃ i=1 N_i. V silu sqetnosti qisla fflementov gruppy G, pro-

dolßiv fftot process do beskoneqnosti, poluqim^∞ ⋃ i=1 N_i = G, i

teorema polnost~¸ dokazana.

Literatura 1. B. Qandler, V. Magnus, Razvitie kombinatornoæ teorii grupp. M., Mir, 1985.

2. A. G. Kurox, TeoriØ grupp. M., Nauka, 1967. Zheludev M. V. Tiling of groups.

The following problem formulated by A. M. Vershik connected to several questions in the traectory theory of the finite generated groups pavements is being researched. The result is: let G be decomposed into the free product of two nontrivial groups. Then for any finite subset S of group G there exists a finite subset P of group G including S such that G is being covered by nonintersected left translations of the set P .

Postupilo 24 i¸nØ 1999g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet