V. N. Ivanov KOMBINATORNA˚ FORMULA DL˚ FAKTORIAL^NYH Q–FUNKCI` XURA

§0. Vvedenie

Klassiqeskiæ sposob vyqisleniØ neprivodimyh harakterov simmetriqeskoæ gruppy S(n) osnovan na ispol~zovanii S-funk-ciæ Xura s_λ, parametrizovannyh razbieniØmi qisla n. Ih pervoe opredelenie v vide otnoxeniØ dvuh determinantov predloßil ˚kobi. Pozdnee ıng poluqil dlØ s_λ formulu v terminah tablic, svØzannyh s sootvetstvu¸weæ diagrammoæ ınga, nazvannu¸ kombinatornoæ formuloæ. V algebraiqeskoæ kombinatorike ffta formula aktivno ispol~zuetsØ, kak formula dlØ proizvodØweæ funkcii qisla tablic dannoæ formy.

DlØ vyqisleniØ proektivnyh harakterov simmetriqeskoæ gruppy S(n) I. Xur v rabote [12] vvel simmetriqeskie funkcii

Q_λ, parametrizuemye strogimi razbieniØmi qisla n, nazvannye

vposledstvii Q-funkciØmi Xura. Q-funkcii Xura oblada¸t zameqatel~nym svoæstvom supersimmetriqnosti (Opredelenie 1.1 v dannoæ rabote). Pozdnee dlØ funkciæ Q_λ takße byla dokazana kombinatornaØ formula. �ta formula dlØ Q-funkciæ Xura dopuskaet krasivu¸ formulirovku v terminah tablic sdvinutoæ diagrammy ınga, sm., naprimer, v [13, 6, 10].

V fftoæ rabote my vvodim faktorial~nye analogi Q-funkciæ Xura – supersimmetriqeskie funkcii Q^∗_λ. Faktorial~nye analogi razliqnyh simmetriqeskih funkciæ takße nazyva¸tsØ interpolØcionnymi analogami. Opredelenie funkciæ Q^∗_λ bylo predloßeno A. ı. Okun~kovym (Opredelenie 1.15). Osnovnym rezul~tatom fftoæ raboty ØvlØetsØ kombinatornaØ formula dlØ faktorial~nyh Q-funkciæ Xura (Teorema 2.10). �ta formula vyØvlØet dopolnitel~nu¸ skrytu¸ simmetri¸ kombinatornoæ formuly dlØ Q_λ.

Pri podderßke RFFI – iniciativnye granty 98-01-00303 i 96-01- 00146, grant podderßki nauqnyh xkol 96-15-96060, Meßdunarodnoæ Sorosovskoæ Programmy ObrazovaniØ v Oblasti Toqnyh Nauk – grant s98-658. 73

74 V. N. IVANOV

Ranee v rabotah [8, 4] byli vvedeny interpolØcionnye analogi S-funkciæ Xura – funkcii s^∗_μ. s^∗_μ takße nazyva¸tsØ sdvinutymi funkciØmi Xura, potomu qto oni stanovØtsØ simmetriqeskimi pri opredelennom sdvige peremennyh. V rabote [4] dlØ s^∗_μ byla poluqena kombinatornaØ formula. S pomow~¸ funkciæ s^∗_μ v [4] byla poluqena formula dlØ koliqestva puteæ meßdu dvumØ verxinami na grafe diagramm ınga, a imenno, qislo puteæ ot μ k λ ravno s toqnost~¸ do prostogo mnoßitelØ znaqeni¸ s^∗_μ(λ). V rabote [2], ispol~zuØ metod [4], bylo poluqeno, qto koliqestvo puteæ meßdu dvumØ verxinami μ i λ na grafe sdvinutyh diagramm ınga ravno s toqnost~¸ do prostogo mnoßitelØ znaqeni¸ Q^∗_μ(λ). S pomow~¸ fftogo rezul~tata v [2], ispol~zuØ metody [1, 3], bylo poluqeno novoe dokazatel~stvo teorem Nazarova, privedennyh v [7], o klassifikacii proektivnyh harakterov beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy.

Obobweniem S- i Q-funkciæ Xura ØvlØ¸tsØ polinomy Makdonal~da, smotri [6]. V rabotah [5, 11, 9] byli vvedeny interpolØcionnye analogi polinomov Makdonal~da – sdvinutye polinomy Makdonal~da. V [9] byla poluqena kombinatornaØ formula dlØ interpolØcionnyh polinomov Makdonal~da. Odnako, faktorial~nye Q-funkcii Xura, vidimo, ne poluqa¸tsØ kak qastnyæ sluqaæ interpolØcionnyh polinomov Makdonal~da.

OsnovnaØ qast~ raboty sostoit iz dvuh paragrafov. V §1 my daem osnovnye opredeleniØ, v tom qisle dlØ faktorial~nyh i obobwennyh Q-funkciæ Xura (OpredeleniØ 1.9 i 1.15) i privodim ih osnovnye priloßeniØ: formulu dlØ razmernosti kosoæ sdvinutoæ diagrammy ınga (Teorema 1.18), svoæstvo obnuleniØ (Predloßenie 1.16). V §2 my dokazyvaem pravilo vetvleniØ (Teorema 2.7) i s ego pomow~¸ poluqaem osnovnoæ rezul~tat fftoæ raboty – kombinatornu¸ formulu dlØ faktorial~nyh Qfunkciæ Xura (Teorema 2.10).

Avtor gluboko blagodaren G. I. Ol~xanskomu za postanovku zadaqi i postoØnnoe vnimanie k rabote.

§1. Osnovnye opredeleniØ i predvaritel~nye svedeniØ

Opredelenie 1.1. Polinom f(x1 , . . . , xn) nazyvaetsØ supersimme-

triqeskim, esli vypolneny sledu¸wie usloviØ: (1) f simmetriqen po x_1, . . . , x_n;

KOMBINATORNA˚ FORMULA 75

(2) dlØ l¸byh natural~nyh i, j takih, qto 1 ⩽ i < j ⩽ n, polinom f(x_1 , . . . , x_{i−1}, t, x_{i+1}, . . . , x_{j−1}, −t, x_{j+1}, . . . , x_n) ne zavisit ot t.

Supersimmetriqeskie polinomy ot n peremennyh obrazu¸t algebru. Oboznaqim fftu algebru qerez Γ(n). Γ(n) graduirovana stepen~¸ polinomov, to est~

Γ(n) = ⊕_k¿_0Γ^k(n),

gde Γ^k(n) sostoit iz odnorodnyh supersimmetriqeskih polinomov stepeni k (vkl¸qaØ nulevoæ polinom).

Pri m ⩾ n rassmotrim gomomorfizm p_{m,n} : Γ(m) → Γ(n), takoæ, qto (p_{m,n}f)(x_1 , . . . , x_n) = f(x_1, . . . , x_n, 0, 0, . . . , 0). Pri ograniqenii na Γ^k(m) poluqa¸tsØ lineænye otobraßeniØ

p^k_{m,n} : Γ^k(m) → Γ^k(n).

Opredelenie 1.2. Proektivnyæ predel graduirovannyh algebr

Γ(n) v kategorii graduirovannyh algebr, vzØtyæ v sootvetstvii s morfizmami p_{m,n}, ØvlØetsØ algebroæ i nazyvaetsØ algebroæ supersimmetriqeskih funkciæ. Oboznaqim fftu algebru qerez Γ. �lement f, prinadleßawiæ Γ, – ffto po opredeleni¸ posledovatel~- nost~ (f_n)_n¿_1 takaØ, qto vypolneny sledu¸wie usloviØ: (1) f_n ∈ Γ(n), n = 1, 2, . . ., (2) f_{n+1}(x_1, . . . , x_n, 0) = f_n(x_1, . . . , x_n) (uslovie stabil~nosti), (3) sup_n deg f_n < ∞.

Opredelenie 1.3. Razbieniem nazyvaetsØ proizvol~naØ (koneq-

naØ ili beskoneqnaØ) posledovatel~nost~ celyh neotricatel~nyh qisel λ = (λ_1, λ_2, . . . ), raspoloßennyh v porØdke nestrogogo ubyvaniØ, t. e.

λ_1 ⩾ λ_2 ⩾ λ_3 ⩾ . . . (1.1)

76 V. N. IVANOV i soderßaweæ lix~ koneqnoe qislo nenulevyh qlenov. My ne budem razliqat~ dve takie posledovatel~nosti, otliqa¸wiesØ lix~ cepoqkoæ nuleæ na konce. Qislo nenulevyh qlenov v razbienii λ nazyvaetsØ dlinoæ razbieniØ λ i oboznaqaetsØ qerez ℓ(λ). Iz naxego soglaxeniØ, v qastnosti, sleduet, qto λ_{ℓ(λ)+1} = 0. Nenulevye qleny λ_i v (1.1) nazyva¸tsØ qastØmi razbieniØ λ, a summa vseh qasteæ razbieniØ λ nazyvaetsØ vesom razbieniØ i oboznaqaetsØ qerez |λ|: |λ| = ℓ(λ)∑

i=1 λ_i. Esli |λ| = n, to govorim, qto λ – razbienie qisla n i pixem λ ⊢ n.

Opredelenie 1.4. Pust~ λ – proizvol~noe razbienie. Mnoßestvo {(i, j) ∈ Z^2 | 1 ⩽ j ⩽ λ_i, 1 ⩽ i ⩽ ℓ(λ)} nazyvaetsØ diagrammoæ ınga razbieniØ λ i oboznaqaetsØ qerez D(λ). DlØ izobraßeniØ diagrammy ınga na ploskosti my budem zamenØt~ toqki ediniqnymi kvadratami i primem soglaxenie, qto pervaØ koordinata i (indeks stroki) vozrastaet pri dvißenii sverhu vniz, a vtoraØ koordinata j (indeks stolbca) vozrastaet pri dvißenii sleva napravo. Naprimer, esli λ = (6, 5, 3, 1), to

D(λ) =

Opredelenie 1.5. Razbienie λ nazyvaetsØ strogim, esli vse ego

qasti razliqny. Mnoßestvo vseh strogih razbieniæ oboznaqim qerez DP . DlØ strogih razbieniæ pomimo obyqnoæ diagrammy ınga moßno opredelit~ sdvinutu¸ diagrammu ınga. Esli λ ØvlØetsØ strogim razbieniem, to mnoßestvo {(i, j) ∈ Z^2 | i ⩽ j ⩽ λ_i + i − 1, 1 ⩽ i ⩽ ℓ(λ)}

KOMBINATORNA˚ FORMULA 77 nazyvaetsØ sdvinutoæ diagrammoæ ınga razbieniØ λ i oboznaqaetsØ qerez D(λ)^′.

Naprimer, esli λ = (6, 5, 3, 1), to

D(λ)^′ =

Opredelenie 1.6. Pust~ μ i λ – proizvol~nye razbieniØ. Budem

pisat~ μ ⊂ λ, esli D(μ) ⊂ D(λ), kak mnoßestva na ploskosti, qto ravnosil~no tomu, qto μ_i ⩽ λ_i, ∀i. Esli ße D(μ) ⊂ D(λ) i raznost~ D(λ) \ D(μ) soderßit v kaßdom stolbce ne bolee odnoæ kletki, to budem govorit~, qto λ/μ ØvlØetsØ gorizontal~noæ polosoæ i oboznaqat~ ffto λ/μ ∈ Hor.

Opredelenie 1.7. Opredelim k-u¸ ubyva¸wu¸ faktorial~nu¸

stepen~ peremennoæ x formuloæ [x ⇂ k] = k∏ i=1 (x − i + 1), k = 0, 1, 2, . . . . Rassmotrim takße obobwenie fftogo opredeleniØ.

Opredelenie 1.8. Pust~ (an)n¿1 – posledovatel~nost~ kom-

pleksnyh qisel. Opredelim k-u¸ obobwennu¸ stepen~ peremennoæ x formuloæ (x|a)^k = k∏ i=1 (x − a_i), k = 0, 1, 2, . . . . Zametim, qto [x ⇂ 0] = (x|a)^0 = 1.

Opredelenie 1.9. Pust~ ℓ(λ) ⩽ n, x1, x2, . . . , xn – peremennye,

(a_n)_n¿_1 – posledovatel~nost~ kompleksnyh qisel. Poloßim

F_λ(x_1, x_2, . . . , x_n) = ℓ(λ)∏

i=1 (x|a)^{λi} ∏ i6ℓ(λ), i<j6n x_i + x_j x_i − x_j

78 V. N. IVANOV i Q_{λ|n}(x_1, x_2, . . . , x_n|a) = 2^{ℓ(λ)} (n − ℓ(λ))! ∑ ω∈S(n) F_λ(x_{ω(1)}, x_{ω(2)}, . . . , x_{ω(n)}|a). Esli ℓ(λ) > n, to poloßim Q_{λ|n}(x_1, x_2, . . . , x_n|a) = 0.

Predloßenie 1.10. (a) Q_{λ|n}(x1, x2, . . . , xn|a) ØvlØetsØ supersim-

metriqeskim mnogoqlenom ot x_1, x_2, . . ., x_n stepeni |λ|, to est~ Q_{λ|n}(x_1, x_2, . . . , x_n|a) ∈ Γ(n). (b) Esli a_1 = 0, to Q_{λ|n+1}(x_1, x_2, . . . , x_n, 0|a) = Q_{λ|n}(x_1, x_2, . . . , x_n|a). (v) Esli razbienie λ ne ØvlØetsØ strogim, to Q_{λ|n}(x_1, x_2, . . . , x_n|a) = 0. Dokazatel~stvo. Vse utverßdeniØ sledu¸t iz [2, Predloßenie

1.1] □

Dalee v stat~e (a_n)_n¿_1 oboznaqaet taku¸ posledovatel~nost~, qto a_1 = 0.

Opredelenie 1.11. Iz PredloßeniØ 1.10(b) i OpredeleniØ 1.2

sleduet, qto posledovatel~nost~ (Q_{λ|n}(x_1, x_2, . . . , x_n|a))_n¿_1 opredelØet supersimmetriqesku¸ funkci¸, ffta funkciØ nazyvaetsØ obobwennoæ Q-funkcieæ i oboznaqaetsØ Q_λ(·|a).

Opredelenie 1.12. Esli an = 0, ∀n ∈ N, to Qλ(·|a) nazyvaetsØ

Q-funkcieæ Xura i oboznaqaetsØ Q_λ(·).

Q-funkcii byli vvedeny Xurom v rabote [12] dlØ izuqeniØ proektivnyh predstavleniæ simmetriqeskoæ gruppy. Mnoßestvo

{Q_λ(·) | λ – strogoe razbienie} ØvlØetsØ lineænym bazisom Γ,

smotri [6].

Predloßenie 1.13. Esli ℓ(λ) ⩽ n, to Q_λ(x_1, . . . , x_n|a) = Q_λ(x_1, . . . , x_n) + g(x_1, . . . , x_n), gde g(x_1, . . . , x_n) – supersimmetriqeskiæ mnogoqlen stepeni men~- xeæ, qem |λ|.

Dokazatel~stvo. Sleduet iz [2, Predloßenie 1.1] □

KOMBINATORNA˚ FORMULA 79

Sledstvie 1.14. Mnoßestvo {Qλ(·|a) | λ – strogoe razbienie}

ØvlØetsØ lineænym bazisom Γ.

Vvedem teper~ funkcii, igra¸wie osnovnu¸ rol~ v fftoæ stat~e.

Opredelenie 1.15 (A. ı. Okun~kov). Esli an = n−1, ∀n ∈ N, to

funkcii Q_λ(·|a) oboznaqa¸tsØ Q^∗_λ(·) i nazyva¸tsØ faktorial~nymi Q-funkciØmi Xura. Esli ℓ(λ) ⩽ n, to, vspomniv oboznaqeniØ OpredeleniØ 1.7 moßno napisat~

Q^∗_λ(x_1, . . . , x_n) =

2^{ℓ(λ)} (n − ℓ(λ))! ∑ ω∈S(n) ℓ(λ)∏

i=1 [x_i ⇂ λ_i] ∏ i6ℓ(λ),i<j6n x_i + x_j x_i − x_j . Otmetim teper~ odno zameqatel~noe svoæstvo funkciæ Q^∗_λ.

Predloßenie 1.16. Esli μ ⊄ λ (Opredelenie 1.6), to

Q^∗_μ(λ_1, λ_2, . . . , λ_{ℓ(λ)}) = 0.

(Utverßdenie fftoæ teoremy analogiqno svoæstvu obnuleniØ dlØ s^∗-funkciæ, privedennomu v [4] i v [8], takße ego moßno sravnit~ s opredeleniem sdvinutyh polinomov Makdonal~da v [9].)

Dokazatel~stvo. �to utverßdenie sleduet iz [2, Teorema 1.5]. □ Funkcii Q^∗_λ uqastvu¸t v formule dlØ razmernosti kosoæ sdvinutoæ diagrammy ınga, niße my sformuliruem ffto podrobnee.

Opredelenie 1.17. Esli μ i λ – strogie razbieniØ takie, qto

μ ⊂ λ, to sdvinutaØ kosaØ diagramma, sootvetstvu¸waØ pare (λ, μ), est~ raznost~ sdvinutyh diagramm D(λ)^′ i D(μ)^′. Sdvinutoæ standartnoæ tabliceæ formy λ/μ nazyvaetsØ zapolnenie kosoæ sdvinutoæ diagrammy D(λ)^′ \ D(μ)^′ qislami 1, 2, . . . , |λ| − |μ| tak, qtoby qisla strogo vozrastali pri qtenii sleva napravo po strokam i sverhu vniz po stolbcam. Razmernost~¸ g_{λ/μ} sdvinutoæ kosoæ diagrammy D(λ)^′ \ D(μ)^′ nazyvaetsØ qislo sdvinutyh standartnyh tablic formy λ/μ. UslovimsØ, qto g_{λ/μ} = 0, esli μ ⊄ λ. Poloßim g_λ ravnym g_{λ/{}?_}, to est~ qislu sdvinutyh standartnyh tablic formy λ. DlØ g_λ est~ ØvnaØ formula, privedennaØ v

80 V. N. IVANOV

[6,III, §7,examples]:

g_λ = |λ|! λ_1! . . . λ_{ℓ(λ)}! ∏ i<j λ_i − λ_j λ_i + λ_j . Sformuliruem teper~ rezul~tat, pozvolØ¸wiæ poluqit~ Øvnu¸ formulu dlØ g_{λ/μ}.

Teorema 1.18 [2]. Pust~ μ i λ – strogie razbieniØ, togda g_{λ/μ} = 2^{−ℓ(λ)}g_λ · Q^∗_μ(λ) [|λ| ⇂ |μ|] . Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo fftoæ teoremy soderßitsØ v

[2]. □

V kaqestve priloßeniØ Teoremy 1.16 v rabote [2] poluqeno novoe dokazatel~stvo teorem Nazarova o proektivnyh harakterah beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy [7].

§2. Pravilo vetvleniØ i kombinatornaØ formula

V fftom paragrafe my dokaßem pravilo vetvleniØ dlØ faktorial~nyh Q-funkciæ (Teorema 2.7). Iz pravila vetvleniØ my vyvedem osnovnoæ rezul~tat fftoæ stat~i – kombinatornu¸ formulu dlØ faktorial~nyh Q-funkciæ (Teorema 2.10). V naqale fftogo paragrafa my dokaßem neskol~ko vspomogatel~nyh utverßdeniæ. Vse rezul~taty fftogo paragrafa moßno estestvennym obrazom pereformulirovat~ dlØ obobwennyh Q-funkciæ. UtverßdeniØ i dokazatel~stva privedeny dlØ faktorial~nyh Q-funkciæ tol~ko dlØ togo, qtoby izloßenie bylo menee gromozdkim. Kombinatornu¸ formulu dlØ obobwennyh Q-funkciæ my vypixem v konce fftogo paragrafa (Teorema 2.11).

Predloßenie 2.1. Pust~ k – proizvol~noe natural~noe qislo,

togda dlØ l¸byh x i y vypolneno toßdestvo [x ⇂ k] − [y ⇂ k] = (x − y) k−1∑ t=0 [x ⇂ (k − 1 − t)][(y − k + t) ⇂ t]. Dokazatel~stvo. Dokaßem toßdestvo indukcieæ po k. Pri k = 1

toßdestvo verno. Iz ravenstva [x ⇂ k]−[y ⇂ k] = (x−y)·[x ⇂ (k−1)]+(y−k+1)· ( [x ⇂ (k−1)]−[y ⇂ (k−1)] )

KOMBINATORNA˚ FORMULA 81

sleduet indukcionnyæ perehod.

Predloßenie dokazano. □

Predloßenie 2.2. Pust~ k – proizvol~noe natural~noe qislo,

togda dlØ l¸byh x i y vypolneno toßdestvo ( [x ⇂ k] − [y ⇂ k] )x + y x − y =

= [x ⇂ k] + 2 (_{k−2} ∑ t=0 [x ⇂ (k − 1 − t)]y[(y − k + t) ⇂ t] ) + [y ⇂ k]. Dokazatel~stvo. Ispol~zuØ ravenstvo ( [x ⇂ k] − [y ⇂ k] ) x + y x − y = [x ⇂ k] − [y ⇂ k] + 2y [x ⇂ k] − [y ⇂ k] x − y i Predloßenie 2.1, poluqaem dokazyvaemoe toßdestvo. □

Predloßenie 2.3. Pust~ k – proizvol~noe natural~noe qislo,

togda dlØ l¸byh x, y i c vypolneno toßdestvo ( [(x − c) ⇂ k] − [(y − c) ⇂ k] ) x + y x − y =

= [(x − c) ⇂ k] + +2 (_{k−2} ∑ t=0 [(x − c) ⇂ (k − 1 − t)]y[(y − c − k + t) ⇂ t] ) + +(y + c)[(y − c − 1) ⇂ (k − 1)].

Dokazatel~stvo. Iz ravenstva ( [(x − c) ⇂ k] − [(y − c) ⇂ k] ) x + y x − y =

= ( [(x − c) ⇂ k] − [(y − c) ⇂ k] ) (x − c) + (y − c) (x − c) − (y − c) +

+2c [(x − c) ⇂ k] − [(y − c) ⇂ k] x − y i Predloßeniæ 2.1 i 2.2 sleduet dokazyvaemoe toßdestvo. □

82 V. N. IVANOV

Predloßenie 2.4. Pust~ x1, . . . , xn – proizvol~nye qisla, togda

ime¸t mesto sledu¸wie ravenstva n∑ i=1 ∏ j≠i x_i + x_j x_i − x_j = { 0, esli n qetno, 1, esli n neqetno; ∑ ω∈S(n) n∏ i=2 x_{ω(1)} + x_{ω(i)} x_{ω(1)} − x_{ω(i)} = { 0, esli n qetno, (n − 1)!, esli n neqetno.

Dokazatel~stvo. Vtoroe ravenstvo sleduet iz pervogo.

Itak, dokaßem, qto S(x_1 , . . ., x_n) = n∑ i=1 ∏ j≠i x_i + x_j x_i − x_j = { 0, esli n qetno, 1, esli n neqetno.

Imeem, qto

S(x_1 , . . . , x_n) = R(x_1, . . . , x_n) ∏ i<j(x_i − x_j) , gde R(x_1, . . . , x_n) – mnogoqlen ot x_1, . . ., x_n, deg R =^{n(n−1)}_2 = deg ∏ i<j(x_i −x_j). S drugoæ storony, S(x_1, . . . , x_n) ØvlØetsØ simme-

triqnoæ funkcieæ ot x_1, . . ., x_n, pofftomu R(x_1, . . . , x_n) – kososimmetriqnyæ mnogoqlen ot x_1, . . . , x_n. Sledovatel~no, S(x_1, . . . , x_n) – mnogoqlen stepeni 0, to est~ qislo, zavisØwee tol~ko ot n. Oboznaqim ffto qislo qerez s_n. PolagaØ x_n = 0, poluqaem rekurrentnoe sootnoxenie s_n = s_{n−1} + (−1)^{n−1}. Krome togo, s_2 = 0, i my poluqaem dokazyvaemoe ravenstvo. □

Predloßenie 2.5. Pust~ x1, . . . , xn – proizvol~nye peremennye,

c_1, . . ., c_{ℓ(λ)} – proizvol~nye konstanty, opredelim funkci¸ ot x_1, . . . , x_n sledu¸weæ formuloæ B_{λ|n}(x_1, . . . , x_n|c_1, . . . , c_{ℓ(λ)}) = ℓ(λ)∏

t=1 ([x_t ⇂ λ_t] − c_t[x_t ⇂ λ_{t+1}]) ∏ i6ℓ(λ), i<j6n x_i + x_j x_i − x_j . (2.1)

Esli n − ℓ(λ) neqetno, to dlØ l¸byh c_1, . . . , c_{ℓ(λ)} vypolneno ravenstvo

2^{ℓ(λ)} (n − ℓ(λ))! ∑ ω∈S(n) B_{λ|n}(x_{ω(1)}, . . . , x_{ω(n)}|c_1, . . . , c_{ℓ(λ)}) = Q^∗_λ(x_1, . . . , x_n).

KOMBINATORNA˚ FORMULA 83

(Esli n − ℓ(λ) qetno, to ffto ravenstvo, voobwe govorØ, naruxaetsØ.)

Dokazatel~stvo. Pust~ celoe qislo k takovo, qto 1 ⩽ k ⩽ ℓ(λ).

Dokaßem indukcieæ po k, qto esli c_k = c_{k+1} = . . . = c_{ℓ(λ)} = 0, to dokazyvaemoe ravenstvo verno, to est~

Q^∗_λ(x_1, . . ., x_n) =

2^{ℓ(λ)} (n − ℓ(λ))! · · ∑ ω∈S(n) B_{λ|n}(x_{ω(1)}, . . . , x_{ω(n)}|c_1, . . . , c_{k−1}, 0, . . . , 0). Pri k = 1 ffto verno po Opredeleni¸ 1.15. Pri 1 < k ⩽ ℓ(λ) imeem ravenstvo B_{λ|n}(x_1, . . . , x_n|c_1, . . . , c_{k−1}, 0, . . . , 0) = = B_{λ|n}(x_1, . . . , x_n|c_1, . . . , c_{k−2}, 0, 0, . . . , 0)+ +c_{k−1} (_{k−2} ∏ t=1 ([x_t ⇂ λ_t] − c_t[x_t ⇂ λ_{t+1}]) ) ·

·[x_{k−1} ⇂ λ_k] · [x_k ⇂ λ_k] · ℓ(λ)∏

t=k+1 [x_t ⇂ λ_t] · ∏ i6ℓ(λ), i<j6n x_i + x_j x_i − x_j . Iz [2, Predloßenie 1.1v)] sleduet, qto ∑ ω∈S(n) (_{k−2} ∏ t=1 ([x_{ω(t)} ⇂ λ_t] − c_t[x_{ω(t)} ⇂ λ_{t+1}]) ) ·

·[x_{ω(k−1)} ⇂ λ_k] · [x_{ω(k)} ⇂ λ_k] · ℓ(λ)∏

t=k+1 [x_{ω(t)} ⇂ λ_t] · ∏ i6ℓ(λ), i<j6n x_{ω(i)} + x_{ω(j)} x_{ω(i)} − x_{ω(j)} = 0,

pofftomu indukcionnyæ perehod dokazan.

Itak,

Q^∗_λ(x_1, . . ., x_n) =

2^{ℓ(λ)} (n − ℓ(λ))! · · ∑ ω∈S(n) B_{λ|n}(x_{ω(1)}, . . . , x_{ω(n)}|c_1, . . . , c_{ℓ(λ)−1}, 0).

84 V. N. IVANOV

Otmetim ravenstvo B_{λ|n}(x_1, . . . , x_n|c_1, . . . , c_{ℓ(λ)}) = B_{λ|n}(x_1, . . . , x_n|c_1, . . . , c_{ℓ(λ)−1}, 0)+

+c_{ℓ(λ)} ℓ(λ)−1∏

t=1 ([x_t ⇂ λ_t] − c_t[x_t ⇂ λ_{t+1}]) ·

· ∏ i6ℓ(λ)−1, i<j6n x_i + x_j x_i − x_j n∏ j=ℓ(λ)+1 x_{ℓ(λ)} + x_j x_{ℓ(λ)} − x_j .

Esli n − ℓ(λ) neqetno, to iz PredloßeniØ 2.4 sleduet, qto ∑ ω∈S(n) ℓ(λ)−1∏

t=1 ([x_{ω(t)} ⇂ λ_t] − c_t[x_{ω(t)} ⇂ λ_{t+1}]) ·

· ∏ i6ℓ(λ)−1, i<j6n x_{ω(i)} + x_{ω(j)} x_{ω(i)} − x_{ω(j)} n∏ j=ℓ(λ)+1 x_{ω(ℓ(λ))} + x_{ω(j)} x_{ω(ℓ(λ))} − x_{ω(j)} . = 0. Takim obrazom, predloßenie dokazano. □

Opredelenie 2.6. Pust~ strogie razbieniØ λ i μ takovy, qto

λ/μ ∈ Hor (Opredelenie 1.6). Opredelim v fftoæ situacii funkci¸ φ_{λ/μ} : (D(λ) \ D(μ)) × C → C formuloæ

φ_{λ/μ}(i, j; x) = x + j − 1, esli (i + 1, j − 1) ∈ D(λ) \ D(μ), x − j + 1, esli (i, j − 1) ∈ D(λ) \ D(μ), 2x, inaqe.

(2.2) Takße opredelim vyraßenie b(μ, λ, x) formuloæ b(μ, λ, x) = ∏ (i,j)∈D(λ)\D(μ) φ_{λ/μ}(i, j; x) (2.3) Teorema 2.7. (Pravilo vetvleniØ dlØ faktorial~nyh Q-funkciæ)

Pust~ x_1, . . . , x_n – peremennye, a λ – strogoe razbienie, togda dlØ polinoma Q^∗_λ(x_1, . . . , x_n) (Opredelenie 1.10) vypolneno ravenstvo

Q^∗_λ(x_1, . . . , x_n) = ∑ μ∈DP,λ/μ∈Hor b(μ, λ, x_n)Q^∗_μ(x_1, . . . , x_{n−1}).

KOMBINATORNA˚ FORMULA 85

Dokazatel~stvo. Esli ℓ(λ) > n, to v obeih qastØh dokazyvaemo-

go ravenstva stoØt nuli.

Rassmotrim teper~ sluqaæ, kogda ℓ(λ) ⩽ n.

Predpoloßim sperva, qto n − ℓ(λ) neqetno. Togda iz PredloßeniØ 2.5 sleduet ravenstvo

Q^∗_λ(x_1, . . . , x_n) = = 2^{ℓ(λ)} (n − ℓ(λ))! ∑ ω∈S(n) B_{λ|n}(x_{ω(1)}, . . ., x_{ω(n)}|c_1, . . . , c_{ℓ(λ)}), (2.4) gde B_{λ|n}(x_1, . . . , x_n|c_1, . . . , c_{ℓ(λ)}) = = ℓ(λ)∏

t=1 ([x_t ⇂ λ_t] − c_t[x_t ⇂ λ_{t+1}]) ∏ i6ℓ(λ), i<j6n x_i + x_j x_i − x_j .

Zafiksiruem peremennu¸ x_n i poloßim

c_i = [(x_n − λ_{i+1}) ⇂ (λ_i − λ_{i+1})] (2.5)

dlØ 1 ⩽ i ⩽ ℓ(λ). Budem oboznaqat~ tak vybrannye c_1, . . . , c_{ℓ(λ)} qerez c^0_1, . . . , c^0_{ℓ(λ)} sootvetstvenno. Iz (2.4) imeem ravenstvo

Q^∗_λ(x_1, . . . , x_n) = = 2^{ℓ(λ)} (n − ℓ(λ))! ∑ ω∈S(n) ( ℓ(λ)∏ i=1 ( [x_{ω(i)} ⇂ λ_i]− −[(x_n − λ_{i+1}) ⇂ (λ_i − λ_{i+1})][x_{ω(i)} ⇂ λ_{i+1}] ) · · ∏ i6ℓ(λ), i<j6n x_{ω(i)} + x_{ω(j)} x_{ω(i)} − x_{ω(j)} ) . (2.6)

Esli ω^{−1}(n) ⩽ ℓ(λ), to B_{λ|n}(x_{ω(1)}, . . . , x_{ω(n)}|c^0_1, . . . , c^0_{ℓ(λ)}) = 0. Esli ω^{−1}(n) > ℓ(λ), to B_{λ|n}(x_{ω(1)}, . . . , x_{ω(n)}|c^0_1, . . . , c^0_{ℓ(λ)}) = B_{λ|n}(x_{ρ(1)}, . . . , x_{ρ(n)}|c^0_1, . . . , c^0_{ℓ(λ)}),

86 V. N. IVANOV

gde ρ poluqaetsØ iz ω umnoßeniem na transpozici¸ : ρ = ω ·

(ω^{−1}(n), n). Zametim, qto ρ(n) = n, to est~ faktiqeski ρ ∈ S(n−1).

DlØ kaßdogo ρ ∈ S(n−1) suwestvuet rovno n−ℓ(λ) takih ω ∈ S(n), qto ω^{−1}(n) > ℓ(λ) i ρ = ω · (ω^{−1}(n), n). Pofftomu iz (2.6) poluqaem

Q^∗_λ(x_1, . . . , x_n) =

2^{ℓ(λ)} (n − ℓ(λ) − 1)! · · ∑ ρ∈S(n−1) B_{λ|n}(x_{ρ(1)}, . . . , x_{ρ(n−1)}, x_n|c^0_1, . . . , c^0_{ℓ(λ)}). (2.7) Poloßim r(i) = λ_i − λ_{i+1} dlØ i = 1, . . ., ℓ(λ). Iz (2.5) i PredloßeniØ 2.3 sledu¸t ravenstva ( [x_k ⇂ λ_k] − c^0_k[x_k ⇂ λ_{k+1}] ) x_k + x_n x_k − x_n = = [x_k ⇂ λ_{k+1}] ( ( [(x_k − λ_{k+1}) ⇂ r(k)] − [(x_n − λ_{k+1}) ⇂ r(k)] )x_k + x_n x_k − x_n ) = = [x_k ⇂ λ_{k+1}] ( [(x_k − λ_{k+1}) ⇂ r(k)]+

+2 r(k)−2 ∑ i=0 [(x_k − λ_{k+1}) ⇂ (r(k) − 1 − i)]x_n[(x_n − λ_{k+1} − r(k) + i) ⇂ i]+

+(x_n + λ_{k+1})[(x_n − λ_{k+1} − 1) ⇂ (r(k) − 1)] ) . (2.8)

Iz (2.1) i (2.8) poluqaem B_{λ|n}(x_1, . . . , x_n|c^0_1, . . . , c^0_{ℓ(λ)}) = = ( ℓ(λ)∏ i=1 ([x_i ⇂ λ_i] − [(x_n − λ_{i+1}) ⇂ r(i)]·

·[x_i ⇂ λ_{i+1}]) x_i + x_n x_i − x_n ) · ( ∏ i6ℓ(λ), i<j6n−1 x_i + x_j x_i − x_j ) =

= ( ∏ i6ℓ(λ), i<j6n−1 x_i + x_j x_i − x_j ) · ℓ(λ)∏

k=1 ( [x_k ⇂ λ_{k+1}] · ( [(x_k − λ_{k+1}) ⇂ r(k)]+

KOMBINATORNA˚ FORMULA 87 +2 r(k)−2 ∑ i=0 [(x_k − λ_{k+1}) ⇂ (r(k) − 1 − i)]x_n[(x_n − λ_{k+1} − r(k) + i) ⇂ i]+

+(x_n + λ_{k+1})[(x_n − λ_{k+1} − 1) ⇂ (r(k) − 1)] )) . Ispol~zuØ Opredelenie 1.7, (2.2) i (2.3), poluqaem, qto poslednee vyraßenie ravno ∑ ℓ(μ)=ℓ(λ), λ/μ∈Hor, μ∈DP b(μ, λ, x_n) · ℓ(λ)∏

i=1 [x_i ⇂ μ_i] ∏ i6ℓ(λ), i<j6n−1 x_i + x_j x_i − x_j +

+ 1 2 ∑ ℓ(μ)=ℓ(λ)−1, λ/μ∈Hor, μ∈DP b(μ, λ, x_n) · ℓ(μ)∏

i=1 [x_i ⇂ μ_i] ∏ i6ℓ(λ), i<j6n−1 x_i + x_j x_i − x_j +

+ ∑ λ/μ∈Hor, μ /∈DP d(μ, λ, x_n) · ℓ(λ)∏

i=1 [x_i ⇂ μ_i] ∏ i6ℓ(λ), i<j6n−1 x_i + x_j x_i − x_j , gde d(μ, λ, x_n) – nekotorye funkcii ot x_n. Vvedem funkci¸ ot

x_1, . . . , x_{n−1} formuloæ G_{μ|n}(x_1, . . . , x_{n−1}|ℓ(λ)) = ℓ(μ)∏

i=1 [x_i ⇂ μ_i] ∏ i6ℓ(λ), i<j6n−1 x_i + x_j x_i − x_j .

Iz (2.7) sleduet ravenstvo

Q^∗_λ(x_1, . . . , x_n) = = ∑ ℓ(μ)=ℓ(λ), λ/μ∈Hor,μ∈DP b(μ, λ, x_n) 2^{ℓ(λ)} (n − ℓ(λ) − 1)! ·

· ∑ ω∈S(n−1) G_{μ|n}(x_{ω(1)}, . . . , x_{ω(n−1)}|ℓ(λ))+

88 V. N. IVANOV + ∑ ℓ(μ)=ℓ(λ)−1, λ/μ∈Hor,μ∈DP b(μ, λ, x_n) 2^{ℓ(λ)−1} (n − ℓ(λ) − 1)! ·

· ∑ ω∈S(n−1) G_{μ|n}(x_{ω(1)}, . . . , x_{ω(n−1)}|ℓ(λ))+

+ ∑ λ/μ∈Hor,μ /∈DP d(μ, λ, x_n) 2^{ℓ(λ)} (n − ℓ(λ) − 1)! ·

· ∑ ω∈S(n−1) G_{μ|n}(x_{ω(1)}, . . ., x_{ω(n−1)}|ℓ(λ)). (2.9) Rassmotrim tri summy, stoØwie v pravoæ qasti ravenstva (2.9).

Esli μ ne ØvlØetsØ strogim razbieniem, to iz [2, Predloßenie 1.1v)] sleduet ∑ ω∈S(n−1) G_{μ|n}(x_{ω(1)}, . . . , x_{ω(n−1)}|ℓ(λ)) = 0. (2.10) Esli ℓ(μ) = ℓ(λ) i μ – strogoe razbienie, to po Opredeleni¸ 1.15

2^{ℓ(λ)} (n − ℓ(λ) − 1)! ∑ ω∈S(n−1) G_{μ|n}(x_{ω(1)}, . . . , x_{ω(n−1)}|ℓ(λ)) =

= Q^∗_μ(x_1, . . . , x_{n−1}). (2.11)

Esli ℓ(μ) = ℓ(λ) − 1 i μ – strogoe razbienie, to ∑ ω∈S(n−1) G_{μ|n}(x_{ω(1)}, . . . , x_{ω(n−1)}|ℓ(λ)) =

= ∑ ω∈S(n−1) (( ℓ(μ)∏ i=1 [x_{ω(i)} ⇂ μ_i] ) ·

· ( ∏ i<j6n−1 i6ℓ(μ) x_{ω(i)} + x_{ω(j)} x_{ω(i)} − x_{ω(j)} ) · (_{n−1}∏ j=ℓ(λ)+1 x_{ω(ℓ(λ))} + x_{ω(j)} x_{ω(ℓ(λ))} − x_{ω(j)} )) (2.12)

KOMBINATORNA˚ FORMULA 89

Iz PredloßeniØ 2.4 sleduet, qto poslednee vyraßenie ravno 1 n − ℓ(λ) ∑ ω∈S(n−1) ( ℓ(μ)∏ i=1 [x_{ω(i)} ⇂ μ_i] ∏ i<j6n−1 i6ℓ(μ) x_{ω(i)} + x_{ω(j)} x_{ω(i)} − x_{ω(j)} ) . (2.13)

Iz (2.9), (2.10), (2.11), (2.12) i (2.13) poluqaem ravenstvo

Q^∗_λ(x_1, . . . , x_n) = ∑ μ∈DP,λ/μ∈Hor b(μ, λ, x_n)Q^∗_μ(x_1, . . . , x_{n−1}). (2.14) Itak, my dokazali utverßdenie teoremy, esli n − ℓ(λ) neqetno.

Rassmotrim teper~ sluqaæ, kogda n − ℓ(λ) qetno. Vvedem fiktivnu¸ peremennu¸ x_0 = 0. Togda iz svoæstva stabil~nosti (Predloßenie 1.10b)) i (2.14) poluqaem ravenstva

Q^∗_λ(x_1, . . . , x_n) = Q^∗_λ(x_0, x_1, . . . , x_n) = = ∑ μ∈DP,λ/μ∈Hor b(μ, λ, x_n)Q^∗_μ(x_0, x_1, . . ., x_{n−1}) =

= ∑ μ∈DP,λ/μ∈Hor b(μ, λ, x_n)Q^∗_μ(x_1, . . . , x_{n−1}). Teorema dokazana. □

Opredelenie 2.8. Rassmotrim uporØdoqennoe mnoßestvo A n =

{1^′ < 1 < 2^′ < 2 < · · · < n^′ < n} dlØ proizvol~nogo natural~nogo qisla n. Vvedem na A_n dve funkcii | · | i sgn formulami

|k| = |k^′| = k, sgn(k) = − sgn(k^′) = 1.

Pust~ λ i μ proizvol~nye strogie razbieniØ, D(λ)^′ i D(μ)^′ – sootvetstvu¸wie im sdvinutye diagrammy ınga (Opredelenie 1.5), takie, qto μ ⊂ λ ili ravnosil~no D(μ)^′ ⊂ D(λ)^′ (v qastnosti, μ moßet ravnØt~sØ nulevomu razbieni¸). Otobraßenie T : D(λ)^′ \ D(μ)^′ → A_n nazyvaetsØ sdvinutoæ tabliceæ formy λ/μ porØdka n, esli vypolneny sledu¸wie usloviØ:

(1) T (i, j) ⩽ T (i, j + 1); (2) T (i, j) ⩽ T (i + 1, j);

(3) ne bolee odnogo k vstreqaetsØ v obraze kaßdogo stolbca; (4) ne bolee odnogo k^′ vstreqaetsØ v obraze kaßdoæ stroki;

90 V. N. IVANOV Oboznaqim mnoßestvo sdvinutyh tablic formy λ/μ porØdka n qerez STab(λ/μ, n). Esli μ = ∅, to budem pisat~ prosto STab(λ, n).

DlØ izobraßeniØ tablicy T budem na sdvinutoæ diagramme ınga v kletke (i, j) pisat~ znaqenie T (i, j). Vot primer sdvinutoæ tablicy formy (6, 5, 3, 1) porØdka 5.

1^′ 1 2^′ 1 2 3

3^′ 3^′ 4 5^′

4^′ 4^′ 4

4 5

Predloßenie 2.9. Pust~ λ i μ – strogie razbieniØ takie, qto

λ/μ ∈ Hor. Togda dlØ b(μ, λ, x) (Opredelenie 2.6) vypolneno ravenstvo b(μ, λ, x) = ∑ R∈STab(λ/μ,1) ∏ (i,j)∈D(λ)^0\D(μ)^0 (x + sgn(R(i, j))(i − j)). Dokazatel~stvo. Vvedem otobraßenie sdviga Shift : Z^2 → Z^2,

zadannoe formuloæ

Shift(i, j) = (i, j + i − 1).

V qastnosti, po Opredeleni¸ 1.5 imeem Shift(D(λ)) = D(λ)^′.

Rassmotrim proizvedenie ∏ (i,j)∈D(λ)^0\D(μ)^0 (x + sgn(R(i, j))(i − j)). (2.15)

Pust~ R ∈ STab(λ/μ, 1) i (i, j) ∈ D(λ)^′ \ D(μ)^′. Rassmotrim tri sluqaØ.

1) Esli (i+1, j −1) ∈ D(λ)^′ \D(μ)^′, to kletki Shift(i, j) i Shift(i+

1, j − 1) nahodØtsØ drug nad drugom v odnom stolbce. Pofftomu iz

usloviæ (2) i (3) OpredeleniØ 2.8 sleduet, qto R(Shift(i, j)) = 1^′. Togda sootvetstvu¸wiæ qlen proizvedeniØ (2.15) raven

x + sgn(Shift(i, j)) · (i − j − i + 1) = x + j − 1 = φ_{λ/μ}(i, j; x).

KOMBINATORNA˚ FORMULA 91

2) Esli (i, j−1) ∈ D(λ)^′ \D(μ)^′, to kletki Shift(i, j−1) i Shift(i, j) nahodØtsØ v odnoæ stroke i iz usloviæ (1) i (4) OpredeleniØ 2.8 sleduet, qto R(Shift(i, j)) = 1. Togda sootvetstvu¸wiæ qlen proizvedeniØ (2.15) raven

x + sgn(Shift(i, j)) · (i − j − i + 1) = x − j + 1 = φ_{λ/μ}(i, j; x).

3)Esli (i, j − 1) /∈ D(λ)^′ \ D(μ)^′ i (i + 1, j − 1) /∈ D(λ)^′ \ D(μ)^′, to R(Shift(i, j)) moßet nezavisimo ot ostal~nyh znaqeniæ R prinimat~ znaqeniØ 1 i 1^′. Togda v summe proizvedeniæ vida (2.15) iz par proizvedeniæ, sovpada¸wih vezde, krome Shift(i, j), moßno vynesti i sloßit~ mnoßiteli, otveqa¸wie R(Shift(i, j)). Poluqaem

(x + sgn(1)(1 − j)) + (x + sgn(1^′)(1 − j)) = 2x = φ_{λ/μ}(i, j; x).

VspominaØ Opredelenie 2.6: b(μ, λ, x) = ∏ (i,j)∈D(λ)\D(μ) φ_{λ/μ}(i, j, x), poluqaem, qto predloßenie dokazano. □

DlØ obyqnyh Q-funkciæ Xura imeet mesto kombinatornaØ formula [6,III,§8,(8.16’)]

Q_λ(x_1, . . ., x_n) = ∑ T ∈STab(λ,n) ∏ (i,j)∈D(λ)^0 x_{|T (i,j)|}. Naprimer, esli λ = (6, 5, 3, 1), n = 5 i T imeet vid

1^′ 1

2^′ 1 2 3

3^′

3^′ 4 5^′

4^′

4^′ 4

4 5 T = ,

to sootvetstvu¸wee slagaemoe v pravoæ qasti ravno x^3_1x^2x^3x^5_4x^2_5.

Osnovnoæ rezul~tat fftoæ raboty – kombinatornaØ formula dlØ faktorial~nyh Q-funkciæ Xura.

92 V. N. IVANOV

Teorema 2.10. (KombinatornaØ formula dlØ faktorial~nyh Q-

funkciæ.) Pust~ x_1, . . ., x_n – peremennye, λ – proizvol~noe strogoe razbienie, togda vypolneno ravenstvo Q^∗_λ(x_1, . . . , x_n) = ∑ T ∈STab(λ,n) ∏ (i,j)∈D(λ)^0 (x_{|T (i,j)|} − sgn(T (i, j))(j − i)), (2.16) gde STab, sgn, | | vvedeny v opredelenii 2.8.

Naprimer, esli λ = (6, 5, 3, 1), n = 5 i T imeet vid

1^′ 1 2^′ 1 2 3

3^′ 3^′ 4 5^′

4^′ 4^′ 4

4 5 T = ,

to sootvetstvu¸wee slagaemoe v pravoæ qasti ravno

x_1(x_1 − 1)(x_1 − 2)x_2(x_2 − 1)x_3(x_3 + 2)(x_3 + 3)(x_4 − 1)· ·(x_4 − 2)(x_4 + 3)(x_4 + 4)(x_4 − 5)x_5(x_5 − 4).

Dokazatel~stvo Teoremy 2.10. Dokaßem utverßdenie teoremy

indukcieæ po qislu peremennyh.

Pri n = 1 ravenstvo (2.16), oqevidno, verno. Predpoloßim, qto dlØ l¸bogo strogo razbieniØ μ vypolneno ravenstvo Q^∗_μ(x_1, . . ., x_{n−1}) = ∑ T ∈STab(μ,n−1) ∏ (i,j)∈D(μ)^0 (x_{|T (i,j)|}−sgn(T (i, j))(j−i)). Iz PredloßeniØ 2.9 i Teoremy 2.7 sledu¸t ravenstva ∑ T ∈STab(λ,n) ∏ (i,j)∈D(λ)^0 (x_{|T (i,j)|} − sgn(T (i, j))(j − i)) =

= ∑ μ∈DP,λ/μ∈Hor b(μ, λ, x_n) ∑ T ∈STab(μ,n−1) ∏ (i,j)∈D(μ)^0 (x_{|T (i,j)|} − sgn(T (i, j))(j − i)) =

KOMBINATORNA˚ FORMULA 93 = ∑ μ∈DP,λ/μ∈Hor b(μ, λ, x_n)Q^∗_μ(x_1, . . ., x_{n−1}) = Q^∗_λ(x_1, . . . , x_n) Takim obrazom, indukcionnyæ perehod dokazan. Teorema dokazana. □

Otmetim ewe raz, qto metodom, kotorym my dokazali kombinatornu¸ formulu dlØ faktorial~nyh Q-funkciæ Xura, moßno dokazat~ i kombinatornu¸ formulu dlØ obobwennyh Q-funkciæ Xura. Niße my privodim sootvetstvu¸wu¸ ypereformulirovku osnovnoæ teoremy.

Teorema 2.11. (KombinatornaØ formula dlØ obobwennyh Q-

funkciæ.) Pust~ x_1, . . . , x_n – peremennye, λ – proizvol~noe strogoe razbienie, togda vypolneno ravenstvo Q_λ(x_1, . . . , x_n|a) = ∑ T ∈STab(λ,n) ∏ (i,j)∈D(λ)^0 (x_{|T (i,j)|}−sgn(T (i, j))a_{j−i+1}), gde STab, sgn, | | vvedeny v opredelenii 2.8.

Literatura

1. A. M. Verxik, Opisanie invariantnyh mer dlØ deæstviæ nekotoryh beskoneqnomernyh grupp. — Dokl. AN SSSR 218 (1974), 749–752.

2. V. N. Ivanov, Razmernost~ kosyh sdvinutyh diagramm ınga i proektivnye haraktery beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy. — Zap. nauqn. semin. POMI 240 (1997), 115–135.

3. S. V. Kerov, AsimptotiqeskaØ teoriØ predstavleniæ simmetriqeskoæ gruppy i ee primeneniØ v analize. DoktorskaØ dissertaciØ, S.-Peterburg (1994).

4. A. ı. Okun~kov, G. I. Ol~xanskiæ, Sdvinutye funkcii Xura. — Algebra i Analiz 9, ˝ 2 (1997), 73–146.

5. F. Knop, Symmetric and non-Symmetric quantum Capelli polynomials. q-alg 9603028 (to appear).

6. I. G. Macdonald, Symmetric functions and Hall polynomials. New York, 2nd ed., Oxford Univ. Press, 1995.

7. M. L. Nazarov, Projective representations of the infinite symmetric group. Representation theory and dynamical systems (A. M. Vershik, ed.), Advances in Soviet Mathematics, Am. Math. Soc.. vol. 9, 1992, pp. 115–130.

8. A. Yu. Okounkov, Quantum immanants and higher Capelli identities. — Transformation Groups 1 (1996), 99–126.

9. A. Yu. Okounkov, (Shifted) Macdonald polynomials: q-integral representation and combinatorial formula. — Comp. Math. 112 (1998), 147–182.

10. P. Pragacz, Algebro-geometric applications of Schur S- and Q-polynomials. — Lecture Notes in Mathematics 1478 (1991), 130–191.

94 V. N. IVANOV

11. S. Sahi, Interpolation, Integrality, and a generalization of Macdonald’s polynomials. — Internat. Math. Res. Notices no. 10 (1996), 457–471.

12. I. Schur, Uber die Darstellung der symmetrischen und der alternierenden Gruppe durch gebrocheme lineare Substitionen. — J. Reine Angew. Math. 139 (1911), 155–250.

13. J. R. Stembridge, Shifted tableaux and the projective representations of symmetric groups. — Adv. in Math. 74 (1989), 87–134.

Ivanov V. N. Combinatorial formula for factorial Schur Q-functions. We study an interpolation analogue of Schur Q-functions — factorial Schur Q-functions. We obtain an expression of factorial Schur Q-functions in terms of shifted tableaux (combinatorial formula).

Postupilo 26 ØnvarØ 1999 g. Moskovskiæ gosudarstvennyæ universitet E-mail: vivanov@vivanov.mccme.ru