Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 256, 1999 g.

V. Ivanov, S. Kerov

ALGEBRA KLASSOV SOPR˚ȷENNOSTI V SIMMETRIQESKIH GRUPPAH I QASTIQNYE PERESTANOVKI

1. Vvedenie. GlavnaØ cel~ fftoæ zametki – dokazatel~stvo formuly dlØ svertki klassov soprØßennosti v simmetriqeskih gruppah, predloßennoæ v [7] (formula (2.2), sm. takße [8]).

Esli ρ ⊢ r – razbienie natural~nogo qisla r i r ⩽ n, oboznaqim qerez ~ρ = ρ∪(1^{n−r} ) razbienie n, poluqennoe iz ρ dobavleniem nußnogo qisla edinic. Pust~ C_{ρ;n} – summa perestanovok w ∈ S_n ciklovogo tipa ~ρ. Opredelim takße “normirovannye” klassy

A_{ρ;n} = ( n − r + m_1(ρ) m_1(ρ) ) C_{ρ;n}, (1.1)

gde m_1(ρ) – qislo ediniqnyh slagaemyh v razbienii ρ. My pokaßem, qto suwestvu¸t natural~nye konstanty g^ρ_{σ,τ} , zada¸wie svertku normirovannyh klassov soprØßennosti v simmetriqeskoæ gruppe S_n: A_{σ;n} ∗ A_{τ;n} = ∑ ρ g^ρ_{σ,τ} A_{ρ;n}. (1.2) Formula (1.2) spravedliva pri dostatoqno bol~xih n. Bolee toqno, n dolßno byt~ ne men~xe |σ| + |τ |, gde qerez |ρ| oboznaqeno to qislo, razbieniem kotorogo ØvlØetsØ ρ; v protivnom sluqae slagaemye v pravoæ qasti, ne realizuemye perestanovkami

v Sn, sleduet opustit~. Otmetim, qto fflementy Cρ;n ne obrazu-

¸t bazis v algebre central~nyh funkciæ na S_n: dlØ razliqnyh razbieniæ ρ oni mogut sovpadat~.

Iz (1.2) nemedlenno sleduet staryæ rezul~tat [5]: C_{σ;n} ∗ C_{τ;n} = ∑ ρ q^ρ_{σ,τ} (n) C_{ρ;n}, (1.3)

Rabota vypolnena pri podderßke grantov RFFI 98-01-00303 (pervyæ avtor) i 99-01-00098 (vtoroæ avtor). 95

96 V. IVANOV, S. KEROV gde σ, τ, ρ probega¸t lix~ razbieniØ bez ediniqnyh slagaemyh, a kofffficienty q^ρ_{σ,τ} (n) zavisØt ot n polinomial~no.

DlØ dokazatel~stva (1.2) my vvodim polugruppy P_n qastiqnyh perestanovok mnoßestva {1, 2, . . . , n}. Polugruppovye alge-

bry C [Pn ] poluprosty i sostavlØ¸t proektivnoe semeæstvo s

predelom B_∞ = lim←− C [P_n ]. Gruppa finitnyh perestanovok S_∞ deæstvuet v B_∞ soprØßeniØmi, a ee orbity A_ρ parametrizu¸tsØ vsemi razbieniØmi natural~nyh qisel i sostavlØ¸t bazis v algebre invariantov A_∞ = BS1_∞ . Qisla g^ρ_{σ,τ} voznika¸t kak strukturnye konstanty umnoßeniØ algebry A_∞ v fftom bazise.

My pokaßem, qto algebra A_∞ estestvenno izomorfna algebre sdvinutyh simmetriqeskih funkciæ Λ^∗, vvedennoæ v [3]. �tot izomorfizm igraet dlØ svertok central~nyh fflementov v algebrah C [S_n ] taku¸ ße rol~, kak harakteristiqeskoe otobraßenie ch po otnoxeni¸ k umnoßeni¸ - inducirovani¸ harakterov simmetriqeskih grupp, sm. [9, I. 7]. My ukaßem takße primery fil~traciæ na algebre A_∞.

2. Polugruppa qastiqnyh perestanovok. Oboznaqim qerez

Pn = {1, . . . , n} otrezok natural~nogo rØda i qerez Sn grup-

pu vseh perestanovok P_n. Qastiqnoæ perestanovkoæ mnoßestva

Pn my nazyvaem paru α = (d, w), sostoØwu¸ iz proizvol~nogo

podmnoßestva d ⊂ P_n i proizvol~noæ biekcii w : d → d fftogo podmnoßestva. Mnoßestvo d uslovimsØ nazyvat~ nositelem α. Oboznaqim qerez P_n mnoßestvo vseh qastiqnyh perestanovok mnoßestva P_n.

Oqevidno, qto qislo fflementov v P_n ravno

s_n = n∑ k=0 ( n k ) k! = n∑ k=0 (n ⇂ k), (2.1)

gde (n ⇂ k) = n(n − 1) . . . (n − k + 1) – ubyva¸waØ faktorial~naØ stepen~. DlØ fftih qisel spravedlivo rekurrentnoe sootnoxenie

s_n = ns_{n−1} + 1. Pervye neskol~ko znaqeniæ takovy: s_0 = 1, s_1 = 2, s_2 = 5, s_3 = 16, s_4 = 65.

Esli (d, w) ∈ P_n – qastiqnaØ perestanovka, to qerez ~w my oboznaqaem perestanovku vsego mnoßestva P_n, sovpada¸wu¸ s w na d i toßdestvennu¸ vne d. Perestanovka ~w korrektno opredelena na vseh podmnoßestvah, soderßawih ee nositel~. �to obstoØtel~stvo pozvolØet vvesti na mnoßestve qastiqnyh perestanovok estestvennoe umnoßenie.

ALGEBRA KLASSOV SOPR˚ȷENNOSTI 97 DlØ dvuh qastiqnyh perestanovok (d_1, w_1), (d_2, w_2) my opredelØem ih proizvedenie kak paru (d_1 ∪ d_2, w_1w_2). S fftim umnoßeniem P_n stanovitsØ polugruppoæ. QastiqnaØ perestanovka (?, e_0), gde e_0 – trivial~naØ perestanovka pustogo mnoßestva ?, slußit ediniceæ v P_n i ØvlØetsØ edinstvennym obratimym fflementom v polugruppe P_n.

3. PolugruppovaØ algebra. Oboznaqim qerez Bn = C [Pn ] kompleksnu¸ polugruppovu¸ algebru polugruppy P_n. UbedimsØ, qto ffta algebra poluprosta i naædem ee neprivodimye predstavleniØ.

Zafiksiruem podmnoßestvo x ⊂ P_n veliqiny |x| = k i oboznaqim qerez S_x gruppu perestanovok podmnoßestva x. Legko videt~, qto formula φ_x(d, w) = { ~w, esli d ⊂ x; 0 inaqe

(3.1)

zadaet gomomorfizm algebr B_n → C [S_x ]. Oqevidno, qto fftot gomomorfizm s¸r¨ektiven.

Lemma 3.1. Pust~ b = n∑ k=0 ∑ |d|=k ∑ w∈Sd^{bd,w (d, w)} – fflement algebry B_n. Togda sledu¸wie usloviØ ravnosil~ny:

(1) φ_y (b) = 0 dlØ vseh y ⊂ x; (2) b_{d,w} = 0 dlØ vseh d ⊂ x.

Dokazatel~stvo. Oqevidno, qto (2) vleqet (1). Qtoby ubedit~- sØ, qto iz (1) sleduet (2), provedem indukci¸ po veliqine k = |x| mnoßestva x.

Pri k = 0 imeem φ?(b) = b?_{,e0} e_0 i utverßdenie oqevidno. Pust~ x ⊂ P_n i v – perestanovka mnoßestva x. Oboznaqim qerez d mnoßestvo podvißnyh toqek perestanovki v i qerez v – ograniqenie v na d. Qastiqnye perestanovki (d, w), dlØ kotoryh

φ_x(d, w) = v, harakterizu¸tsØ sledu¸wimi usloviØmi: (1) d ⊂ d ⊂ x; (2) ograniqenie w na d sovpadaet s v; (3) vse toqki d \ d nepodvißny dlØ w.

98 V. IVANOV, S. KEROV Pofftomu kofffficient pri v v razloßenii φ_x(b) raven ∑ d⊂d⊂x ∑ w=v b_{d,w} , gde qerez w oboznaqaetsØ ograniqenie perestanovki w na mnoßestvo ee podvißnyh toqek. Edinstvennoe slagaemoe v fftoæ summe, dlØ kotorogo d = x, ravno b_{x,v}. No po induktivnomu predpoloßeni¸ vse slagaemye s d $ x ravny nul¸, tak qto fftot kofffficient raven b_{x,v}. Lemma dokazana. • Sledstvie 3.2. Algebra Bn poluprosta i izomorfna prØmoæ sum-

me gruppovyh algebr simmetriqeskih grupp, ⨁ x⊂Pn^{φx : Bn} ∼= ⨁ x⊂Pn C [Sx ]. (3.2)

Dokazatel~stvo. Po lemme 3.1 gomomorfizm φ =^⨁ φx in¨ektiven, a razmernost~ pravoæ qasti ravna ∑ x⊂Pn^{|x|! =} n∑ k=0 ( n k ) k! = |P_n| i sovpadaet s razmernost~¸ B_n. Pofftomu φ – izomorfizm. •

Poloßim

ε_d = ∑ y:d⊂y⊂P_n (−1)^{|y|−|d|} (y, e), (3.3) gde e – toßdestvennaØ perestanovka. Legko videt~, qto φ_d(ε_d) =

e ∈ Sd i φx(εd) = 0 pri x ≠ d. Pofftomu fflement εd algebry Bn

ØvlØetsØ central~nym proektorom. Minimal~nye central~nye proektory ime¸t vid ε_dδ_λ, gde d ⊂ P_n, a δ_λ probegaet minimal~- nye central~nye proektory v algebre C [S_d ]. Centr algebry B_n imeet vid Z(B_n) ∼= ⨁ d⊂Pn^{Z(} C [Sd ]),

gde Z(C [S_d ]) – centr gruppovoæ algebry C [S_d ]. Razmernost~ centra ravna

dim Z(B_n) = n∑ k=0 ( n k ) p(k), (3.4)

gde p(k) – qislo razbieniæ k.

ALGEBRA KLASSOV SOPR˚ȷENNOSTI 99

4. Klassy soprØßennosti v Pn. SimmetriqeskaØ gruppa Sn deæstvuet avtomorfizmami polugruppy P_n po formule (d, w) →

(vd, vwv^{−1}). Orbity fftogo deæstviØ budem nazyvat~ klassami soprØßennosti v P_n. Oqevidno, qto dve qastiqnye perestanovki soprØßeny togda i tol~ko togda, kogda sovpada¸t veliqiny ih nositeleæ i ciklovye tipy. Takim obrazom, klassy soprØßennosti A_{ρ;n} ⊂ P_n parametrizu¸tsØ qastiqnymi razbieniØmi n, to est~ razbieniØmi ρ ⊢ r l¸byh natural~nyh qisel 0 ⩽ r ⩽ n. V qastnosti, A?_{;0} = {(?, e)}.

Esli ρ ⊢ r ⩽ n – qastiqnoe razbienie, oboznaqim qerez

~ρ = ρ ∪ {1^{n−r}} razbienie n, poluqennoe dobavleniem neobhodi-

mogo qisla edinic. Pust~ C_{ρ;n} – klass soprØßennosti v gruppe

Sn, sostoØwiæ iz perestanovok ciklovogo tipa ~ρ. Kak obyqno,

oboznaqim qerez m_k = m_k(ρ) qislo strok dliny k v razbienii ρ. Dopolnenie P_n \ d nositelØ qastiqnoæ perestanovki (d, w) soderßit n − r toqek, tak qto obwee qislo nepodvißnyh toqek dlØ ~w ravno n − r + m_1(ρ).

Oboznaqim qerez ψ : (d, w) → ~w gomomorfizm zabyvaniØ nositelØ qastiqnoæ perestanovki.

Pust~ perestanovka v ∈ S_n imeet ciklovyæ tip ~ρ. Mnoßestvo ψ^{−1}(v) ∩ A_{ρ;n} sostoit v toqnosti iz qastiqnyh perestanovok

(d, w), dlØ kotoryh nositel~ d soderßit vse podvißnye toqki

perestanovki v. Vo mnoßestve d moßno proizvol~no vybirat~

m_1(ρ) nepodvißnyh toqek iz obwego qisla nepodvißnyh toqek

perestanovki v, ravnogo n − r + m_1(ρ). Sledovatel~no, qisla fflementov v klasse A_{ρ;n} i v klasse soprØßennosti C_{ρ;n} gruppy S_n svØzany sootnoxeniem |A_{ρ;n}| = ( n − r + m_1(ρ) m_1(ρ) ) |C_{ρ;n}|. (4.1) Deæstvie simmetriqeskoæ gruppy S_n na P_n prodolßaetsØ po lineænosti do deæstviØ S_n na algebre B_n. Oboznaqim qerez A_n =

BSn_n podalgebru invariantnyh fflementov pri fftom deæstvii.

Gomomorfizm ψ : P_n → S_n takße prodolßaetsØ do s¸r¨ektivnogo gomomorfizma algebr ψ : B_n → C [S_n ]. On kommutiruet s deæstviem gruppy S_n soprØßeniØmi na algebrah B_n i C [S_n ]. Pofftomu ψ(A_n) = Z(C [S_n ]), gde Z(C [S_n ]) – centr gruppovoæ algebry

C [Sn ].

100 V. IVANOV, S. KEROV

Otoßdestvim klass soprØßennosti A_{ρ;n} s fflementom

A_{ρ;n} = ∑ (d,w)∈A_ρ;_n (d, w) (4.2)

algebry B_n. V qastnosti, esli |ρ| > n, to A_{ρ;n} = 0. Iz naxih opredeleniæ sleduet, qto fflementy A_{ρ;n}, gde |ρ| ⩽ n, sostavlØ¸t lineænyæ bazis algebry A_n. ˚sno, qto

ψ(A_{ρ;n} ) = ( n − r + m_1(ρ) m_1(ρ) ) C_{ρ;n}. (4.3)

V razdele 12 budut postroeny vse neprivodimye predstavleniØ π_{x,λ} algebry B_n. Otmetim, qto v l¸bom neprivodimom predstavlenii π_{x,λ} algebry B_n fflement A_{ρ;n} deæstvuet skalØrnym operatorom. Pofftomu A_{ρ;n} ∈ Z(B_n) i algebra A_n soderßitsØ v centre Z(B_n). Pri n ⩾ 2 ffto vkl¸qenie – strogoe. 5. Algebry B∞ i A∞. Pust~ m ⩽ n. Vvedem otobraßenie θm :

B_n → B_m formuloæ θ_m(d, w) = { (d, w), esli d ⊂ P_m, 0 inaqe.

(5.1)

Otobraßenie θ_m ØvlØetsØ gomomorfizmom algebr i kommutiruet s deæstviem gruppy S_m na B_n i na B_m. Pofftomu θ_m(A_n) = A_m.

Opredelim stepen~ qastiqnoæ perestanovki (d, w) ∈ P_n formuloæ deg(d, w) = |d|. DlØ b = ∑ α∈P_n bα α ∈ Bn poloßim deg b =

maxdeg α, gde maksimum beretsØ po vsem α, dlØ kotoryh b_α ≠ 0.

FunkciØ deg opredelØet fil~traci¸ na algebre B_n. Otmetim, qto deg(θ_m(b)) ⩽ deg b pri vseh b ∈ B_n.

Oboznaqim qerez B_∞ proektivnyæ predel algebr B_n otnositel~no morfizmov θ_n i qerez A_∞ proektivnyæ predel algebr A_n. Oba predela berutsØ v kategorii fil~trovannyh algebr.

Pust~ S_∞ – beskoneqnaØ simmetriqeskaØ gruppa, to est~ gruppa finitnyh perestanovok natural~nogo rØda. Gruppa S_∞ estestvennym obrazom deæstvuet na B_∞, i A_∞ = BS1_∞ ØvlØetsØ podalgebroæ invariantov fftogo deæstviØ.

6. Strukturnye konstanty algebry A∞. Oboznaqim qerez θn estestvennyæ gomomorfizm θ_n : B_∞ → B_n, a takße ego ograniqenie na A_∞. Estestvennoe vloßenie algebr i_n : B_n → B_∞ soglasovano s proekcieæ θ_n: θ_n ∘ i_n = id_{Bn} . �lementy B_∞ udobno

ALGEBRA KLASSOV SOPR˚ȷENNOSTI 101 zapisyvat~ kak formal~nye beskoneqnye summy, b = ∞∑ n=0 ∑ |d|=n ∑ w∈Sd^{bd,w (d, w).} (6.1)

DlØ zadannogo razbieniØ ρ ⊢ r poloßim A_ρ = ∑ (d, w); summi-

rovanie vedetsØ po takim qastiqnym perestanovkam (d, w) ∈ P_∞, qto |d| = r i w imeet ciklovyæ tip ρ. �lementy A_ρ, gde ρ probegaet vse razbieniØ, sostavlØ¸t lineænyæ bazis v A_∞.

Oboznaqim qerez g^ρ_{σ,τ} strukturnye konstanty algebry A_∞ v bazise {A_ρ},

A_σ A_τ = ∑ ρ g^ρ_{σ,τ} A_ρ. (6.2)

Otmetim, qto θ_n(A_ρ) = A_{ρ;n}, gde A_{ρ;n} – vvedennyæ v razdele 4 fflement algebry A_n. Iz togo fakta, qto θ_n : A_∞ → A_n – gomomorfizm, poluqaem sledu¸wee utverßdenie.

Predloßenie 6.1.

A_{σ;n} A_{τ;n} = ∑ ρ g^ρ_{σ,τ} A_{ρ;n}. (6.3) Pri |ρ| ⩽ n po opredeleni¸ imeem A_{ρ;n} = 0. PoØsnim predloßenie 6.1 primerom. ProsteæxaØ netrivial~naØ formula umnoßeniØ v algebre A_∞ takova:

A_{(2)} A_{(2)} = A_{(1}2_) + 3A_{(3)} + 2A_{(2}2_).

V algebrah ße A_2, A_3, A_4 imeem

A_{(2);2} A_{(2);2} = A_{(1}2_{);2}

A_{(2);3} A_{(2);3} = A_{(1}2_{);3} + 3A_{(3);3}

A_{(2);4} A_{(2);4} = A_{(1}2_{);4} + 3A_{(3);4} + 2A_{(2}2_{);4}.

Ukaßem poleznu¸ kombinatornu¸ interpretaci¸ strukturnyh konstant g^ρ_{σ,τ} .

Predloßenie 6.2. DlØ l¸bogo razbieniØ ρ ⊢ r poloßim dρ = Pr

i pust~

w_ρ = (1, . . . , ρ_1)(ρ_1 + 1, . . ., ρ_1 + ρ_2) . . . (|ρ| − ρ_{ℓ(ρ)} + 1, . . ., |ρ|)

102 V. IVANOV, S. KEROV

– fiksirovannaØ perestanovka mnoßestva d_ρ ciklovogo tipa ρ. Rassmotrim mnoßestvo G^ρ_{σ,τ} (n) takih par ( (d_1, w_1), (d_2, w_2) ) ∈ P_n × P_n, qto

(1) (d_1, w_1) ∈ A_{σ;n}, (d_2, w_2) ∈ A_{τ;n}; (2) d_1 ∪ d_2 = d_ρ, w_1 w_2 = w_ρ.

Togda pri n ⩾ r qislo fflementov |G^ρ_{σ,τ} (n)| ravno g^ρ_{σ,τ} .

Dokazatel~stvo. QastiqnaØ perestanovka (dρ, wρ) prinadleßit klassu A_ρ. Po opredeleni¸, qislo |G^ρ_{σ,τ} (n)| est~ kofffficient pri fflemente (d_ρ, w_ρ) v proizvedenii A_{σ;n} A_{τ;n}. Esli n ⩾ |ρ|, to A_{ρ;n} ≠ 0 i, ispol~zuØ predloßenie 6.1, poluqaem |G^ρ_{σ,τ} (n)| = g^ρ_{σ,τ} . • Predloßenie 6.3. Esli g^ρ_{σ,τ} ≠ 0, to |ρ| ⩽ |σ| + |τ |. Dokazatel~stvo. Esli g^ρ_{σ,τ} ≠ 0, to iz predloßeniØ 6.2 sleduet, qto G^ρ_{σ,τ} (|ρ|) ≠ ?. Sledovatel~no, suwestvu¸t mnoßestva d_1, d_2, takie, qto |d_1| = |σ|, |d_2| = |τ |, |d_1 ∪ d_2| = |ρ|. Takim obrazom, |ρ| ⩽ |σ| + |τ |. • Zameqanie 6.4. Oboznaqim qerez σ ∪ τ razbienie, qasti kotorogo poluqeny ob¨edineniem vseh qasteæ razbieniæ σ i τ . Iz predloßeniØ 6.2 poluqaem, qto ρ = σ ∪ τ – edinstvennoe razbienie, dlØ kotorogo |ρ| = |σ| + |τ | i g^ρ_{σ,τ} ≠ 0; pri fftom kofffficient raven g^{σ∪τ}_{σ, τ} = ∏ k¿1 ( m_k(σ) + m_k(τ ) m_k(σ) ) . 7. Svertki klassov soprØßennosti v simmetriqeskih gruppah. Esli ρ ⊢ r – proizvol~noe razbienie, oboznaqim qerez ρ razbienie, poluqennoe iz razbieniØ ρ udaleniem vseh ego ediniqnyh qasteæ (esli oni imelis~). Takim obrazom, m_1(ρ) = 0 i ρ = ρ ∪ 1^{r−|ρ|}. Napomnim, qto my vydelili v centre gruppovoæ algebry simmetriqeskoæ gruppy Z(C [S_n ]) fflementy C_{ρ;n}, parametrizovannye razbieniØmi ρ ⊢ r l¸byh qisel 0 ⩽ r ⩽ n,

C_{ρ;n} = ∑ w tipa eρ

w. (7.1)

V qastnosti, C_{ρ;n} = 0, esli |ρ| > n. Predpoloßim teper~, qto

|σ|, |τ | ⩽ n; togda C_{σ;n} = C_{τ;n} esli i tol~ko esli σ = τ. Uslovim-

sØ govorit~, qto razbienie ρ ⊢ r – sobstvennoe, esli m_1(ρ) = 0.

ALGEBRA KLASSOV SOPR˚ȷENNOSTI 103 Mnoßestvo vseh sobstvennyh razbieniæ oboznaqim qerez Y. �lementy {C_{ρ;n} : ρ ∈ Y, |ρ| ⩽ n} obrazu¸t lineænyæ bazis v

Z(C [Sn ]).

Teorema 7.1. DlØ l¸bogo razbieniØ ρ ⊢ r ⩽ n rassmotrim obrazy ψ(A_{ρ;n}) ψ(A_{ρ;n}) = ( n − r + m_1(ρ) m_1(ρ) ) C_{ρ;n} (7.2)

fflementov A_{ρ;n} ∈ A_n v centre gruppovoæ algebry simmetriqeskoæ gruppy S_n pri otobraßenii “zabyvaniØ nositelØ” iz razdela 4. Togda

a) dlØ l¸bogo n vypolneno ravenstvo ψ ( A_{σ;n} ) ψ ( A_{τ;n} ) = ∑ ρ g^ρ_{σ,τ} ψ ( A_{ρ;n} ) , (7.3)

gde g^ρ_{σ,τ} – ne zavisØwie ot n strukturnye konstanty algebry A_∞;

b) pri n ⩾ |σ| + |τ | summa v pravoæ qasti ravenstva (7.3) stabil~na, to est~ otliqnye ot nulØ slagaemye indeksiru¸tsØ odnimi i temi ße razbieniØmi ρ.

Dokazatel~stvo. a) Ravenstvo (7.3) sleduet iz togo, qto ψ – gomomorfizm, i iz predloßeniØ 6.1.

b) Nabor slagaemyh v pravoæ qasti ravenstva (7.3), otliqnyh ot nulØ, indeksiruetsØ takimi razbieniØmi ρ, qto |ρ| ⩽ n i g^ρ_{σ,τ} ≠ 0. V silu predloßeniØ 6.3 pri n ⩾ |σ| + |τ | fftot nabor ØvlØetsØ fiksirovannym. •

Predloßenie 7.2. Pust~ h^ρ_{σ,τ} – takie qisla, qto ψ ( A_{σ;n} ) ψ ( A_{τ;n} ) = ∑ ρ h^ρ_{σ,τ} ψ ( A_{ρ;n} ) , dlØ l¸bogo n. Togda h^ρ_{σ,τ} = g^ρ_{σ,τ} pri vseh ρ, σ, τ .

Dokazatel~stvo. Dokaßem ffto utverßdenie ot protivnogo. Vyberem proizvol~nye razbieniØ σ i τ . Pust~ ρ – takoe razbienie, qto h^ρ_{σ,τ} ≠ g^ρ_{σ,τ} , i h^ν_{σ,τ} = g^ν_{σ,τ} dlØ l¸byh razbieniæ ν takih, qto |ν| < |ρ|. Poloßim |ρ| = n; togda 0 = ∑ ν (g^ν_{σ,τ} − h^ν_{σ,τ} ) ψ(A_{ν;n}) = ∑ |ν|=n (g^ν_{σ,τ} − h^ν_{σ,τ} ) ψ(A_{ν;n}).

104 V. IVANOV, S. KEROV S drugoæ storony, mnoßestvo {ψ(A_{ν;n}) : |ν| = n} lineæno nezavisimo. Poluqili protivoreqie. •

Takim obrazom, {ψ(A_{ρ;n})} est~ semeæstvo fflementov, proporcional~nyh klassam soprØßennosti (s kofffficientami proporcional~nosti, zavisØwimi ot ρ i ot n), pri fftom strukturnye konstanty umnoßeniØ ne zavisØt ot n. Podobnoe semeæstvo bylo ranee vvedeno v rabotah [7, 8]. IdeØ podobnyh fflementov takße blizka k rabote [1].

VernemsØ k umnoßeni¸ klassov soprØßennosti C_{ρ;n}.

Predloßenie 7.3. Pust~ σ, τ, ρ ∈ Y – sobstvennye razbieniØ

(t.e. ne ime¸wie qasteæ, ravnyh edinice). Opredelim mnogoqleny q^ρ_{σ,τ} (n), polagaØ q^ρ_{σ,τ} (n) = ∑ k¿0^g

ρ∪(1^k ) σ, τ ( n − |ρ| k ) . (7.4)

Togda C_{σ;n} ∗ C_{τ;n} = ∑ |ρ|6n, m1 (ρ)=0^q ρ σ,τ (n) C_{ρ;n} (7.5)

dlØ l¸byh σ, τ ∈ Y.

Utverßdenie o tom, qto kofffficienty q^ρ_{σ,τ} (n) v (7.5) sut~ mnogoqleny ot n, prinima¸wie v celyh toqkah lix~ celye znaqeniØ, vpervye bylo poluqeno v [5, teorema 2.2].

Dokazatel~stvo. DlØ sobstvennogo razbieniØ σ formula (4.3) uprowaetsØ i svoditsØ k ψ(A_{σ;n} ) = C_{σ;n}. Pofftomu

C_{σ;n} C_{τ;n} = ψ(A_{σ;n}) ψ(A_{τ;n} ) = ∑ |ρ|6n^g ρ σ,τ ψ(A_{ρ;n}) =

= ∑ |ρ|6n g^ρ_{σ,τ} ( n − |ρ| + m_1(ρ) m_1(ρ) ) C_{ρ;n}. SobiraØ vmeste podobnye slagaemye vida C_{ρ;n} = C_{ρ∪(1}k_{);n} pri

k ⩾ 0, poluqaem formulu (7.4) dlØ kofffficientov v (7.5). •

Iz zameqaniØ 6.4 sleduet, qto deg q^{σ∪τ}_{σ, τ} = 0.

ALGEBRA KLASSOV SOPR˚ȷENNOSTI 105

Zameqanie 7.4. V summe, uqastvu¸weæ v formule (7.4), moßet byt~ bolee odnogo nenulevogo slagaemogo. Rassmotrim, naprimer, σ = τ = (3). Iz formul v razdele 11 vidno, qto i g^{(3)}σ,τ ≠ 0, i

g^{(3,1)}_{σ,τ} ≠ 0.

Zameqanie 7.5. Pust~ Φ – kol~co polinomov ot odnoæ peremennoæ, prinima¸wih v celyh toqkah lix~ celye znaqeniØ i ΦC – kol~co polinomov vida ~P (t) = cP (t), gde P ∈ Φ i c ∈ C . V stat~e [5] avtory rabota¸t s Φ-algebroæ K, svobodno poroßdennoæ nad Φ bazisom C_ρ, gde ρ ∈ Y probegaet sobstvennye razbieniØ (bez ediniqnyh qasteæ). Formal~naØ svØz~ naxeæ algebry A_∞ i algebry K sostoit v tom, qto otobraßenie A_ρ → ( n − |ρ| + m_1(ρ) m_1(ρ) ) C_ρ zadaet ffpimorfizm ΦC-algebr A_∞ ⨂ C^ΦC i^{K ⨂}Φ^ΦC.

8. Polugruppa zapolneniæ. Esli ρ ⊢ r – razbienie, oboznaqim qerez

z_ρ = ∏ i¿1^i m_i (ρ)m i(ρ)! veliqinu centralizatora podstanovki ciklovogo tipa ρ. Zametim, qto z_ρ m_1(ρ)!

= z_ρ = ze_ρ (n − r + m_1(ρ))!

. (8.1)

NarØdu s ranee vvedennym fflementami A_ρ my rassmotrim rodstvennyæ bazis v algebre A_∞, sostoØwiæ iz fflementov a_ρ = z_ρ A_ρ. Pust~ f^ρ_{σ,τ} – strukturnye konstanty umnoßeniØ v fftom novom bazise,

a_{σ;n} a_{τ;n} = ∑ ρ f^ρ_{σ,τ} a_{ρ;n}. (8.2)

Oni svØzany s konstantami g^ρ_{σ,τ} oqevidnoæ formuloæ f^ρ_{σ,τ} = z_σ z_τ z_ρ g^ρ_{σ,τ} . (8.3)

My pokaßem, qto vse qisla f^ρ_{σ,τ} – celye neotricatel~nye i dadim ih kombinatornu¸ interpretaci¸, analogiqnu¸ predloßeni¸ 6.2.

106 V. IVANOV, S. KEROV

Opredelenie. Pust~ λ – diagramma ınga s k kletkami i d – mnoßestvo iz k razliqnyh natural~nyh qisel. L¸bu¸ biekci¸

R : λ → d uslovimsØ nazyvat~ zapolneniem formy λ i sostava d,

a mnoßestvo d – nositelem zapolneniØ R. Opredelim perestanovku w_R ∈ S_d, ob¨ØvlØØ stroki zapolneniØ R ciklami, tak qto ciklovyæ tip w_R est~ λ. Oqevidno, qto qislo zapolneniæ formy λ i fiksirovannogo sostava ravno n! = z_λ |C_λ|.

Naprimer, dlØ zapolneniØ

R = 4 3 1 9 2 7 6 5 diagrammy λ = (3, 3, 2) s nositelem d = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9} imeem

w_R = (1, 4, 3) (2, 7, 9) (5, 6).

Opredelim svertku R = S ∗T zapolneniæ S, T sledu¸wimi pravilami.

Pust~ d_R = d_S ∪ d_T – ob¨edinenie nositeleæ zapolneniæ S, T . UporØdoqim mnoßestvo d_R, qitaØ snaqala fflementy S, a zatem fflementy T sleva napravo po strokam i sverhu vniz. PovtorØ¸- wiesØ fflementy zapolneniØ T pri fftom ignoriru¸tsØ.

Pervym fflementom v d_R slußit pervyæ fflement s pervoæ stroki zapolneniØ S. Obrazuem stroku opredelØemogo nami zapolneniØ R kak cikl proizvedeniØ perestanovok ~w_S i ~w_T , soderßawiæ s i naqina¸wiæsØ s s. Til~da oznaqaet, qto perestanovki w_S ,

w_T trivial~no doopredelØ¸tsØ na mnoßestvo d_R: vse toqki vne

preßneæ oblasti opredeleniØ sqita¸tsØ nepodvißnymi.

PerehodØ k postroeni¸ drugih strok zapolneniØ R predpoloßim, qto qast~ strok R uße postroena. Esli pri fftom ispol~zovany ne vse fflementy mnoßestva d_R, oboznaqim qerez s pervyæ iz ostavxihsØ (v ukazannom vyxe porØdke). Oqerednoæ strokoæ R ob¨ØvlØetsØ cikl proizvedeniØ perestanovok ~w_S i ~w_T , soderßawiæ s. Pri fftom pervym fflementom stroki vybiraetsØ s.

Dliny strok, obrazovannyh po fftim pravilam, ne obØzatel~no ubyva¸t. PereuporØdoqim stroki v porØdke ubyva¸weæ dliny, ne menØØ otnositel~nogo porØdka strok ravnoæ dliny. PoluqivxeesØ zapolnenie R i est~ svertka zapolneniæ S i T .

ALGEBRA KLASSOV SOPR˚ȷENNOSTI 107 PoØsnim opredelenie svertki primerom. Pust~ S = ( 3 4 5 6 9 2 1 7 ) ; T =

4 3 2 1 9 6 8 . Togda d_R = P_9, a proizvedenie perestanovok ~w_S i ~w_T ravno

(1, 3)(2, 5, 6, 7)(4)(8)(9). Pofftomu

S ∗ T = 3 1 4 5 6 7 2 9 8 = 5 6 7 2 3 1 4 9 8 .

Predloßenie 8.1. Zafiksiruem diagrammy ınga σ, τ . DlØ l¸-

bogo razbieniØ ρ ⊢ r poloßim d_ρ = P_r i pust~ R_ρ – kanoniqeskoe zapolnenie diagrammy ınga ρ, v kotorom kletki pronumerovany qislami 1, 2, . . . , r posledovatel~no sleva napravo i sverhu vniz. Rassmotrim mnoßestvo F^ρ_{σ,τ} takih par zapolneniæ (S, T ), qto (1) S imeet formu σ, a T – formu τ ; (2) S ∗ T = R_ρ.

Togda qislo fflementov |F^ρ_{σ,τ} | ravno f^ρ_{σ,τ} . V qastnosti, strukturnye konstanty v (8.2) – celye neotricatel~nye.

Dokazatel~stvo. Mnoßestvo Fr zapolneniæ R s nositelem dR ⊂

Pr obrazuet polugruppu otnositel~no vvedennoæ vyxe opera-

cii svertki. SopostavlØØ zapolneni¸ R qastiqnu¸ perestanovku (d_R, w_R), poluqaem ffpimorfizm polugrupp u : F_r → P_r .

Gruppa S_r oqevidnym obrazom deæstvuet avtomorfizmami polugruppy F_r , priqem gomomorfizm u ffkvivarianten pri fftom deæstvii. KaßdaØ qastiqnaØ perestanovka (d, w) ∈ P_r ciklovogo tipa ρ imeet rovno z_ρ proobrazov v F_r . Pofftomu strukturnye konstanty umnoßeniØ |F^ρ_{σ,τ} | i g^ρ_{σ,τ} svØzany formuloæ tipa (8.3) i predloßenie dokazano. •

Iz predloßeniØ 8.1 netrudno vyvesti formuly dlØ kofffficientov f^ρ_{σ,τ} v prosteæxih sluqaØh. Sledstvie 8.2. Esli ρ = σ ∪ τ , to f^ρ_{σ,τ} = 1.

108 V. IVANOV, S. KEROV

Sledstvie 8.3. Pust~ diagramma ınga ρ poluqaetsØ iz diagramm

σ, τ (1) zamenoæ stroki σ dliny i i stroki τ dliny j na stroku dliny i+j−1 i (2) ob¨edineniem ostavxihsØ strok (s posledu¸wim ih uporØdoqeniem po ubyvani¸). Pust~ m_i(σ) – kratnost~ strok dliny i v σ, a m_j(τ ) – kratnost~ strok dliny j v τ . Togda f^ρ_{σ,τ} = im_i(σ) jm_j (τ ). 9. Izomorfizm algebry A∞ i algebry sdvinutyh simmetriqeskih funkciæ. V rabotah [10, 8, 3] byla vvedena i izuqena algebra sdvinutyh simmetriqeskih funkciæ Λ^∗. V fftom razdele my ustanavlivaem izomorfizm fftoæ algebry s algebroæ A_∞ i ukazyvaem fflementy A_∞, sootvetstvu¸wie sdvinutym funkci- Øm Xura s^∗_λ i sdvinutym analogam stepennyh summ N~¸tona p^#_ρ , vvedennym v [3, (1.6) i (14.9)].

Algebra Λ^∗ opredelØetsØ sledu¸wim obrazom. Oboznaqim qerez Λ^∗(n) algebru polinomov s kompleksnymi kofffficientami ot x_1, . . . , x_n, kotorye stanovØtsØ simmetriqnymi v novyh peremennyh x^′_i = x_i − i. Algebra Λ^∗(n) fil~trovana stepen~¸ polinoma. SpecializaciØ x_{n+1} = 0 zadaet gomomorfizm fil~trovannyh algebr Λ^∗(n + 1) → Λ^∗(n). Oboznaqim qerez Λ^∗ proektivnyæ predel algebr Λ^∗(n) otnositel~no fftih gomomorfizmov (v kategorii fil~trovannyh algebr). Algebra Λ^∗ nazyvaetsØ algebroæ sdvinutyh simmetriqeskih funkciæ. Kol~co Λ^∗ moßet byt~ opredeleno i nad Z, no dlØ naxih celeæ udobnee sqitat~, qto Λ^∗ ØvlØetsØ algebroæ nad polem C .

DlØ fflementa f ∈ Λ^∗ i razbieniØ λ budem oboznaqat~ qerez

f(λ) znaqenie f(λ_1, . . . , λ_{ℓ(λ)}). �lementy algebry Λ^∗ odnoznaqno

opredelØ¸tsØ svoimi znaqeniØmi na razbieniØh.

Osnovnu¸ rol~ v rabote [3] igraet bazis sdvinutyh funkciæ Xura {s^∗_μ} prostranstva Λ^∗, parametrizovannyæ razbieni- Ømi μ ∈ Y. DlØ fftih funkciæ v [3] ukazany Øvnye formuly i mnoßestvo drugih zameqatel~nyh faktov, no niße my ispol~zuem tol~ko sledu¸wie dva svoæstva funkciæ s^∗_μ. Esli ρ ⊢ r ⩽ n, to ∑ μ⊢r s^∗_μ(λ) (n ⇂ r) χ^μ_ρ = 1 dim λ ∑ μ⊢r dim(λ/μ) χ^μ_ρ = 1 dim λ χ^λ_{ρ̃} (9.1)

soglasno [3, teorema 7.1]. Esli ße μ ⊢ r > |λ|, to

s^∗_μ(λ) = 0 (9.2)

ALGEBRA KLASSOV SOPR˚ȷENNOSTI 109 po [3, teorema 3.1]. DlØ razbieniØ λ ⊢ n my oboznaqaem qerez

χ^λ neprivodimyæ harakter simmetriqeskoæ gruppy S_n. Esli ρ

– razbienie qisla r ⩽ n, to χ^λ_{eρ} – znaqenie haraktera χ^λ na fflemente ciklovogo tipa ~ρ.

SleduØ [3, §14.2] (sm. takße [8]), my vvedem ewe odin bazis

{p^#_ρ } v Λ^∗, opredelØØ ego fflementy formuloæ

p^#_ρ = ∑ μ⊢r χ^μ_ρ s^∗_μ. Otmetim, qto deg p^#_ρ = |ρ|. Iz (9.1) i (9.2) sleduet, qto

p^#_ρ (λ) (n ⇂ r) = {_{1dim λ} χ^λe_ρ , esli n ⩾ r,

0, inaqe.

(9.3)

Teorema 9.1. Lineænoe otobraßenie F : A∞ → Λ^∗, opredelennoe

na bazisnyh fflementah A_ρ formuloæ

F (A_ρ) = p^#_ρ z_ρ , (9.4)

ØvlØetsØ izomorfizmom algebr A_∞ i Λ^∗.

Dokazatel~stvo. Pust~ ρ – razbienie qisla r i m1 = m1(ρ). Soglasno (4.3), obraz fflementa A_ρ ∈ A_∞ v centre gruppovoæ algebry Z(C [S_n ]) raven

(ψ ∘ θ_n)(A_ρ) = ( n − r + m_1 m_1 ) C_{ρ;n}. Esli r ⩽ n, to χ^λ ( ψ ∘ θ_n(A_ρ) ) = ( n − r + m_1 m_1 ) n! ze_ρ χ^λe_ρ = (n ⇂ r) z_ρ χ^λe_ρ ,

tak qto po formule (9.3) 1 z_ρ p^#_ρ (λ) = (n ⇂ r) z_ρ 1 dim λ χ^λe_ρ = 1 dim λ χ^λ ( ψ ∘ θ_n(a_ρ) ) . Esli ße r > n, poslednØØ formula takße verna, poskol~ku obe qasti zanulØ¸tsØ v silu (9.2). Takim obrazom, my moßem zadat~

110 V. IVANOV, S. KEROV otobraßenie F : A_∞ → Λ^∗, opredelennoe v (9.4), ffkvivalentnoæ formuloæ ( F (a) ) (λ) = 1 dim λ χ^λ(ψ ∘ θ_{|λ|}(a)); a ∈ A_∞. (9.5) Otobraßenie ψ – gomomorfizm algebry A_n na Z(C [S_n ]), a neprivodimye normirovannye haraktery χ^λ/ dim λ gruppy S_n zada¸t gomomorfizmy Z(C [S_n ]) → C . Sledovatel~no,

F (ab)(λ) = (F (a) F (b))(λ) (9.6)

pri vseh a, b ∈ A_∞ i formuly (9.4), (9.5) opredelØ¸t izomorfizm algebry A_∞ na algebru Λ^∗. Teorema dokazana. • Predloßenie 9.2. SvØßem s razbieniem μ ⊢ m fflement

x_μ = ∑ |d|=m ∑ w∈Sd^χ μ(w) (d, w) (9.7)

algebry A_∞. Togda F (x_μ) = s^∗_μ.

Dokazatel~stvo. Esli |μ| > |λ|, to F (xμ)(λ) = 0 = s^∗_μ(λ). Esli ße |μ| ⩽ |λ|, to ψ ∘ θ_n(x_μ) = ∑ |d|=m d⊂Pn ∑ w∈Sd^{ψ(d, w) =} ∑ |d|=m d⊂Pn ∑ w∈Sd^{~w.} Iz (9.1) i sootnoxeniæ ortogonal~nosti dlØ neprivodimyh harakterov simmetriqeskoæ gruppy S_m poluqaem cepoqku ravenstv

F (x_μ)(λ) = ∑ |d|=m d⊂Pn ∑ w∈Sd^χ μ(w) χ^λ( ~w) dim λ =

= ( n m ) ∑ w∈Sm^χ μ(w) ∑ ν⊢m χ^ν(w) s^∗_ν (λ) (n ⇂ m) =

= ( n m ) ∑ ν⊢m s^∗_ν (λ) (n ⇂ m) ∑ w∈Sm^χ μ(w) χ^ν (w) =

= ( n m ) m! s^∗_μ(λ) (n ⇂ m) = s^∗_μ(λ). Predloßenie dokazano. •

ALGEBRA KLASSOV SOPR˚ȷENNOSTI 111

10. Fil~tracii algebry A∞. Na algebre A∞ est~ oqevidnaØ fil~traciØ

deg_1(A_ρ) = |ρ|. (10.1)

V razloßenii svertki A_σ A_τ imeetsØ edinstvennoe slagaemoe

A_{σ∪τ} maksimal~noæ stepeni deg_1(A_{σ∪τ} ) = |σ| + |τ |. Pofftomu obra-

zu¸wie A_{(1)}, A_{(2)}, . . . algebraiqeski nezavisimy, a prisoedinennaØ graduirovannaØ algebra estestvennym obrazom izomorfna algebre polinomov ot A_{(1)}, A_{(2)}, . . . (nad polem C ).

V stat~e [7] byla vvedena drugaØ fil~traciØ na A_∞.

Predloßenie 10.1. FunkciØ

deg_2(A_ρ) = |ρ| + m_1(ρ) (10.2)

zadaet fil~traci¸ na algebre A_∞.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim qastiqnye perestanovki (d1, w1),

(d_2, w_2) i razob~em ob¨edinenie ih nositeleæ d_1 ∪ d_2 na nepere-

seka¸wiesØ qasti sledu¸wim obrazom:

d_1 \ d_2 = d^{12}_{mf} ∪ d^{12}_{ff}

d_2 \ d_1 = d^{21}_{mf} ∪ d^{21}_{ff} d_1 ∩ d_2 = d_{mm} ∪ d_{fm} ∪ d_{mf} ∪ d_{ff} . Pervyæ indeks raven f, esli toqki sootvetstvu¸weæ oblasti nepodvißny dlØ perestanovki w_1 i raven m, esli oni podvißny. Vtoroæ indeks imeet analogiqnyæ smysl po otnoxeni¸ k perestanovke w_2. Po opredeleni¸,

deg_2(w_1) = |d^{12}_{mf} | + |d_{mm}| + |d_{mf} | + 2 |d^{12}_{ff} | + 2 |d_{ff} | + 2 |d_{fm}|

deg_2(w_2) = |d^{21}_{fm}| + |d_{mm}| + |d_{fm}| + 2 |d^{21}_{ff} | + 2 |d_{ff} | + 2 |d_{mf} |.

Perestanovka w = w_1w_2 mnoßestva d = d_1 ∪ d_2 ne imeet nepodvißnyh toqek v oblastØh d^{12}_{mf} , d_{mf} , d_{fm}, d^{21}_{fm}. Naprotiv, vse toqki oblasteæ d^{12}_{ff} , d_{ff} , d^{21}_{ff} nepodvißny dlØ w. V oblasti d_{mm} mogut vstreqat~sØ kak podvißnye, tak i nepodvißnye toqki w.

112 V. IVANOV, S. KEROV Pofftomu

deg_2(w_1w_2) ⩽ |d^{12}_{mf} | + |d_{mf} | + |d_{fm}|+

+ |d^{21}_{fm}| + 2 |d^{12}_{ff} | + 2 |d_{ff} | + 2 |d^{21}_{ff} | + 2 |d_{mm}| ⩽ |d^{12}_{mf} | + 3 |d_{mf} | + 3 |d_{fm}|+ + |d^{21}_{fm}| + 2 |d^{12}_{ff} | + 4 |d_{ff} | + 2 |d^{21}_{ff} | + 2 |d_{mm}|

= deg_2(w_1) + deg_2(w_2)

i predloßenie dokazano. •

Pust~ T_2 – mnoßestvo transpoziciæ, t.e. vseh perestanovok

iz S∞ s edinstvennym netrivial~nym ciklom dliny 2. Dlinu

deg(w) perestanovki w otnositel~no semeæstva obrazu¸wih T_2

nazyva¸t metrikoæ Kffli. ˚sno, qto funkciØ deg_3(d, w) = deg(w) zadaet fil~traci¸ na algebre A_∞. Fil~traciØ Kffli izuqalas~ v rabotah [5], [9, Chap. I, §7, primery 24, 25], [6]. Izvestno v qastnosti, qto

deg_3(A_ρ) = |ρ| − ℓ(ρ). (10.3)

Otmetim, qto soglasno [5, lemma 3.9], deg_3(A_σ) + deg_3(A_τ ) =

deg_3(A_ρ) togda i tol~ko togda, kogda mnogoqlen q^ρ_{σ,τ} (n), vveden-

nyæ v predloßenii 7.3, ØvlØetsØ konstantoæ, ne zavisØweæ ot n. Moßno postavit~ vopros ob obwem opisanii fil~traciæ na algebre A_∞. Ne imeØ obwego otveta, my sdelaem zdes~ lix~ neskol~ko nabl¸deniæ. Preßde vsego dadim nekotorye opredeleniØ.

Oboznaqim qerez Y mnoßestvo vseh razbieniæ. FunkciØ θ :

Y→ Z+ nazyvaetsØ fil~tracieæ algebry A∞, esli dlØ l¸boæ

troæki razbieniæ σ, τ, ρ dlØ kotoryh g^ρ_{σ,τ} > 0, vypolneno neravenstvo θ(ρ) ⩽ θ(σ) + θ(τ ). Fil~traci¸ θ nazovem additivnoæ, esli

θ(σ ∪ τ ) = θ(σ) + θ(τ ) (10.4)

dlØ vseh σ, τ ∈ Y. Uslovie (10.4) oznaqaet, qto θ(ρ) = ∑ k¿1^{γk mk(ρ),} (10.5)

gde γ_k = θ((k)) – stepeni odnociklovyh podstanovok.

ALGEBRA KLASSOV SOPR˚ȷENNOSTI 113

Primer 10.1. Vse otmeqennye vyxe fil~tracii deg_1, deg_2, deg_3 additivny. Konstanty γ_k ime¸t vid

γ_1 = 1, γ_2 = 2, γ_3 = 3, γ_4 = 4, . . . dlØ deg_1 γ_1 = 2, γ_2 = 2, γ_3 = 3, γ_4 = 4, . . . dlØ deg_2 γ_1 = 0, γ_2 = 1, γ_3 = 2, γ_4 = 3, . . . dlØ deg_3 .

Otmetim nekotorye obwie svoæstva konstant γ_k. Predloßenie 10.2. Sledu¸wie svoæstva qisel γ = {γk}^∞_{k=1} ØvlØ-

¸tsØ obwimi dlØ vseh additivnyh fil~traciæ:

0 ⩽ γ_1 ⩽ γ_2 ⩽ γ_3 ⩽ γ_4 ⩽ . . . (10.6) γ_{i+j+1} ⩽ γ_{i+1} + γ_{j+1}. (10.7) k γ_1 ⩽ 2 γ_k (10.8) γ_{k+1} ⩽ k γ_2 (10.9) γ_{2k+1} ⩽ 2 γ_{k+1}. (10.10) Vsegda suwestvuet predel lim_{k→∞} γ_{k+1} k = inf_k γ_{k+1} k =: L(γ), (10.11)

priqem γ_1 ⩽ 2 L(γ) ⩽ 2 γ_2.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku A_{(1)} ∗ A_{(1)} = 2A_{(1}2_) + A_{(1)}, imeem

γ_1 ⩽ 2γ_1 i potomu γ_1 ⩾ 0. PeremnoßaØ cikly, pereseka¸wiesØ

po obweæ pare smeßnyh fflementov, imeem

(b_1, b_2, . . . , b_i, a_1, a_2) (a_1, a_2, c_1, c_2, . . . , c_j) = = (b_1, b_2, . . . , b_i, a_1)(a_2, c_1, c_2, . . . , c_j),

(10.12)

otkuda sleduet, qto g^{(i+1),(j+1)}

(i+2),(j+2) > 0 i γi+1 + γj+1 ⩽ γi+2 + γj+2. V

qastnosti, pri i = j poluqaem γ_j ⩽ γ_{j+1}, qto dokazyvaet (10.6).

DlØ dokazatel~stva (10.7) zametim, qto (b_1, b_2, . . . , b_i, a) (a, c_1, c_2, . . . , c_j) = (b_1, b_2, . . . , b_i, a, c_1, c_2, . . . , c_j), tak qto g^{(i+j+1)}_{(i+1),(j+1)} > 0. Utverßdenie (10.11) ØvlØetsØ standartnym sledstviem iz neravenstv (10.7) (sm., naprimer, [4, zadaqa 98]).

114 V. IVANOV, S. KEROV

Formula (10.8) sleduet iz

(b_1, b_2, . . . , b_k) (b_k, b_{k−1}, . . . , b_1) = (b_1) (b_2) . . . (b_k),

a (10.10) est~ qastnyæ sluqaæ (10.7) pri i = j = k.

Poskol~ku

(a_1, a_2) (a_3, a_4) . . . (a_{2k−1}, a_{2k}) (a_2, a_3) (a_4, a_5) . . . (a_{2k}, a_{2k+1}) = = (a_2, a_4, . . . , a_{2k}, a_{2k+1}, a_{2k−1}, . . . , a_3, a_1);

(a_1, a_2) (a_3, a_4) . . . (a_{2k+1}, a_{2k+2}) (a_2, a_3) (a_4, a_5) . . . (a_{2k}, a_{2k+1}) = = (a_2, a_4, . . . , a_{2k}, a_{2k+2}, a_{2k+1}, a_{2k−1}, . . . , a_3, a_1),

poluqaem neravenstva (10.9) pri qetnom i neqetnom k sootvetstvenno. Poslednee utverßdenie predloßeniØ nemedlenno sleduet iz opredeleniØ predela L(γ) i formul (10.8), (10.9). • Zameqanie. UsloviØ (10.6) – (10.11) ne garantiru¸t, qto funkciØ, opredelØemaØ qislami γ po formule (10.5) ØvlØetsØ fil~- tracieæ. Naprimer, qislo netrivial~nyh ciklov θ(ρ) = ℓ(ρ) −

m_1(ρ) sootvetstvuet konstantam γ_1 = 0, γ_k = 1 pri k ⩾ 2. Nera-

venstva (10.6) – (10.11) spravedlivy, no funkciØ θ ne ØvlØetsØ fil~tracieæ:

(1, 2, 3, 4) (1, 5, 4, 6, 3) = (1, 5) (2, 3) (4, 6).

Zameqanie. Formulu (10.12) moßno obobwit~ sledu¸wim obrazom:

(b_1, b_2, . . . , b_i, a_1, a_2, . . . , a_{2k}) (a_1, a_2, . . . , a_{2k}, c_1, c_2, . . . , c_j) = = (b_1, b_2, . . . , b_i, a_1, a_3, . . . , a_{2k−1})(a_2, a_4, . . . , a_{2k}, c_1, c_2, . . . , c_j)

pri qetnom qisle obwih fflementov peremnoßaemyh ciklov. Pri neqetnom qisle obwih fflementov imeem

(b_1, b_2, . . . , b_i, a_1, a_2, . . . , a_{2k}, a_{2k+1})(a_1, a_2, . . . , a_{2k}, a_{2k+1}, c_1, c_2, . . . , c_j) = (b_1, b_2, . . . , b_i, a_1, a_3, . . . , a_{2k−1}, a_{2k+1}, c_1, c_2, . . . , c_j, a_2, a_4, . . . , a_{2k}),

otkuda γ_{i+j+2k+1} ⩽ γ_{i+2k+1} + γ_{j+2k+1}. Otmetim takße, qto

(b_1, b_2, . . . , b_i, a_0, a_1, . . . , a_{k−1}) (a_{k−1}, . . . , a_1, a_0, c_1, c_2, . . . , c_j) = = (b_1, b_2, . . . , b_i, a_0, c_1, c_2, . . . , c_j)(a_1) (a_2) . . . (a_{k−1}),

tak qto γ_{i+j+1} + (k − 1)γ_1 ⩽ γ_{i+k} + γ_{j+k} pri k ⩾ 1.

ALGEBRA KLASSOV SOPR˚ȷENNOSTI 115

Zameqanie. Iz ravenstva (a_1, . . . , a_i, w, c_1, . . . , c_k, v, b_1, . . . , b_j, u) (α_1, . . . , α_I, u, β_1, . . . , β_J , v, γ_1, . . . , γ_K , w) = = (a_1, . . . , a_i, w, α_1, . . . , α_I) (b_1, . . . , b_j, u, β_1, . . . , β_J )× ×(c_1, . . . , c_k, v, γ_1, . . . , γ_K ) sleduet neravenstvo γ_{I+i+1}+γ_{J+j+1}+γ_{K+k+1} ⩽ γ_{I+J+K+3} +γ_{i+j+k+3} i v qastnosti, 3γ_{2n−1} ⩽ 2γ_{3n}.

Predloßenie 10.3. Pust~ J ⊂ N. Poloßim θ_J (ρ) = |ρ| + ∑ k∈J m_k(ρ). Togda funkciØ θ_J ØvlØetsØ additivnoæ fil~tracieæ algebry A_∞.

Dokazatel~stvo. Pust~ razbieniØ σ, τ, ρ takovy, qto g^ρ_{σ,τ} > 0. Togda suwestvu¸t fflementy (d_1, ω_σ) ∈ A_σ , (d_2, ω_τ ) ∈ A_τ takie, qto (d_1 ∪ d_2, ω_σω_τ ) ∈ A_ρ.

Rassmotrim razloßeniØ perestanovok ω_σ, ω_τ , ω_σω_τ v proizvedeniØ nepereseka¸wihsØ ciklov. Esli 1 ∉ J, to oboznaqim qerez M mnoßestvo takih ciklov perestanovki ω_σω_τ , qto ih net ni v razloßenii ω_σ ni v razloßenii ω_τ , priqem dlina kaßdogo takogo cikla prinadleßit J. Esli ße 1 ∈ J, to vkl¸qim v mnoßestvo M takße takie nepodvißnye toqki (govorØ nestrogo, “cikly dliny odin”) perestanovki ω_σω_τ v mnoßestve d_1∪d_2 qto oni ne ØvlØ¸tsØ nepodvißnymi ni otnositel~no ω_σ, ni otnositel~no ω_τ . Togda |M | ⩾ ∑ k∈J (m_k(ρ) − m_k(σ) − m_k(τ )). (10.13)

Pust~ α — cikl, prinadleßawiæ M , togda v fftom cikle suwestvuet hotØ by odin fflement, prinadleßawiæ d_1 ∩ d_2. Analogiqno, esli x — nepodvißnaØ toqka, prinadleßawaØ M , to

x ∈ d_1 ∩ d_2. Pofftomu |M | ⩽ |d_1 ∩ d_2| = |d_1| + |d_2| − |d_1 ∪ d_2| = |σ| + |τ | − |ρ|. (10.14) Iz (10.13) i (10.14) sleduet, qto |σ| + |τ | + ∑ k∈J (m_k(σ) + m_k(τ )) ⩾ |ρ| + ∑ k∈J m_k(ρ). •

116 V. IVANOV, S. KEROV

11. Primery svertok klassov v algebre A∞. Niße privedeny prosteæxie formuly umnoßeniØ bazisnyh fflementov a_ρ algebry

A_∞. V silu teoremy 9.1 ffti ße formuly moßno ponimat~ kak

primery umnoßeniØ funkciæ p^#_ρ v algebre Λ^∗.

Podobnye formuly moßno takße ispol~zovat~ dlØ vyqisleniØ svertki klassov soprØßennosti v simmetriqeskih gruppah. Naprimer, podstavlØØ a_ρ = z_ρ A_ρ, poluqim iz sootvetstvu¸weæ stroki formulu

A_{(3)} ∗ A_{(3)} = 2 A_{(3}2_) + 5 A_{(5)} + 8 A_{(2}2_) + 3 A_{(31)} + A_{(3)} + 2 A_{(1}3_).

PerehodØ k gomomorfnym obrazam ψ(A_ρ) i podstavlØØ s¸da

ψ(A_ρ) = ( t − r + m_1(ρ) m_1(ρ) ) A_ρ, poluqim primer formuly iz stat~i [5],

C_{(3)} ∗ C_{(3)} = 2 C_{(3}2_) + 5 C_{(5)} + 8 C_{(2}2_) + (3t − 8) C_{(3)} + t(t − 1)(t − 2) 3 C?. Svertki klassov soprØßennosti poluqa¸tsØ ots¸da podstanovkoæ razliqnyh natural~nyh znaqeniæ peremennoæ t. Naprimer,

C_{(3);3} ∗ C_{(3);3} = 2 C?_{;3} + C_{(3);3} C_{(3);4} ∗ C_{(3);4} = 8 C?_{;4} + 4 C_{(3);4} + 8 C_{(2}2_{);4} C_{(3);5} ∗ C_{(3);5} = 20 C?_{;5} + 7 C_{(3);5} + 8 C_{(2}2_{);5} + 5 C_{(5);5} C_{(3);6} ∗ C_{(3);6} = 40 C?_{;6} + 10 C_{(3);6} + 8 C_{(2}2_{);6} + 5 C_{(5);6} + 2 C_{(3}2_{);6} .

Itak, primery formul umnoßeniØ:

a_{(2)} a_{(2)} =a_{(2}2_) + 4 a_{(3)} + 2 a_{(1}2_) a_{(3)} a_{(2)} =a_{(32)} + 6 a_{(4)} + 6 a_{(21)} a_{(4)} a_{(2)} =a_{(42)} + 8 a_{(5)} + 4 a_{(2}2_) + 8 a_{(31)} a_{(2}2_) a_{(2)} =a_{(2}3_) + 8 a_{(32)} + 8 a_{(4)} + 4 a_{(21}2_) a_{(3)} a_{(3)} =a_{(3}2_) + 9 a_{(5)} + 9 a_{(2}2_) + 9 a_{(31)} + 3 a_{(3)} + 3 a_{(1}3_) a_{(5)} a_{(2)} =a_{(52)} + 10 a_{(6)} + 10 a_{(32)} + 10 a_{(41)} a_{(32)} a_{(2)} =a_{(32}2_) + 6 a_{(42)} + 4 a_{(3}2_) + 12 a_{(5)} + 6 a_{(2}2_{1)} + 2 a_{(31}2_) a_{(4)} a_{(3)} =a_{(43)} + 12 a_{(6)} + 24 a_{(32)} + 12 a_{(41)} + 12 a_{(4)} + 12 a_{(21}2_) a_{(2}2_) a_{(3)} =a_{(32}2_) + 12 a_{(42)} + 24 a_{(5)} + 12 a_{(2}2_{1)} + 24 a_{(31)}

ALGEBRA KLASSOV SOPR˚ȷENNOSTI 117 a_{(6)} a_{(2)} = a_{(62)} + 12 a_{(7)} + 12 a_{(42)} + 6 a_{(3}2_) + 12 a_{(51)} a_{(42)} a_{(2)} = a_{(42}2_) + 8 a_{(52)} + 4 a_{(43)} + 16 a_{(6)} + 4 a_{(2}3_)+ + 8 a_{(321)} + 2 a_{(41}2_) a_{(3}2_) a_{(2)} = a_{(3}2_{2)} + 12 a_{(43)} + 18 a_{(6)} + 12 a_{(321)} a_{(2}3_) a_{(2)} = a_{(2}4_) + 12 a_{(32}2_) + 24 a_{(42)} + 6 a_{(2}2_12_)

a_{(5)} a_{(3)} = a_{(53)} + 15 a_{(7)} + 30 a_{(42)} + 15 a_{(3}2_)+

+ 15 a_{(51)} + 30 a_{(5)} + 15 a_{(2}2_{1)} + 15 a_{(31}2_) a_{(32)} a_{(3)} = a_{(3}2_{2)} + 9 a_{(52)} + 6 a_{(43)} + 36 a_{(6)}+

+ 9 a_{(2}3_) + 15 a_{(321)} + 21 a_{(32)} + 36 a_{(41)} + 3 a_{(21}3_) a_{(4)} a_{(4)} = a_{(4}2_) + 16 a_{(7)} + 32 a_{(42)} + 24 a_{(3}2_) + 16 a_{(51)} + 48 a_{(5)}+ + 32 a_{(2}2_{1)} + +4 a_{(2}2_) + 16 a_{(31}2_) + 16 a_{(31)} + 4 a_{(1}4_)

a_{(2}2_) a_{(2}2_) = a_{(2}4_) + 16 a_{(32}2_) + 32 a_{(42)} + 32 a_{(3}2_)+ + 64 a_{(5)} + 8 a_{(2}2_12_) + 32 a_{(31}2_) + +16 a_{(2}2_) + 8 a_{(1}4_)

12. Neprivodimye predstavleniØ polugruppy Pn i haraktery algebry B∞. Zafiksiruem podmnoßestvo x ⊂ Pn veliqiny

|x| = k i pust~ λ – diagramma ınga s k kletkami. Togda formula π_{x,λ}(d, w) = { π_λ(φ_x(d, w)), esli d ⊂ x; 0 inaqe

(12.1)

zadaet neprivodimoe predstavlenie polugruppy P_n. Zdes~ 0 – nulevaØ matrica porØdka dim π_λ.

Predloßenie 12.1. PredstavleniØ πx,λ (gde x ⊂ Pn, |x| = k i

λ ∈ Yk – podmnoßestvo i diagramma ınga obwego razmera 0 ⩽ k ⩽

n) neprivodimy, poparno ne ffkvivalentny i sostavlØ¸t polnyæ spisok neprivodimyh predstavleniæ polugruppovoæ algebry B_n.

Dokazatel~stvo. Matricy πx,λ(d, w) predstavleniØ πx,λ otliqny ot nulØ v toqnosti dlØ fflementov (d, w), dlØ kotoryh d ⊂ x. Tem samym, predstavleniØ, parametrizovannye raznymi mnoßestvami x, ne ffkvivalentny. Oqevidno, qto predstavleniØ π_{x,λ},

π_{x,μ} pri λ ≠ μ takße ne ffkvivalentny. Polnota spiska vytekaet

iz sledstviØ 3.2. •

Opixem pravilo vetvleniØ neprivodimyh predstavleniæ polugruppy P_n pri ograniqenii na P_{n−1} ⊂ P_n.

118 V. IVANOV, S. KEROV

Budem pisat~ μ ↗ λ, esli diagramma λ poluqaetsØ iz diagrammy μ putem dobavleniØ odnoæ kletki. Pust~ Γ_n – mnoßestvo par (x, λ), gde x ⊂ P_n – podmnoßestvo, λ – diagramma ınga i predpolagaetsØ, qto x i λ ime¸t odinakovu¸ veliqinu, |x| = |λ|. Mnoßestvo Γ_n parametrizuet neprivodimye predstavleniØ π_{x,λ} polugruppy P_n.

Predloßenie 12.2. Predpoloßim, qto mnoßestvo x ⊂ Pn ne

soderßit toqku n. Togda ograniqenie predstavleniØ π_{x,λ} na podpolugruppu P_{n−1} ostaetsØ neprivodimym (i parametrizuetsØ toæ ße paroæ (x, λ), ponimaemoæ kak fflement Γ_{n−1}). Esli ße n ∈ x, to ograniqenie neprivodimogo predstavleniØ π_{x,λ} na P_{n−1} imeet vid Res π_{x,λ} = ⨁ μ:μ↗λ π_{y,μ}, (12.2) gde y = x \ {n}. Dokazatel~stvo. Neposredstvenno sleduet iz konstrukcii predstavleniæ i horoxo izvestnogo pravila vetvleniØ neprivodimyh predstavleniæ simmetriqeskih grupp. •

Takim obrazom, mnoßestvo verxin grafa vetvleniØ neprivodimyh predstavleniæ polugrupp P_n est~ Γ = ⋃_∞ n=0 Γ_n. Pust~ (y, μ), (x, λ) – verxiny sosednih fftaßeæ Γ_{n−1} i Γ_n. Oni svØza-

ny dugoæ (kratnosti 1) togda i tol~ko togda, kogda μ = λ ili

μ ↗ λ (t.e. kogda diagramma λ sovpadaet s μ ili poluqaetsØ iz

μ dobavleniem odnoæ kletki). V pervom sluqae x = y, vo vtorom x = y ∪ {n}. PrimenØØ ffrgodiqeskiæ metod (sm.[2]) k grafu vetvleniØ Γ, netrudno poluqit~ opisanie neotricatel~nyh nerazloßimyh garmoniqeskih funkciæ na Γ ili, qto ffkvivalentno, harakterov algebry B_∞. Ne ostanavlivaØs~ na fftom voprose podrobno, ukaßem lix~ parametrizaci¸ harakterov.

Pust~ X – proizvol~noe podmnoßestvo v P_∞ = {1, 2, . . .}. Oboznaqim qerez Γ_X mnoßestvo teh verxin (x, λ) ∈ Γ, dlØ kotoryh

x ⊂ X. Po predloßeni¸ 12.2, Γ_X – koideal v grafe vetvleniØ

Γ, t. e. (y, μ) ↗ (x, λ) ∈ Γ_X =⇒ (y, μ) ∈ Γ_X . L¸baØ garmoniqeskaØ funkciØ na koideale kanoniqeski prodolßaetsØ (nulem) do garmoniqeskoæ funkcii na polnom grafe

ALGEBRA KLASSOV SOPR˚ȷENNOSTI 119 vetvleniØ. Zametim, qto esli mnoßestvo X beskoneqno, to graf

Γ_X otliqaetsØ ot grafa ınga Ylix~ trivial~nym dublirova-

niem nekotoryh fftaßeæ. Kak i dlØ grafa ınga, ego nerazloßimye garmoniqeskie funkcii φ^{(α;β;X)} parametrizu¸tsØ toqkami simpleksa Toma Δ. Po opredeleni¸, Δ sostoit iz par nevozrasta¸wih neotricatel~nyh posledovatel~nosteæ α = (α_1, α_2, . . . ),

β = (β_1, β_2, . . . ), dlØ kotoryh ∞∑ n=1 α_n + ∞∑ n=1 β_n ⩽ 1. Funkcii φ^{(α;β;X)} ime¸t vid φ^{(α;β;X)}(y, μ) = { s_μ(α; β), esli y ⊂ X 0, inaqe,

gde s_μ(α; β) – rasxirennye funkcii Xura, sm. [1].

Esli ße X – koneqnoe mnoßestvo, |X| = k, to nerazloßimye garmoniqeskie funkcii φ^{(λ;X)} na ideale Γ_X parametrizu¸tsØ diagrammami ınga λ ∈ Y_k s k kletkami i ime¸t vid φ^{(λ;X)}(y, μ) = {_{dim(μ,λ)} dim λ , esli y ⊂ X i μ ⊂ λ

0, inaqe,

gde dim(μ, λ) – qislo standartnyh kosyh tablic ınga formy λ/μ i dim λ – qislo vseh standartnyh tablic formy λ.

Literatura

1. A. M. Verxik, S. V. Kerov, AsimptotiqeskaØ teoriØ harakterov simmetriqeskoæ gruppy. — Funkc. analiz i ego pril. 15, ˝ 4 (1981), 15–27.

2. A. M. Verxik, S. V. Kerov, Lokal~no poluprostye algebry. KombinatornaØ teoriØ i K_0-funktor. — Itogi nauki. Sovremennye problemy matematiki. Noveæxie dostißeniØ, 26 (1985), 3–56.

3. A. ı. Okun~kov, G. I. Ol~xanskiæ, Sdvinutye funkcii Xura. — Algebra i Analiz 9, ˝ 2 (1997), 73–146.

4. G. Polia, G. Sege, Zadaqi i teoremy iz analiza, q. 1. Nauka, M. (1978).

5. H. K. Farahat, G. Higman, The centres of symmetric groups rings. — Proc. Roy.

Soc. Sect. A 250 (1959), 212–221.

6. I. P. Goulden, D. M. Jackson, Symmetric Functions and Macdonald’s Result for Top Connexion Coefficients in the Symmetric Group. — J. Algebra 166 no. 2 (1994), 364–378.

7. S. Kerov, Gaussian Limit for the Plancherel Measure of the Symmetric Group.

— C. R. Acad. Sci. Paris 316 (1993), 303–308.

120 V. IVANOV, S. KEROV

8. S. Kerov, G. Olshanski, Polynomial functions on the set of Young diagrams. — C. R. Acad. Sci. Paris 319 (1994), 121–126.

9. I. G. Macdonald, Symmetric functions and Hall polynomials, 2nd edition. Oxford Univ. Press, 1995.

10. G. Olshanski, Representations of infinite-dimensional classical groups, limits of enveloping algebras, and Yangians. Topics in representation theory (A. A. Kirillov ed.), Adv. Sov. Math, 2, Am. Math. Soc.. Providence, R. I., 1991, pp. 1–66.

Ivanov V., Kerov S. The algebra of conjugacy classes in symmetric groups, and partial permutations.

We prove a convolution formula for the conjugacy classes in symmetric groups conjectured by the second author. A combinatorial interpretation of coefficients is provided. As a main tool we introduce new semigroup of partial permutations. We describe its structure, representations, and characters. We also discuss filtrations on the subalgebra of invariants in the semigroup algebra.

Postupilo 22 i¸nØ 1999 g. S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im V. A. Steklova RAN Moskovskiæ gosudarstvennyæ universitet

vivanov@vivanov.mccme.ru, kerov@pdmi.ras.ru