Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 256, 1999 g.

A. G. Kaqurovskiæ

O SHODIMOSTI SREDNIH V �RGODIQESKO` TEOREME DL˚ GRUPP Z^d

Davno i horoxo izuqena shodimost~ srednih v ffrgodiqeskoæ teoreme dlØ gruppy Z; sm., naprimer, obstoØtel~nu¸ monografi¸ [1] i nedavniæ obzor rezul~tatov po skorostØm shodimosti v [2]. Shodimost~ v ffrgodiqeskih teoremah dlØ bolee obwih grupp preobrazovaniæ izuqena gorazdo huße. Vopros o skorostØh shodimosti poqti ne rassmatrivalsØ; imeetsØ lix~ nebol~xaØ rabota o deæstviØh lokal~no koneqnyh grupp [3].

Cel~ nastoØweæ raboty – perenesenie osnovnyh rezul~tatov o skorostØh shodimosti dlØ gruppy Ziz [2] na deæstviØ grupp

Z^d. Krome togo, v poslednem razdele raboty daetsØ analog dlØ Z^d martingal~no–ffrgodiqeskoæ teoremy iz [4], kotoru¸ moßno

rassmatrivat~ kak ffrgodiqesku¸ teoremu s postepennym zabyvaniem toqkami fazovogo prostranstva svoih toqnyh naqal~nyh koordinat.

Pol~zuØs~ sluqaem, vyraßa¸ blagodarnost~ A. M. Verxiku i A. M. Stepinu, kotorym obØzan svoim interesom k deæstviØm grupp Z^d.

1. Neobhodimye ponØtiØ. Pust~ (Ω, F, λ) – veroØtnostnoe pro-

stranstvo, T_1, · · · , T_d – poparno kommutiru¸wie ego avtomorfizmy. DlØ kaßdoæ funkcii f ∈ L_1(Ω) poloßim S_nf = n−1∑ k1=0 · · · n−1∑ k_d=0

f ∘ T^{k1}_1 · · · T^{kd}_d ; A_nf = 1 n^d S_nf. KlassiqeskaØ ffrgodiqeskaØ teorema dlØ gruppy Z^d utverßdaet v takoæ situacii shodimost~ p.v. srednih A_nf pri n → ∞ (k funkcii f^∗); sm., naprimer, [1].

DlØ f ∈ L_2(Ω) qerez b_{k1···kd} f oboznaqim korrelØcionnye kofffficienty naxeæ dinamiqeskoæ sistemy, t.e. skalØrnye proizvedeniØ (f ∘ T^{k1}_1 · · · T^{kd}_d , f). Qerez σ_f oboznaqaem spektral~nu¸

Rabota vypolnena pri podderßke RFFI: programma “Veduwie nauqnye xkoly”, grant 96–15-96060 i grant RFFI 96–01–00676. 121

122 A. G. KAQUROVSKI` meru rassmatrivaemoæ dinamiqeskoæ sistemy, t.e. taku¸ neotricatel~nu¸ borelevsku¸ meru na gruppe harakterov gruppy

Z^d (t.e. na tore [−π, π)^d), qto dlØ kaßdoæ f ∈ L2(Ω) b_{k1···kd} f = ∫ [−π,π)^d e^{i(k1x1+···+kdxd )}dσ_f (x_1, · · · , x_d). (1) Qerez Φ_n(x) oboznaqim udvoennoe (n − 1)-e Ødro Feæera, t.e.

poloßim

Φ_n(x) = 1 n sin^{2 nx}_2 sin^{2 x}_2 . Kak horoxo izvestno (sm., naprimer, [5])

Φ_n(x) = 1 n ∑ |m|<n (n − |m|)e^{imx}. (2) Qerez L^0_p(Ω) oboznaqaem, kak obyqno, klass funkciæ iz L_p(Ω) s nulevym srednim.

2. Ubyvanie dispersii srednih. V fftom razdele raboty my

rassmatrivaem tol~ko sluqaæ f ∈ L^0_2(Ω), t.e. dispersii DA_nf i

DS_nf veliqin A_nf i S_nf sovpada¸t u nas s ‖A_nf‖^2 i ‖S_nf‖^2,

sootvetstvenno (i DA_nf = n^{−2d}DS_nf).

Sledu¸waØ teorema v odnomernom (d = 1) sluqae horoxo izvestna; sm., naprimer, [5]. Ee perenesenie na mnogomernyæ sluqaæ ne predstavlØet osobogo truda i takße izvestno (naprimer, A. M. Stepinu), – hotØ, po-vidimomu, nikogda ne publikovalos~.

Teorema 1. DispersiØ veliqiny Snf, DSnf, sledu¸wim obrazom

vyraßaetsØ qerez korrelØcionnye kofffficienty b_{k1···kd} f i spektral~nu¸ meru σ_f :

DS_nf = ∑ |k1|<n · · · ∑ |k_d|<n (_d∏ i=1 (n − |k_i|) ) b_{k1···kd} f; (3)

DS_nf = ∫ [−π,π)^d n^dΦ_n(x_1) · · · Φ_n(x_d)dσ_f (x_1, · · · , x_d). (4)

Dokazatel~stvo. Tak kak Ti, i = 1, · · · , d, poparno kommutiru¸t, to DS_nf = (S_nf, S_nf) =

O SHODIMOSTI SREDNIH 123 = n−1∑ m1=0 · · · n−1∑ m_d =0 n−1∑ l1=0 · · · n−1∑ l_d =0

(f ∘ T^{m1}_1 · · · T^{md}_d , f ∘ T^{l1}_1 · · · T_dl_d) =

= n−1∑ m1=0 · · · n−1∑ m_d=0 n−1∑ l1=0 · · · n−1∑ l_d =0 (f ∘ T^{m1−l1} 1 · · · T^{md −ld}_d , f) =

= ∑ |k1|<n · · · ∑ |k_d|<n (_d∏ i=1 (n − |k_i|) ) (f ∘ T^{k1}_1 · · · T^{kd}_d , f), qto i dokazyvaet ravenstvo (3). Dalee iz (3) zamenoæ (1) poluqaem:

DS_nf = = ∫ [−π,π)^d ∑ |k1|<n · · · ∑ |k_d|<n (_d∏ i=1 (n −|k_i|) ) e^{i(k1x1+···+kdxd)}dσ_f (x_1, · · · , x_d) =

= ∫ [−π,π)^d ( ∑ |k1|<n (n − |k_1|)e^{ik1x1} ) · · ·

· · · ( ∑ |k_d|<n (n − |k_d|)e^{ikdxd} ) dσ_f (x_1, · · · , x_d). Dokazyvaemoe ravenstvo (4) poluqaetsØ ots¸da zamenoæ (2).

Teorema 2. DispersiØ veliqiny Snf, DSnf, sledu¸wim obrazom

ocenivaetsØ qerez korrelØcionnye kofffficienty b_{k1···kd} f:

1) DS_nf 6 n^d ∑ |k1|<n · · · ∑ |k_d|<n |b_{k1···kd} f|; 2) esli ∑ k1 · · · ∑ k_d |b_{k1···kd} f|^p = S < ∞ dlØ nekotorogo p ∈ [1, ∞), to

DS_nf 6 S^{1p} 2^{d− dp} n^{2d− dp} .

Dokazatel~stvo. Pervoe utverßdenie teoremy 2 nemedlenno

sleduet iz (3). Vtoroe ee utverßdenie poluqaetsØ iz pervogo po neravenstvu Gel~dera: n^d ∑ |k1|<n · · · ∑ |k_d|<n |b_{k1···kd} f| 6

124 A. G. KAQUROVSKI` 6 n^d‖{bk_1···k_d f}‖p(2n)^{d(1− 1p )} 6 S^{1p} 2^{d(1− 1p )}n^{2d− dp} . Zameqanie 1. ImeetsØ rØd rabot po garmoniqeskomu analizu,

v kotoryh da¸tsØ dostatoqnye priznaki absol¸tnoæ summiruemosti (s p-æ stepen~¸) kratnyh rØdov Fur~e, o kotoroæ idet req~ vo vtoroæ qasti teoremy 2. Kratkiæ obzor takih rezul~- tatov moßno naæti v special~noæ rabote [6] (ukazannoæ avtoru A. M. Stepinym). Naprimer, esli spektral~naØ mera σ_f absol¸tno nepreryvna (s plotnost~¸ s) otnositel~no mery Lebega, i u funkcii s est~ nepreryvnye qastnye proizvodnye porØdka l, to ∑ k1 · · · ∑ k_d |b_{k1···kd} f|^p < ∞ dlØ vseh p >^{2d}_{2l+d} .

Dokazatel~stvo sledu¸weæ teoremy polnost~¸ analogiqno dokazatel~stvu ee odnomernogo (d = 1) analoga v [5].

Teorema 3. Esli spektral~naØ mera σf absol¸tno nepreryvna (s

plotnost~¸ s) otnositel~no mery Lebega, i funkciØ s nepreryvna v toqke 0 = (0, · · · , 0), to pri n → ∞

DS_nf = (2πn)^ds(0) + o(n^d).

Zameqanie 2. Kak bylo pokazano v [2, teorema 3], v odnomer-

nom (d = 1) sluqae stepennoæ rost dispersii DS_nf ravnosilen stepennoæ osobennosti spektral~noæ mery σ_f v toqke 0. V sluqae d > 1 iz stepennoæ osobennosti σ_f v toqke 0 uße ne sleduet stepennoæ rost DS_nf: naprimer, dlØ mery σ_f so stepennoæ osobennost~¸ v 0, celikom sosredotoqennoæ na glavnoæ diagonali tora [−π, π)^d. Tem ne menee, i v mnogomernom sluqae iz stepennogo rosta DS_nf vytekaet stepennaØ osobennost~ mery σ_f v toqke 0. Dokazatel~stvo fftogo fakta polnost~¸ analogiqno dokazatel~stvu ego odnomernogo (d = 1) analoga v [2].

3. Ubyvanie veroØtnosteæ ε-ukloneniæ. Kak i v odnomernom

(d = 1) sluqae, udaetsØ davat~ ocenki skorosteæ ubyvaniØ vero- Øtnosteæ ε-ukloneniØ qerez skorost~ ubyvaniØ dispersiæ srednih A_nf, DA_nf. Dokazatel~stva sledu¸wih teorem 4 i 5 poluqa¸tsØ oqevidnoæ modifikacieæ ih odnomernyh analogov v [2].

O SHODIMOSTI SREDNIH 125

Teorema 4. Esli f ∈ L∞(Ω), to dlØ l¸bogo α > 0 ravnosil~ny

sledu¸wie dva utverßdeniØ:

1) λ{|A_nf − f^∗| ¿ ε} = O(n^{−α}) pri n → ∞ dlØ l¸bogo ε > 0; 2) λ{ sup_N

¿n^{|AN f − f ∗|} ¿^{ε} = O(n−α) pri n → ∞ dlØ l¸bogo ε > 0.}

Utverßdenie teoremy spravedlivo takße pri zamene oboih

“O” na “o”.

Teorema 5. Pust~ f ∈ L∞(Ω). Esli DAnf = O(n^{−α}) pri n → ∞

dlØ nekotorogo α ∈ (0, 2d], to dlØ kaßdogo ε > 0 pri n → ∞ λ{ sup_N ¿n^{|AN f − f ∗|} ¿^{ε} = O(n−α).} Utverßdenie teoremy spravedlivo takße pri zamene oboih

“O” na “o”.

SuperpoziciØ teoremy 5 s teoremami 2 i 3 i zameqaniem 1 nemedlenno privodit k sledu¸wemu utverßdeni¸ o skorostØh shodimosti.

Teorema 6. Pust~ f ∈ L^0_∞(Ω). Togda dlØ kaßdogo ε > 0:

1) esli ∑ |k1|<n · · · ∑ |k_d|<n |b_{k1···kd} f| = O(n^β) pri n → ∞ dlØ β ∈ [0, d), to pri n → ∞ λ{ sup_N ¿n^{|AN f − f ∗|} ¿^{ε} = O(nβ−d);} 2) esli ∑ |k1<d| · · · ∑ |k_d|<n |b_{k1···kd} f|^p < ∞ dlØ p ∈ [1, ∞), to pri n → ∞ λ{ sup_N ¿n^{|AN f − f} ∗| ¿ ε} = O(n^{− dp} ); 3) esli u spektral~noæ mery σ_f est~ nepreryvnaØ v toqke

0 = (0, · · · , 0) plotnost~, to pri n → ∞ λ{ sup_N ¿n^{|AN f − f} ∗| ¿ ε} = O(n^{−d}); 4) esli u spektral~noæ mery σ_f est~ plotnost~ s nepreryvnymi qastnymi proizvodnymi porØdka l, to dlØ vseh p >^{2d}_{l+d} pri n → ∞ λ{ sup_N ¿n^{|AN f − f} ∗| ¿ ε} = O(n^{− dp} ).

126 A. G. KAQUROVSKI`

4. Martingal~no–ffrgodiqeskaØ teorema. V fftom razdele rabo-

ty T_1, · · · , T_d – proizvol~nye poloßitel~nye sßatiØ v L_p(Ω) dlØ p ∈ (1, ∞) (ne obØzatel~no poroßdennye avtomorfizmami prostranstva s meroæ).

DlØ n = (n1, · · · , nd) pod n → ∞ budem ponimat~ nk → ∞ dlØ

vseh k = 1, · · · , d. Rassmotrim ffrgodiqeskie srednie Anf = (_d∏ k=1 n_k )_{−1} (_{n1−1}∑ k1=0 · · · n_d−1∑

k_d=0

T^{n1}_1 · · · T^{nd}_d f ) . Togda (sm., naprimer, [1]) dlØ kaßdoæ f ∈ L_p(Ω), p ∈ (1, ∞), veliqiny Anf shodØtsØ p.v. pri n → ∞; pri fftom spravedlivo sledu¸wee dominantnoe neravenstvo:

‖ sup n {An|f|}‖_p 6 ( p p − 1 )_d ‖f‖_p. (5) Pust~ {F_l}_16_l6_∞ – monotonnaØ posledovatel~nost~ σ-podal-gebr F . Sledu¸wu¸ teoremu, v sluqae F_l ↓, moßno rassmatrivat~ kak ffrgodiqesku¸ teoremu s postepennym zabyvaniem toqkami fazovogo prostranstva svoih toqnyh naqal~nyh koordinat (v sluqae F_l ≡ F ona prosto sovpadaet s obyqnoæ ffrgodiqeskoæ teoremoæ).

Teorema 7. Pust~ nl = (n^l_1, · · · , n^l_d) → ∞ pri l → ∞. Togda dlØ ka-

ßdoæ f ∈ L_p(Ω), p ∈ (1, ∞), uslovnye matematiqeskie oßidaniØ E(An_l f|F_l) shodØtsØ p.v. pri l → ∞.

Dokazatel~stvo teoremy 7 analogiqno dokazatel~stvu ee odnomernogo (d = 1) analoga v [4]. Ocenki sledu¸weæ teoremy 8 v sluqae d = 1 toqnee sootvetstvu¸wih im analogov iz [4].

Teorema 8. Esli Fl ↓, f ∈ Lp(Ω), p ∈ (1, ∞) i nl = (n^l_1, · · · , n^l_d) → ∞

pri l → ∞, to

1) ‖ sup_l |E(An_l f|F_l)|‖_p 6 (_p p−1 )_{d+1} ‖f‖_p; 2) λ{sup_l |E(An_l f|F_l)| ¿ ε} 6 (_p p−1 )_{pd ‖f‖p} p ε^p .

Dokazatel~stvo. Poloßim gl = sup_m ¿l^{|Anm f|} ; togda

O SHODIMOSTI SREDNIH 127

|E(An_l f|F_l)| 6 E(sup_m ¿l^{|Anm f||Fl) = E(gl|Fl).} (6) Dokaßem pervoe utverßdenie teoremy 8. Po (6) poluqaem:

‖ sup_l |E(An_l f|F_l)|‖_p 6 ‖ sup_l E(g_l|F_l)‖_p.

Dalee po klassiqeskomu dominantnomu neravenstvu dlØ neotricatel~nogo submartingala [7], primenennomu k neotricatel~nomu obrawennomu submartingalu E(g_l|F_l), imeem:

‖ sup_l E(g_l|F_l)‖_p 6 p p − 1 ‖E(g_1|F_1)‖_p.

Tak kak operator uslovnogo matematiqeskogo oßidaniØ sßimaet v L_p [8], to p p − 1 ‖E(g_1|F_1)‖_p 6 p p − 1 ‖g_1‖_p 6 p p − 1 ‖ sup_m An_m |f|‖_p. Pervoe iz utverßdeniæ teoremy 8 nemedlenno poluqaetsØ ots¸- da po dominantnomu neravenstvu (5).

DlØ dokazatel~stva vtorogo utverßdeniØ teoremy 8 opØt~ vospol~zuemsØ sootnoxeniem (6); poluqaem:

λ{sup_l |E(An_l f|F_l)| ¿ ε} 6 λ{sup_l E(g_l|F_l) ¿ ε}.

Dalee primenim maksimal~noe neravenstvo [9] dlØ neotricatel~nogo (obrawennogo) submartingala {E(g_l|F_l)}_l¿_1, kotoroe daet nam sootnoxenie

λ{sup_l E(g_l|F_l) ¿ ε} 6 1 ε^p ‖E(g_1|F_1)‖^p.

Po uße otmeqavxemusØ svoæstvu sßatiØ v L_p operatora uslovnogo matematiqeskogo oßidaniØ 1 ε^p ‖E(g_1|F_1)‖^p 6 1 ε^p ‖g_1‖^p 6 1 ε^p ‖ sup_m An_m |f|‖^p. OstaetsØ ewe raz vospol~zovat~sØ dominantnym neravenstvom (5).

128 A. G. KAQUROVSKI`

Literatura

1. U. Krengel, Ergodic theorems. Berlin–New York, Walter de Gruyter, 1985.

2. A. G. Kaqurovskiæ, Skorosti shodimosti v ffrgodiqeskih teoremah. — Usp. Mat. Nauk 51 (1996), 73-124.

3. A. M. Verxik, A. G. Kaqurovskiæ, Skorosti shodimosti v ffrgodiqeskih teoremah dlØ lokal~no koneqnyh grupp i obrawennye martingaly. Preprint POMI 2/1998. 6s.

4. A. G. Kaqurovskiæ, Martingal~no–ffrgodiqeskaØ teorema. — Mat. Zametki 64 (1998), 311-314.

5. I. A. Ibragimov, ı. V. Linnik, Nezavisimye i stacionarno svØzannye veliqiny. M., Nauka, 1965.

6. M. I. D~Øqenko, Nekotorye problemy teorii kratnyh trigonometriqeskih rØdov. — Usp. Mat. Nauk 47 (1992), 97-162.

7. A. N. XirØev, VeroØtnost~. M., Nauka, 1989.

8. J. Neveu, Discrete parameter martingales. Amsterdam, North Holland Publishing Co., 1975.

10. M. Loev, TeoriØ veroØtnosteæ. M., IL, 1962.

Kachurovskii A. G. Convergence of averages in the ergodic theorem

for groups Z^d.

Some estimates of the rates of convergence in the ergodic theorem for

actions of groups Z^d are given. Besides, martingale–ergodic theorem for

Z^d is proved. This theorem may be considered as an ergodic theorem in

which the exact initial coordinates of phase space’s points are gradually

forgotten.

Postupilo 25 fevralØ 1999 g.

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN