Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 256, 1999 g.

A. L. Qistov

SIL^NA˚ VERSI˚ OSNOVNOGO RAZREXAıWEGO ALGORITMA DL˚ �KZISTENCIONAL^NO` TEORII PERVOGO POR˚DKA VEWESTVENNO ZAMKNUTYH POLE`

Vvedenie

Pust~ U – vewestvennoe algebraiqeskoe mnogoobrazie v nmernom affinnom prostranstve, kotoroe ØvlØetsØ mnoßestvom nuleæ semeæstva mnogoqlenov stepeni men~xe d. Pust~ U_i, i ∈ I – semeæstvo vseh neprivodimyh komponent U . Oboznaqim qerez

U^{(s)}_i zamykanie v klassiqeskoæ topologii mnoßestva vseh glad-

kih toqek razmernosti s mnogoobraziØ U_i. V stat~e opisyvaetsØ algoritm dlØ postroeniØ koneqnogo mnoßestva toqek S, kotoroe imeet nepustoe pereseqenie s kaßdoæ svØznoæ komponentoæ U^{(s)}_i dlØ kaßdogo i ∈ I, 0 6 s 6 n. Qislo toqek S ograniqeno sverhu mnogoqlenom ot d^n. Analogiqnyæ rezul~tat spravedliv dlØ bazisnyh polualgebraiqeskih mnoßestv. VremØ raboty algoritma (dlØ sluqaØ algebraiqeskogo mnogoobraziØ) polinomial~no ot dliny zapisi vhodnyh dannyh i d^n. Bolee toqnye rezul~taty formuliru¸tsØ s privleqenem triangulØcii U , esli U ograniqeno (sootvetstvenno kompaktifikacii po Aleksandrovu mnogoobraziØ U , esli U ne ograniqeno).

Ranee izvestnye algoritmy s takim ße vremenem raboty pozvolØli [15, 7] postroit~ tol~ko koneqnoe mnoßestvo S^′ s qislom fflementov ograniqennym sverhu polinomom ot d^n, kotoroe imeet nepustoe pereseqenie lix~ s kaßdoæ svØznoæ komponentoæ vewestvennogo algebraiqeskogo mnogoobraziØ.

Pereædëm k toqnym formulirovkam. Pust~ k_0 = Q(t_1, . . . , t_l, θ) – vewestvennoe uporØdoqennoe pole, priqëm t_1, . . . , t_l algebraiqeski nezavisimy nad Q, i θ – algebraiqeskiæ nad Q fflement s minimal~nym mnogoqlenom F ∈ Q[t_1, . . . , t_l, Z]. Starxiæ kofffficient lc_Z F mnogoqlena F raven 1.

Stat~Ø napisana pri qastiqnoæ podderßke Volkswagen–Stiftung, Program

on Computational Complexity. 168

SIL^NA˚ VERSI˚ ALGORITMA 169

V dal~neæxem my budem predpolagat~, qto pole k_0 udovletvorØet sledu¸wemu svoæstvu.

(A) Pust~ koneqnoe rasxirenie k_1 ⊃ k_0 vewestvenno zamknutyh poleæ zadano svoim primitivnym fflementom i ego minimal~nym mnogoqlenom. Togda dlØ vsØkogo fflementa a ∈ k_1 moßno opredelit~ verno li, qto a > 0 za polinomial~noe vremØ.

Otmetim, qto esli k_0 = Q, to k_0 udovletvorØet fftomu svoæstvu. Esli ε > 0 – beskoneqno malaØ veliqina otnositel~no polØ

k_0, to vewestvennoe uporØdoqennoe pole k_0(ε) takße udovletvo-

rØet sformulirovannomu svoæstvu.

Pust~ dany mnogoqleny f_1, . . . , f_m ∈ k_0[X_1, . . . , X_n], priqëm

n ¿ 1, m ¿ 1. Rassmotrim zamknutoe algebraiqeskoe mnoßestvo

ili algebraiqeskoe mnogoobrazie (v fftoæ stat~e my ne razliqaem ffti ponØtiØ)

V = {(x_1, . . . , x_n) : f_i(x_1, . . . , x_n) = 0, x_i ∈ k_0, ∀1 ≤ i ≤ m} ⊂ A^n (k_0) .

�to mnoßestvo vseh obwih nuleæ mnogoqlenov f_1, . . . , f_m v A^n (k)_0, gde k_0 – algebraiqeskoe zamykanie k_0. V dal~neæxem my budem oboznaqat~ dlØ kratkosti ffto mnoßestvo qerez Z(f_1 , . . . , f_m). Analogiqnye oboznaqeniØ budut takße ispol~zovat~sØ dlØ mnoßestv vseh obwih nuleæ (v affinnyh ili proektivnyh prostranstvah, kak ffto budet vidno iz konteksta) drugih mnogoqlenov. Sledovatel~no, V = Z(f_1, . . . , f_m).

Pust~ R – vewestvenno zamknutoe pole, soderßawee vewestvennoe zamykanie ~k_0 polØ k_0, i C = R – algebraiqeskoe zamykanie polØ R. Poloßim V (R)= {(x_1, . . . , x_n) : f_i(x_1, . . . , x_n)=0, x_i ∈ R, ∀1 ≤ i ≤ m} ⊂ A^n (R). �to mnoßestvo vseh obwih nuleæ mnogoqlenov f_1, . . . , f_m v A^n (R). V dal~neæxem my budem oboznaqat~ dlØ kratkosti ffto mnoßestvo qerez Z_R(f_1, . . . , f_m). Analogiqnye oboznaqeniØ budut takße ispol~zovat~sØ dlØ mnoßestv vseh obwih nuleæ (v affinnyh ili proektivnyh prostranstvah, kak ffto budet vidno iz konteksta) drugih mnogoqlenov. Tak qto V (R) = Z_R(f_1, . . . , f_m) ØvlØetsØ vewestvennym algebraiqeskim mnoßestvom ili vewestvennym algebraiqeskim mnogoobraziem nad R, sm. [8]. �lementy

170 A. L. QISTOV

mnoßestva Z_R(f_1, . . . , f_m) sut~ vewestvennye korni mnogoqlenov f_1, . . . , f_m. Kaßdyæ mnogoqlen f = f_i budem predstavlØt~ v forme f = 1 a_0 ∑ i_1,... ,i_n ∑ 0≤j<degF a_{i1,... ,in,j}θ^j X^{i1}_1 · · · X^{in}_n , gde a_0, a_{i1,... ,in,j} ∈ Z[t_1, . . . , t_l], gcd_{i1,... ,in,j} (a_0, a_{i1,... ,in,j}) = 1. Opre- delim dlinu zapisi l(a) celogo qisla a formuloæ l(a) = min{s ∈

Z: |a| < 2^{s−1}}. Dlina zapisi kofffficientov l(f) mnogoqlena f

opredelØetsØ kak maksimum dlin zapisi celyh kofffficientov mnogoqlenov a_0, a_{i1,... ,in,j}, i stepen~ deg_{tα} (f) = max_{i1,... ,in,j}{deg_{tα} (a_0), deg_{tα} (a_{i1,... ,in,j})} , gde 1 ≤ α ≤ l. Analogiqnym obrazom opredelØetsØ deg_{tα} F i l(F ). My budem predpolagat~, qto ime¸tsØ sledu¸wie ocenki deg_{X1 ,... ,Xn} (f_i) < d, deg_{tα} (f_i) < d_2, l(f_i) < M, deg_Z(F ) < d_1, deg_{tα} (F ) < d_1, l(F ) < M_1 .

Razmer (ili dlina zapisi) L(f) mnogoqlena f opredelØetsØ kak proizvedenie l(f) na qislo vseh celyh kofffficientov mnogoqlena f v plotnom predstavlenii. Imeem

L(f_i) < ( ( d + n n ) d_1 + 1)d^l_2M

Analogiqno L(F ) < d^{l+1}_1 M_1. V dal~neæxem, esli ne ogovoreno protivnoe, my budem sqitat~, qto l fiksirovano.

Zameqanie 1. V dal~neæxem my budem predpolagat~ bez ogra-

niqeniØ obwnosti, qto mnogoqleny f_1, . . . , f_m ØvlØ¸tsØ lineæno nezavisimymi nad k_0. Sledovatel~no, dim V 6 n − 1.

Rassmotrim snaqala sluqaæ, kogda V (R) ograniqeno. Rassmotrim nekotoru¸ triangulØci¸ vewestvennogo algebraiqeskogo mnogoobraziØ V (R), sm. [8], t.e. koneqnyæ simplicial~nyæ kompleks K = ∪_16_i6_pσ_i, opredelënnyæ nad polem R (zdes~ ffto oznaqaet simplicial~noe prostranstvo, a ne abstraktnu¸ simplicial~nu¸ shemu na koneqnyh mnoßestvah, t.e. K ⊂ R^N dlØ nekotorogo N , i vsØkiæ simpleks σ_i ØvlØetsØ vypukloæ oboloqkoæ ego

SIL^NA˚ VERSI˚ ALGORITMA 171

verxin) i polualgebraiqeskiæ gomeomorfizm ϕ : K → V (R) otnositel~no topologii vewestvennogo polØ. My budem nazyvat~ dlØ kratkosti simpleks σ kompleksa K maksimal~nym togda i tol~ko togda, kogda on ne ØvlØetsØ gran~¸ kakogo-libo drugogo simpleksa iz K. Pust~ 0 6 s 6 n − 1. Rassmotrim nenulevoæ s–mernyæ cikl e = ∑ 16j6q^σpj s kofffficientami iz Z^{/2}Zsimplicial~nogo kompleksa K, takoæ qto σ_{pj} maksimalen dlØ l¸bogo j, i p_{j1} ≠ p_{j2} , esli j_1 ≠ j_2. Sledovatel~no, razmernost~ dim σ_{pj} = s dlØ kaßdogo j. Oboznaqim E = |e| = ∪_16_j6_qϕ(σ_{pj} ).

Zameqanie 2. Otmetim, qto esli imeetsØ neprivodimaØ kompone-

nta W mnogoobraziØ V (R) razmernosti s nad R, to suwestvuet takße cikl e, kak vyxe, i takoæ qto |e| sovpadaet s mnoßestvom vseh toqek razmernosti s mnogoobraziØ W . �to sleduet iz togo, qto dlØ vsØkogo (s − 1)-mernogo simpleksa t triangulØcii W qislo s-mernyh simpleksov rassmatrivaemoæ triangulØcii, soderßawih t kak gran~, qëtno, sm. [8].

Pust~ teper~ dan nenulevoæ vektor y = (y_1, . . . , y_n) ∈ R^n. Soglasno principu perenosa, sm. [8], funkciØ ∑ 16i6n^{yiXi} imeet maksimum i minimum na E. Oboznaqim

m^′ = max( ∑ 16i6n^{yiXi)(E), E} ′ = {z ∈ E : ( ∑ 16i6n^{yiXi)(z) = m} ′}, m^{′′} = min( ∑ 16i6n^{yiXi)(E), E} ′′ = {z ∈ E : ( ∑ 16i6n^{yiXi)(z) = m} ′′} (qtoby izbeßat~ dvusmyslennosti oboznaqeniæ zametim, qto v sledu¸wih razdelah stat~i my budem takße rassmatrivat~ sluqai, kogda koordinaty y prinadleßat nekotoromu rasxireni¸ R). Teorema 1. Pust~ V (R) – ograniqennoe vewestvennoe mnogoobra-

zie v affinnom prostranstve, zadannoe kak mnoßestvo nuleæ mnogoqlenov f_1, . . . , f_m. Togda dlØ zadannogo vektora y ∈ k^n_0 moßno postroit~ koneqnoe mnoßestvo S_y toqek V (R), takoe qto dlØ vsØkogo 0 6 s 6 n − 1, dlØ vsØkoæ polualgebraiqeskoæ triangulØcii ϕ : K → V (R) i vsØkogo nenulevogo s-mernogo cikla e s kofffficientami iz Z/2Z, opisannogo vyxe, pereseqeniØ S_y ∩ E^′ i S_y ∩ E^{′′} nepusty. Qislo toqek mnoßestva S_y ograniqeno sverhu mnogoqlenom ot d^n. VremØ raboty algoritma dlØ postroeniØ S_y polinomial~no ot d^n, d_1, d_2, M , M_1, m i dliny zapisi vektora y.

172 A. L. QISTOV

Teorema 1 budet vyvedena iz naxeæ teoremy suwestvovaniØ, kotoraØ formuliruetsØ i dokazyvaetsØ v Razdele 2. Otmetim, qto moßet sluqitsØ, qto E = E^′ = E^{′′}, naprimer, kogda s = 0, i E sostoit iz odnoæ toqki. PrimenØØ Teoremu 1 k n lineæno nezavisimym vektoram y^{(1)}, . . . , y^{(n)} i opredelØØ S = ∪_16_i6_nS_y(i) , my poluqaem sledu¸wiæ rezul~tat.

Sledstvie 1. Pust~ 1 6 s 6 n−1. Togda moßno postroit~ koneq-

noe mnoßestvo S toqek V (R), takoe qto dlØ vsØkoæ polualgebraiqeskoæ triangulØcii ϕ : K → V (R) i vsØkogo s-mernogo cikla e s kofffficientami iz Z/2Z, takogo kak vyxe, pereseqenie S ∩ E soderßit po kraæneæ mere dve razliqnye toqki. Qislo toqek mnoßestva S ograniqeno sverhu mnogoqlenom ot d^n. VremØ raboty algoritma dlØ postroeniØ S polinomial~no ot d^n, d_1, d_2, M , M_1, m. V obwem sluqae, t.e. kogda V (R) neobØzatel~no ograniqeno, moßno proverit~, ograniqeno li V (R), za polinomial~noe vremØ ot d^n, d_1, d_2, M , M_1, m. Napomnim konstrukci¸ algebraiqeskogo mnogoobraziØ V_1, takogo qto V_1(R) ØvlØetsØ kompaktifikacieæ po Aleksandrovu V (R), esli V (R) ne ograniqeno. Imenno, postroim toqku x^{(0)} ∉ V (R). Moßno predpolagat~, ne umalØØ obwnosti, qto x^{(0)} = (0, . . . , 0), osuwestvlØØ pri neobhodimosti podhodØwee lineænoe preobrazovanie koordinat v A^n (R). Polo- ßim g_i = ( ∑ 16i6n^X 2 i )^{degfi} f_i ( X_1 ∑ 16i6n^{X 2}i^{, . . . ,} X_n ∑ 16i6n^{X 2}i ) , 0 6 i 6 m. Opredelim V_1 = Z(g_1, . . . , g_m). Tak qto V_1 ograniqeno. ImeetsØ izomorfizm vewestvennyh algebraiqeskih mnogoobraziæ ι :

V (R) → V_1(R) \ {x^{(0)}}, inducirovannyæ preobrazovaniem inver- sii (X_1, . . . , X_n) → ( X_1 ∑ 16i6n^{X 2}i^{, . . . ,} X_n ∑ 16i6n^{X 2}i ) . Pust~ K, ϕ, s, e ime¸t smysl dlØ V_1(R) analogiqnyæ tomu, qto byl preßde dlØ V (R). PrimenØØ Sledstvie 1 k vewestvennomu algebraiqeskomu mnogoobrazi¸ V_1(R), my poluqaem sledu¸wiæ rezul~tat.

SIL^NA˚ VERSI˚ ALGORITMA 173

Sledstvie 2. Pust~ V (R) – neograniqennoe vewestvennoe af-

finnoe mnogoobrazie, zadannoe kak mnoßestvo nuleæ mnogoqlenov f_1, . . . , f_m. Togda moßno postroit~ koneqnoe mnoßestvo S toqek V (R), takoe qto dlØ vsØkogo 0 6 s 6 n − 1, dlØ vsØkoæ polualgebraiqeskoæ triangulØcii ϕ : K → V_1(R) mnogoobraziØ V_1(R) i vsØkogo nenulevogo s-mernogo cikla e s kofffficientami iz Z/2Z, opisannogo vyxe, pereseqenie ι(S) ∩ E nepusto. Qislo toqek mnoßestva S ograniqeno sverhu mnogoqlenom ot d^n. VremØ raboty algoritma dlØ postroeniØ S polinomial~no ot d^n, d_1, d_2, M , M_1, m.

Pust~ teper~ g_1, . . . g_s ∈ k_0[X_1, . . . , X_n] – nekotorye mnogoqleny, udovletvorØ¸wie tem ße samym ocenkam na stepeni i dliny zapisi celyh kofffficientov, qto i f_1, . . . , f_m. Rassmotrim bazisnoe polualgebraiqeskoe mnoßestvo, sm. [15, 7],

U = {x ∈ R^n : f_1(x) = . . . =

= f_m(x) = 0 & g_1(x) > 0 & . . . & g_s(x) > 0}. (1)

Pust~ s 6 s^′n < s + n i s^′ ∈ Z. Esli s < n poloßim g_j = 1 dlØ vseh s + 1 6 j 6 n. Poloßim s_j = s^′j dlØ j = 0, . . . , n − 1 i

s_n = max{s, n}. Pust~ Z_1, . . . , Z_n i T – novye peremennye. Ras-

smotrim vewestvennoe algebraiqeskoe mnogoobrazie U_1 ⊂ A^{n+2} , kotoroe ØvlØetsØ mnoßestvom vseh obwih nuleæ mnogoqlenov ∏ s_j�_1 +16i6s_j gi − Zj , 1 6 j 6 n; f1, . . . , fm i T ∏ 16j6n^{Zj − 1} (tak qto v sluqae, kogda s < n, mnogoqleny 1 − Z_j, s + 1 6 j 6 n, prinadleßat rassmatrivaemomu semeæstvu).

Oboznaqim qerez π : R^{2n+1} → R^n, (X_1, . . . , X_n, Z_1, . . . , Z_n, T ) → (X_1, . . . , X_n) lineænu¸ proekci¸. Togda mnoßestvo U sovpadaet s π(U_2 ), gde

U_2 – ob¨edinenie nekotoryh svØznyh komponent U_1. Sledovatel~-

no, primenØØ Sledstvie 2 i Zameqanie 2 k algebraiqeskomu mnogoobrazi¸ U_1, my poluqaem sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 2. Rassmotrim bazisnoe polualgebraiqeskoe mnoßestvo

(1). Pust~ U_i, i ∈ I, – semeæstvo vseh neprivodimyh komponent mnoßestva U , (sm., naprimer, [16]). Pust~ U^{(s)}_i ØvlØetsØ zamykaniem v klassiqeskoæ topologii mnoßestva vseh gladkih toqek razmernosti s komponenty U_i. Togda moßno postroit~ koneqnoe mnoßestvo S toqek U , kotoroe imeet nepustoe pereseqenie so vsØkoæ svØznoæ komponentoæ kaßdogo U^{(s)}_i dlØ l¸byh i ∈ I,

174 A. L. QISTOV

0 6 s 6 n − 1. Qislo toqek mnoßestva S ograniqeno sverhu mnogo-

qlenom ot ((1+ s/n)d)^n. VremØ raboty algoritma dlØ postroeniØ S polinomial~no ot ((1 + s/n)d)^n, d_1, d_2, M , M_1, m.

Zameqanie 3. VremØ raboty algoritmov iz teorem dannoæ sta-

t~i i ih sledstviæ po-suwestvu to ße samoe, qto i dlØ rexeniØ sistem algebraiqeskih uravneniæ s koneqnym qislom rexeniæ v proektivnom prostranstve nad algebraiqeski zamknutym polem. Sledovatel~no, ffti teoremy mogut byt~ sformulirovany takße i dlØ sluqaØ, kogda l ne fiksirovano, sm. [5].

1. Odin algoritm privedeniØ k obwemu poloßeni¸

Pust~ V (R) – vewestvennoe algebraiqeskoe mnogoobrazie takoe ße, kak i vo Vvedenii. Tak qto V (R) = Z_R(f_1, . . . , f_m), sm. Vvedenie. My budem predpolagat~ v fftom razdele, qto V (R) nepusto i ograniqeno, t.e. suwestvuet a ∈ R, a > 0, takoe qto ∅ ≠ V (R) ⊂ {(x_1, . . . , x_n) ∈ R^n : ∑ 16i6n^x 2 i 6 a} = Ba. Predpoloßim v dal~neæxem takße, qto pereseqenie s graniceæ xara B_a V (R) ∩ ∂B_a = V (R) ∩ Z_R( ∑ 16i6n^x 2 i − a) = ∅. (2) Oboznaqim f = ∑ 16i6m^{f 2}i . Pust~^{g = 1 + X 2d+2}1^{+ . . . + X 2d+2}n .

Pust~ ε > 0 – beskoneqno malaØ veliqina otnositel~no polØ R. Oboznaqim f_ε = f − εg. Pust~ ε^{(0)} i ε^{(1)} – novye peremennye.

Poloßim f = X^{2d+2}_0 f(X_1 /X_0, . . . , X_n/X_0), g = ∑ 06i6n^{X 2d+2}i i

h = ε^{(0)}f − ε^{(1)}g ∈ R[ε^{(0)}, ε^{(1)}, X_0, . . . , X_n, ]

t.e. h ØvlØetsØ P^1 × P^n-gomogenizacieæ mnogoqlena f_ε, priqëm koordinaty P^1 sut~ (ε^{(0)} : ε^{(1)}), ε = ε^{(0)}/ε^{(1)}, i koordinaty P^n sut~ (X_0 : . . . : X_n).

Pust~ y_2, . . . , y_n – fflementy nekotorogo polØ, ØvlØ¸wegosØ rasxireniem R. Oboznaqim y = (y_2, . . . , y_n), i opredelim polØ

K_1 = R(y_2, . . . , y_n), C_1 = C(y_2, . . . , y_n), K_2 = R(ε, y_2, . . . , y_n), C_2 = C(ε, y_2, . . . , y_n).

SIL^NA˚ VERSI˚ ALGORITMA 175

V sluqae, kogda y_2, . . . , y_n – fflementy vewestvennogo uporØdoqennogo rasxireniØ R, my budem oboznaqat~ takße R_1 = K_1 i

R_2 = K_2. V fftom sluqae R_i – vewestvennye uporØdoqennye polØ,

i C_i ime¸t vewestvennye struktury, sm. [9, 10], estestvennym obrazom. V obwem sluqae my budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto pole K_1 snabßeno vewestvennoæ strukturoæ. Togda ona induciruet vewestvennye struktury na C_1, K_2, C_2.

Rassmotrim sledu¸wu¸ sistemu polinomial~nyh uravneniæ otnositel~no X_0, . . . , X_n i ε^{(0)}, ε^{(1)} { h = 0, ∂h ∂X_i − yi ∂h ∂X_1 = 0, 2 6 i 6 n. (3) Lemma 1. Pust~ ε = ε^{(1)}/ε^{(0)}. Rassmotrim (3) kak sistemu ot-

nositel~no X_0 , . . . , X_n. Togda sistema (3) imeet koneqnoe qislo rexeniæ v P^n(C_2).

Dokazatel~stvo. Rassmotrim sistemu { X^{2d+2}_0 + X^{2d+2}_1 + . . . + X^{2d+2}_n = 0,

X^{2d+1}_i − y_iX^{2d+1}_1 = 0, 2 6 i 6 n, (4) kotoraØ poluqaetsØ zamenoæ h na g v (3). Sistema (4) imeet koneqnoe qislo rexeniæ v P^n(C_1). Sledovatel~no, sr. [5] ili [9], sledstvie 4.1, sistema (3) imeet koneqnoe qislo rexeniæ v

P^n(C2). Lemma dokazana.

Sledstvie 3. Pust~ sistema (3) imeet rexenie (η0 : . . . : ηn) ∈

P^n(C2), takoe qto η0 = 0. Togda (η0 : . . . : ηn) ∈ P^n(C1) ØvlØetsØ

rexeniem sistemy (4). Takoe rexenie (η_0 : . . . : η_n) suwestvuet togda i tol~ko togda, kogda suwestvu¸t celye qisla j_2, . . . , j_n, dlØ kotoryh 1 + ∑ 26i6n^ζ j_i 2d+1y (2d+2)/(2d+1) i = 0, gde ζ_{2d+1} – primitivnyæ koren~ stepeni 2d + 1 iz edinicy.

Dokazatel~stvo. �to sleduet iz togo, qto degf < 2d + 2. Sled-

stvie dokazano.

Pust~ ε^{(1)}/ε^{(0)} = ε. Togda rexeniØ (η_0 : . . . : η_n) ∈ P^n(C_2) sistemy (3) mogut byt~ sledu¸wih tipov

176 A. L. QISTOV

(i) takie qto η_0 = 0, i togda (η_0 : . . . : η_n) ∈ P^n(C_1) po Sledstvi¸ 3,

(ii) takie qto η_0 = 1, i ∑ 16i6n^{|ηi|2} ØvlØetsØ beskoneqno bol~xoæ veliqinoæ otnositel~no polØ C_1,

(iii) takie qto η_0 = 1, i η_i ne ØvlØ¸tsØ beskoneqno bol~-

ximi otnositel~no polØ C_1 dlØ vseh 1 6 i 6 n.

Ispol~zuØ algoritmy iz [5, 9, 10], v sluqae kogda y_2, . . . , y_n ∈

k_0, moßno postroit~ vse rexeniØ sistemy (3) tipa (i) (sootvet-

stvenno (ii), (iii)) za polinomial~noe vremØ ot d^n, d_1, d_2, M , M_1, m i razmera vektora y.

Oboznaqim qerez μ_2(y) = μ_2(y_2, . . . , y_n) (sootvetstvenno μ_0(y) =

μ_0(y_2, . . . , y_n)) qislo vseh korneæ, uqityvaØ kratnosti, tipa (iii)

(sootvetstvenno tipa (ii) ili (iii)) sistemy (3). Sledovatel~no, po teoreme Bezu μ_0(y) 6 (2d + 2)(2d + 1)^{n−1}.

Lemma 2. Pust~ y2, . . . , yn – fflementy vewestvennogo uporØdo-

qennogo polØ, kotoroe ØvlØetsØ rasxireniem R. Togda sistema (3) imeet po men~xeæ mere dva razliqnyh kornØ η^′ i η^{′′} tipa (iii) s koordinatami v vewestvennom zamykanii ~R_2 polØ R_2. Vse koordinaty korneæ η^′ i η^{′′} ne ØvlØ¸tsØ beskoneqno bol~ximi otnositel~no polØ R.

Dokazatel~stvo. (Sr. [16, 15].) Zamenim R na R, beskoneqno ma-

lu¸ veliqinu ε na poloßitel~noe qislo ε ∈ R, pust~ y_2, . . . , y_n ∈

R. Togda mnoßestvo ZR(fε) dlØ vseh dostatoqno malyh ε > 0 ime-

et svØznu¸ komponentu W^′, kotoraØ soderßitsØ v B_a, sm. (2), i ne imeet nikakoæ svØznoæ komponenty W^{′′}, kotoraØ imeet nepustoe pereseqenie so sferoæ ∂B_a. Oboznaqim qerez W_1 ob¨edinenie vseh svØznyh komponent W^′ mnoßestva ZR(f_ε), takih qto W^′ soderßitsØ v B_a. Mnoßestvo ZR(f) = ZR(f/g) ⊂ ZR(∂(f/g)/∂X1 , . . . , ∂(f/g)/∂Xn) = W2. FunkciØ f/g postoØnna na vsØkoæ kusoqno gladkoæ krivoæ, soderßaweæsØ v W_2. Sledovatel~no, funkciØ f/g postoØnna na vsØkoæ svØznoæ komponente mnoßestva W_2. Pofftomu ZR(f) ØvlØetsØ ob¨edineniem nekotoryh kompaktnyh svØznyh komponent mnogoobraziØ W_2. Sledovatel~no, suwestvuet otkrytaØ v klassiqeskoæ topologii okrestnost~ U_1 mnoßestva ZR(f), takaØ qto

U_1 ∩ W_2 = ZR(f). FunkciØ f/g poloßitel~na v kaßdoæ toqke kom-

paktnogo mnoßestva B_a \ U_1. Sledovatel~no, dlØ vseh dostatoqno

SIL^NA˚ VERSI˚ ALGORITMA 177

malyh ε > 0 mnoßestvo W_1 ⊂ U_1. Pofftomu W_1 ØvlØetsØ gladkoæ ograniqennoæ giperpoverhnost~¸ v A^n (R) dlØ vseh dostatoqno malyh ε > 0.

Poskol~ku W_1 ograniqennaØ giperpoverhnost~, suwestvu¸t po kraæneæ mere dve razliqnye toqki η^′, η^{′′} mnoßestva W_1, v kotoryh opornye giperploskosti ime¸t normal~nyæ vektor parallel~nyæ k (1, y_2, . . . , y_n). �ti opornye giperploskosti ØvlØ¸tsØ kasatel~nymi prostranstvami v toqkah η^′ i η^{′′}. Tak qto η^′ i η^{′′} ØvlØ¸tsØ rexeniØmi sistemy (3) v A^n (R). Teper~ pervoe utverßdenie sleduet iz principa perenosa, sm. [8]. Poslednee utverßdenie lemmy sleduet iz togo, qto absol¸tnye veliqiny koordinat vseh toqek iz V (R_2) ograniqeny sverhu temi ße samymi konstantami iz R, qto i absol¸tnye veliqiny koordinat vseh toqek iz V (R). Lemma dokazana.

Sledstvie 4. Pust~ y2, . . . , yn – fflementy vewestvennogo upo-

rØdoqennogo polØ, ØvlØ¸wegosØ rasxireniem R. Togda spravedlivo neravenstvo μ_2(y) ¿ 2.

Oboznaqim qerez

D(y) ∈ K_1[ε^{(0)}, ε^{(1)}, U_0, . . . , U_n]

U -rezul~tant, sm., naprimer, [4, 13], sistemy (3), rassmatrivaemoæ kak sistema otnositel~no X_0, . . . , X_n. Mnogoqlen D(y) raven (s toqnost~¸ do mnoßitelØ iz R(ε^{(0)}, ε^{(1)}, y_2, . . . , y_n)) proizvede- ni¸ ∏ j∈J ( ∑ 06i6n^Ui^{η(j)}i^), gde^{η(j) = (η(j)}0^{: . . . : η(j)n )},^{j ∈ J}, – semeæstvo vseh korneæ (uqityvaØ kratnosti) sistemy (3) v P^n(C_2). Oboznaqim qerez J^′ (sootvetstvenno J^{′′}, J^{′′′}) podmnoßestvo J, takoe qto j ∈ J^′ (sootvetstvenno j ∈ J^{′′}, j ∈ J^{′′′}) togda i tol~ko togda, kogda koren~ η^{(j)} sistemy (3) imeet tip (i) (sootvetstvenno (ii), (iii)).

Izvestno, qto esli q – kofffficient pri monome ot U_0, . . . , U_n U -rezul~tanta n odnorodnyh mnogoqlenov F_1, . . . , F_n otnositel~- no X_0, . . . , X_n, to q ØvlØetsØ odnorodnym mnogoqlenom otnositel~no kofffficientov F_i stepeni ( ∏ 16j6n^{degF}j^{)/degF}i dlØ vsØkogo 1 6 i 6 n. Sledovatel~no, stepen~

deg_ε(1)_{,ε}(0) D(y) = (2dn + 2n − 1)(2d + 1)^{n−2}.

Pust~ L = l_0X_0 + . . . + l_nX_n ∈ Z[X_0, . . . , X_n] – lineænaØ forma s celymi kofffficientami l_i, 0 6 i 6 n, takaØ qto L ne obrawaetsØ

178 A. L. QISTOV

v nul~ ni v kakoæ toqke tipa (i) mnogoobraziØ W^′ ⊂ P^n(C_2) rexeniæ sistemy (3), i L ≠ l_0X_0. Soglasno [13], sm, takße [5], moßno proverit~ ffto uslovie za polinomial~noe vremØ ot d^n i dliny zapisi vhodnyh dannyh, vkl¸qaØ L.

Opredelim mnoßestvo lineænyh form

L_N = { ∑ 06i6n^c iX_i : 1 6 i 6 N, i ∈ Z}. Forma L, udovletvorØ¸waØ rassmatrivaemomu uslovi¸, moßet byt~ vybrana iz mnoßestva L_N , priqëm N 6 P(d^n) dlØ nekotorogo polinoma P.

LineænaØ forma L ne obrawaetsØ v nul~ v nikakoæ toqke tipa (i) mnogoobraziØ W^′ togda i tol~ko togda, kogda mnogoqlen

D(y)(1, ε, L − l_0X_0, −l_1X_0, . . . , −l_nX_0) ∈ K_1[L, X_0, ε]

nenulevoæ. �tot mnogoqlen toßdestvenno raven nul¸ na W^′.

Opredelim ι_0(y) (sootvetstvenno ι_1(L, y)) kak maksimal~noe celoe qislo a, takoe qto X^a_0 (sootvetstvenno ε^a) delit mnogoqlen

D(y)(1, ε, L − l_0X_0, −l_1X_0, . . . , −l_nX_0). Togda ι_0(y) – qislo korneæ

sistemy (3) tipa (i) i, sledovatel~no, ne zavisit ot vybora L. Poloßim G(y) = D(y)(1, ε, L − l_0, −l_1, . . . , −l_n) ∈ K_1[ε, L]. Oboznaqim qerez H(y) ∈ K_1[ε, L] separabel~nyæ mnogoqlen, kotoryæ raven proizvedeni¸ vseh razliqnyh neprivodimyh mnoßiteleæ mnogoqlena G(y), kotorye ne prinadleßat K_1[ε]. Soglasno [13], sm. takße [5], mnogoqlen G(y) moßno vyqislit~ za polinomial~noe vremØ ot d^n i razmera vhodnyh dannyh, vkl¸qaØ L.

My imeem μ_0(y) = deg_LG(y) = deg_{U0,... ,Un} D(y) − ι_0(y). Predsta- vim G(y) = ε^{ι1(L,y)} ∑ 06i6μ0(y)^{aiL} i, gde a_i ∈ K_1[ε] dlØ vseh i. Otmetim, qto a_i zavisit ot kofffficientov l_0, . . . , l_n lineænoæ formy L. Tak qto oboznaqim takße

a_i = a_i(l_0, . . . , l_n).

Lemma 3. Pust~ L – proizvol~naØ lineænaØ forma, ne obrawa¸-

waØsØ v nul~ ni v kakoæ toqke tipa (i) mnogoobraziØ rexeniæ sistemy (3). Pust~ lc_ε(a_{μ0(y)}(l_0 , . . . , l_n)) – kofffficient pri starxeæ

SIL^NA˚ VERSI˚ ALGORITMA 179

stepeni mnogoqlena a_{μ0(y)}(l_0, . . . , l_n) otnositel~no ε. Togda mnogoqlen ε^{ι1 (L,y)}a_{μ0(y)}(l_0, . . . , l_n)/lc_ε(a_{μ0(y)}(l_0, . . . , l_n))

ne zavisit ot vybora L. Krome togo,

ι_1(L, y) + deg_εa_{μ0 (y)}(l_0, . . . , l_n) = (2dn + 2n − 1)(2d + 1)^{n−2}.

Dokazatel~stvo. Predstavim mnogoqlen D(y) = D1D2, gde mno-

goqlen D_1 (sootvetstvenno D_2) raven ∏ j∈J0 ∑ 16i6n^Ui^{η(j)}i (sootvetstvenno ∏ j∈J00_{∪J}000 ∑ 06i6n^{Uiη(j)}i ) s toqnost~¸ do mnoßitelØ iz K_1[ε]. Sledovatel~no, po Sledstvi¸ 3 moßno vybrat~ ffti mnoßiteli tak, qto D_1 ∈ K_1[U_0, . . . , U_n], i D_2 ∈

K_1[ε^{(0)}, ε^{(1)}, U_0, . . . , U_n]. Predstavim

D_2 = ∑ 06i6μ0(y)^{AiU} i 0, gde vse A_i ∈ K_1[ε^{(0)}, ε^{(1)}, U_1, . . . , U_n] ØvlØ¸tsØ odnorodnymi mnogoqlenami otnositel~no U_1, . . . , U_n stepeni deg_{U1,... ,Un} A_i = μ_0(y)−i. V qastnosti A_{μ0(y)} ∈ K_1[ε^{(0)}, ε^{(1)}]. Teper~ my nemedlenno poluqaem, qto ε^{ι1 (L,y)}a_{μ0(y)}(l_0, . . . , l_n) = D_1(−l_1, . . . , −l_n)A_{μ0(y)}(1, ε). Pervoe utverßdenie lemmy sleduet iz fftogo ravenstva. Vtoroe utverßdenie sleduet iz togo, qto D(y)(0, 1, U_0, . . . , U_n) ØvlØetsØ U -rezul~tantom sistemy (4). Sledovatel~no,

0 ≠ A_{μ0 (y)}(0, ε^{(1)}) = (ε^{(1)})^{(2dn+2n−1)(2d+1)n} �2 α, gde α ∈ K_1. Lemma dokazana.

Poloßim μ_1(L, y) = deg_εa_{μ0(y)}.

Opredelim μ_2(L, y) kak maksimal~noe i, takoe qto ε ne delit

a_i. Zametim, qto μ_2(L, y) ØvlØetsØ qislom korneæ, uqityvaØ ih

kratnosti, tipa (ii) ili (iii) sistemy (3), takih qto |(L/X_0)(η)| ne ØvlØetsØ beskoneqno bol~xoæ veliqinoæ otnositel~no polØ C_1. Tak qto μ_2(L, y) ¿ μ_2(y).

Poloßim μ_1(y) = μ_1(y_2, . . . , y_n) = max_L μ_1(L, y), gde maksimum berëtsØ po vsem lineænym formam L, dlØ kotoryh opredeleno

μ_1(L, y).

180 A. L. QISTOV

Pust~ L – lineænaØ forma, ne obrawa¸waØsØ v nul~ ni v kakoæ toqke tipa (i) mnogoobraziØ rexeniæ sistemy (3). Rassmotrim G(y) kak mnogoqlen ot ε, L. Pust~ (u_0, v_0), (u_1, v_1), . . . , (u_r, v_r) – posledovatel~nye verxiny mnogougol~nika N~¸tona G(y), sr. [11], v koordinatah (ε, L), takie qto

• (u_0, v_0) = ((2dn + 2n + 1)(2d + 1)^{n−2}, μ_0(y)), • u_{i+1} < u_i dlØ vseh 0 6 i 6 r − 1, • u_r = ι_1(L, y).

TakaØ posledovatel~nost~ suwestvuet po Lemme 3 i opredeleni¸ ι_1(L, y). Sledovatel~no, r ¿ 0. Krome togo, iz naxih opredeleniæ vytekaet, qto

• v_1 6 v_0 i v_{i+1} < v_i dlØ vseh 1 6 i 6 r − 1, • u_0 − u_r = μ_1(L, y), • v_r = μ_2(L, y), sledovatel~no, esli y_2, . . . , y_n – fflemen-

ty vewestvennogo uporØdoqennogo polØ, ØvlØ¸wegosØ rasxireniem R, to v_r ¿ 2.

Opredelim (u_{r+1}, v_{r+1}) = (ι_1(L, y), 0). My budem oboznaqat~ u_i =

u_i(L, y), v_i = v_i(L, y) i r = r(L, y), kogda budet suwestvenna zavi-

simost~ ot L i y.

DlØ lineænoæ formy L, takoæ kak vyxe, i y opredelim w_i =

w_i(L, y) ∈ Q, 0 6 i 6 μ_0(y), sledu¸wimi usloviØmi:

• w_{μ0 (y)} = u_0, esli v_1 < v_0, • w_{μ0 (y)} = u_1, esli v_1 = v_0, • w_i = u_{j+1} +(u_j − u_{j+1})(i − v_{j+1} )/(v_j − v_{j+1}), esli v_{j+1} 6

i 6 vj i 1 6 j 6 r (i vr ≠ vr+1 pri j = r).

Sledovatel~no, toqki s koordinatami (w_i, i), μ_2(L, y) 6 i 6 μ_0(y) prinadleßat lomanoæ N~¸tona mnogoqlena G(y). Poloßim w = w(L, y) = (w_0(L, y), . . . , w_{μ0(y)}(L, y)) ∈ Q^{μ0(y)+1}. Opredelim qastiqnyæ porØdok na Q^{μ0(y)+1} sledu¸wim obrazom. Pust~ z = (z_0, . . . , z_{μ0 (y)}) i z^′ = (z^′_0, . . . , z^′_{μ0(y)}) – dva fflementa

Q^{μ0(y)+1}. Togda z ¿ z^′ v tom i tol~ko v tom sluqae, esli zi ¿ z^′_i

dlØ vseh 0 6 i 6 μ_0(y).

Zametim, qto μ_0(y), μ_1(L, y), μ_2(L, y), r(L, y), vse u_i(L, y),

v_i(L, y), w(L, y) mogut byt~ vyqisleny za polinomial~noe vre-

mØ ot d^n i dliny zapisi vhodnyh dannyh, vkl¸qaØ L i y.

SIL^NA˚ VERSI˚ ALGORITMA 181

Lemma 4. Poloßim N1 = (2d+2)(2d+1)^{n−1}n+1. Togda suwestvuet

lineænaØ forma L_1 ∈ L_{N1} , takaØ qto L_1 ne obrawaetsØ v nul~ ni v kakoæ toqke tipa (i) mnogoobraziØ rexeniæ sistemy (3), i w(L_1, y) 6 w(L, y) dlØ vsØkoæ lineænoæ formy L, takoæ kak vyxe. Dalee, suwestvuet semeæstvo, sostoØwee iz samoe bol~xee (2d + 2)(2d + 1)^{n−1} giperploskosteæ v (n + 1)-mernom prostranstve, takoe qto, esli kofffficienty proizvol~noæ lineænoæ formy L ne prinadleßat ob¨edineni¸ giperploskosteæ iz fftogo semeæstva, to L ne obrawaetsØ v nul~ ni v kakoæ toqke tipa (i) mnogoobraziØ rexeniæ sistemy (3), i w(L, y) = w(L_1, y). Dokazatel~stvo. My ispol~zuem oboznaqeniØ iz dokazatel~-

stva Lemmy 3. Forma L ne obrawaetsØ v nul~ ni v kakoæ toqke tipa (i) mnogoobraziØ rexeniæ sistemy (3) togda i tol~ko togda, kogda ∑ 16i6n^li^{η(j)}i^{≠ 0} dlØ vseh^{j ∈ J ′}. V dal~neæxem v dokazatel~stve lemmy my budem predpolagat~, qto L = ∑ 06i6n^{liXi} ne obrawaetsØ v nul~ ni v kakoæ toqke tipa (i) mnogoobraziØ rexeniæ sistemy (3).

Pust~ ord_ε : C_2 → Q∪{+∞} – funkciØ porØdka. Napomnim, qto

ord_ε(a) – ffto pokazatel~ monoma naimen~xeæ stepeni v razloße-

nii a v drobno-stepennoæ rØd otnositel~no ε s kofffficientami v C_1.

My imeem G(y) = ε^{ι1 (L,y)}a_{μ0(y)}(l_0, . . . , l_n) ∏ j∈J00_{∪J}000 (L − (L/X_0)(η^{(j)})),

gde η^{(j)} = (η^{(j)}_0 : . . . : η^{(j)}n ) – semeæstvo vseh korneæ, uqityvaØ kratnosti, tipov (ii) ili (iii) sistemy (3) v P^n(C_2). Soglasno Lemme 3 lomanaØ N~¸tona (u_i, v_i), 0 6 i 6 r, mnogoqlena G(y) polnost~¸ opredelena porØdkami ego korneæ (L/X_0)(η^{(j)}), j ∈ J^{′′}, i w(L, y) ØvlØetsØ naimen~xeæ togda i tol~ko togda, kogda

ord_ε(L/X_0)(η^{(j)}) = min_06_i6_n ord_ε(η^{(j)}_i /η^{(j)}_0 ), (5)

dlØ vsØkogo j ∈ J^{′′}. Teper~ zametim, qto (5) vypolneno dlØ vsØkogo j ∈ J^{′′} togda i tol~ko togda, kogda kofffficienty L ne prinadleßat k ob¨edineni¸ samoe bol~xee #J^{′′} giperploskosteæ v

182 A. L. QISTOV

(n + 1)-mernom prostranstve. Sledovatel~no, trebuemaØ lineæ-

naØ forma L_1 moßet byt~ vybrana iz L_{N1} . Lemma dokazana.

Opredelim r(y) = r(L_1, y), u_i(y) = w(L_1, y), v_i(y) = w(L_1, y) dlØ

1 6 i 6 r(y) + 1 i w(y) = w(L1, y), gde L1 – lineænaØ forma iz

formulirovki Lemmy 4. Sledovatel~no, μ_1(y) = u_0(y) − u_{r(y)}(y) soglasno naxim opredeleniØm.

Opredelim μ(y) = (μ_0(y), w(y)) ∈ Z× Q^{μ0(y)+1}.

Rassmotrim (3) kak sistemu otnositel~no ε^{(0)}, ε^{(1)} i X_0, . . . , X_n s kofffficientami v pole K_1. Togda ona imeet rexeniØ v proizvedenii proektivnyh prostranstv (P^1 × P^n)(C_1) s koordinatami

((ε^{(0)} : ε^{(1)}), (X_0 : . . . : X_n)). Oboznaqim qerez W ob¨edinenie

vseh neprivodimyh nad C_1 komponent W mnogoobraziØ rexeniæ sistemy (3) v (P^1 × P^n)(C_1), takih qto W ne soderßitsØ v giperploskosti Z(c_0ε^{(0)} + c_1ε^{(1)}) dlØ l¸byh c_0, c_1 ∈ C_1. S drugoæ storony, rassmotrim sistemu (3) nad polem C_2, i napomnim, qto

W^′ ØvlØetsØ mnogoobraziem rexeniæ sistemy (3) v P^n(C_2). To-

gda, sm. [5] ili [9], Sledstvie 4.1, vsØkaØ neprivodimaØ komponenta W mnogoobraziØ W biektivno sootvetstvuet pri lokalizacii neprivodimoæ komponente W^′, opredelënnoæ nad polem C_1(ε), mnogoobraziØ W^′. Takim obrazom, vsØkaØ neprivodimaØ komponenta W mnogoobraziØ W sootvetstvuet podmnoßestvu rexeniæ (3), soderßawemusØ v W^′. Otmetim, qto esli W^′ fiksirovano, to vypolneno odno iz sledu¸wih usloviæ:

• dlØ vsØkogo η ∈ W^′ rexenie η – tipa (i), • dlØ vsØkogo η ∈ W^′ rexenie η – tipa (ii) ili (iii).

Pomimo fftogo vse rassmatrivaemye komponenty W ØvlØ¸tsØ krivymi, t.e. dim W = 1.

Oboznaqim qerez V = V(y) ob¨edinenie vseh neprivodimyh komponent W mnogoobraziØ W, sootvetstvu¸wih rexeniØm (3) tipa (ii) ili (iii). Togda pereseqenie V ∩ Z(X_0 ) ne ØvlØetsØ beskoneqnym po Sledstvi¸ 3 i, tak kak dim V = 1.

Rassmotrim lineænu¸ formu L ∈ Z[X_0, . . . , X_n], taku¸ qto

(a) L ne obrawaetsØ v nul~ ni v kakoæ toqke mnoßestva W^′ tipa (i), (b) L ne obrawaetsØ v nul~ ni v kakoæ toqke mnoßestva V ∩ Z(X_0 ).

SIL^NA˚ VERSI˚ ALGORITMA 183

Lemma 5. Pust~ L – lineænaØ forma, udovletvorØ¸waØ uslovi¸

(a), sledovatel~no, w(L, y) opredeleno. Togda w(L, y) = w(y) togda i tol~ko togda, kogda L udovletvorØet uslovi¸ (b).

Dokazatel~stvo. My ispol~zuem odin fakt iz dokazatel~stva

Lemmy 4. Pust~ ζ^{(j)}_0 , . . . , ζ^{(j)}n ∈ K_2, takie qto

ζ^{(j)} = (ζ^{(j)}_0 : . . . : ζ^{(j)}_n ) = (η^{(j)}_0 : . . . : η^{(j)}_n ) ∈ P^n(K_2),

ord_ε(ζ^{(j)}_i ) ¿ 0 dlØ l¸bogo 0 6 i 6 n, i suwestvuet 1 6 i_0 6 n (ono

zavisit ot j), takoe qto ord_ε(ζ^{(j)}_{i0} ) = 0. Teper~ pust~ lineænaØ forma L = ∑ 06i6n^{liXi} udovletvorØet usloviØm^{(a)} i^{(b)}. Imeem

V ∩ Z(X_0 ) ⊂ Z(ε^{(1)}). Sledovatel~no,

V ∩ Z(X_0 ) = {st_ε(ζ^{(j)}) : j ∈ J^{′′}},

gde st_ε : P^n(C_2) → P^n(C_1) – otobraßenie standartnoæ qasti, sm. [9, 10] (standartnaØ qast~ fflementa z ∈ P^n(C_2) est~ fflement

z^′ ∈ P^n(C_1), kotoryæ beskoneqno blizok k z). Sledovatel~no, 0 ∉ L(V ∩ Z(X_0)) togda i tol~ko togda, kogda dlØ vsØkogo j ∈ J^{′′}

spravedlivo ravenstvo ord_ε( ∑ 06i6n^li^{ζ (j)}i^{) = 0}, t.e. togda i tol~ko togda, kogda

ord_ε( ∑ 06i6n^{liζ} (j) i ) = min_06_i6_n ord_ε(ζ^{(j)}_i )

dlØ vsØkogo j ∈ J^{′′}. �to ffkvivalentno uslovi¸, qto dlØ vsØkogo j ∈ J^{′′} ord_ε((L/X_0)(η^{(j)})) = min_06_i6_n ord_ε((X_i/X_0)(η^{(j)})).

V dokazatel~stve Lemmy 4 ustanovleno, qto poslednee ffkvivalentno ravenstvu w(L, y) = w(y). Lemma dokazana.

Soglasno [9, 10] standartnaØ qast~ fflementa P^n(C_2) moßet byt~ vyqislena za polinomial~noe vremØ ot d^n i dliny zapisi vhodnyh dannyh. Sledovatel~no, moßno proverit~, udovletvorØet li lineænaØ forma L usloviØm (a) i (b) za polinomial~noe vremØ ot d^n i dliny zapisi vhodnyh dannyh. Pomimo fftogo, dlØ vsØkogo y, takaØ lineænaØ forma L moßet byt~ vybrana iz mnoßestva L_{N2} s N_2, ograniqennym sverhu polinomom ot d^n.

184 A. L. QISTOV

Lemma 6. Pust~ L – lineænaØ forma, udovletvorØ¸waØ uslovi-

Øm (a) i (b). Oboznaqim qerez Λ_1 = K_1[V \ Z(X_0 )] kol~co regulØrnyh funkciæ na algebraiqeskom mnogoobrazii V \ Z(X_0) i qerez Λ_2 = K_1[ε, (L/X_0)|_{V\Z(X0)}] podalgebru algebry Λ_1, poroßdënnu¸ funkciØmi ε i L/X_0. Togda Λ_2 ⊂ Λ_1 – koneqnoe rasxirenie algebr. Krome togo, imeet mesto izomorfizm

Λ_2 −→ K_1[Z_1, Z_2]/(H(y)(Z_1, Z_2)),

gde Z_1, Z_2 – novye peremennye, H(y) ∈ K_1[ε, L] – mnogoqlen, vvedënnyæ vyxe, i

ε → Z_1 mod H(y)(Z_1 , Z_2), L → Z_2 mod H(y)(Z_1 , Z_2)

pri fftom izomorfizme.

Dokazatel~stvo. Suwestvuet celoe qislo λ, takoe qto ε^{(0)} +λε^{(1)}

ne obrawaetsØ v nul~ ni v kakoæ toqke mnogoobraziØ V ∩ Z(X_0 ). Rassmotrim racional~nyæ morfizm π : P^1 × P^n → P^2, opredelënnyæ formuloæ

((ε^{(0)} : ε^{(1)}), (X_0 : . . . : X_n)) → ((ε^{(0)} + λε^{(1)})L : ε^{(1)}X_0 : ε^{(0)}X_0).

Soglasno vyboru L i λ morfizm π opredelën vezde na V. Proobraz (π|_V )^{−1}(z) ØvlØetsØ koneqnym dlØ vsØkoæ toqki z ∈ π(V). Takim obrazom, π(V) zamknuto v topologii Zarisskogo, i morfizm π|_V : V → π(V) koneqen. Pofftomu koordinatnye funkcii (X_i/X_0)|_{V\Z(X0)} na algebraiqeskom mnogoobrazii V \ Z(X_0 ) (oni regulØrny na fftom mnogoobrazii) ØvlØ¸tsØ celymi nad algebroæ K_1[ε, ((1 +

λε)L/X_0 )|_{V\Z(X0)}] dlØ vseh i. Sledovatel~no, ffti koordinatnye

funkcii takße cely nad algebroæ K_1[ε, (L/X_0)|_{V\Z(X0)}]. Poslednee utverßdenie lemmy sleduet neposredstvenno iz opredeleniæ algebraiqeskogo mnogoobraziØ V i mnogoqlena H(y). Lemma dokazana.

Sledstvie 5. Pust~ L – lineænaØ forma, udovletvorØ¸waØ uslo-

viØm (a) i (b). Togda μ_2(L, y) = μ_2(y).

Dokazatel~stvo. Qislo rexeniæ η sistemy (3) tipa (ii) ili (iii),

dlØ kotoryh (L/X_0)(η) ne ØvlØetsØ beskoneqno bol~xim otnositel~no polØ C_1 ravno μ_2(L, y). Dalee, soglasno dokazannomu

SIL^NA˚ VERSI˚ ALGORITMA 185

utverßdeni¸ o celoæ zavisimosti koordinatnyh funkciæ, esli

(L/X_0)(η) ne ØvlØetsØ beskoneqno bol~xim (sootvetstvenno ØvlØ-

etsØ beskoneqno bol~xim) otnositel~no polØ C_1, to (X_i/X_0)(η) – ne beskoneqno bol~xaØ veliqina (sootvetstvenno beskoneqno bol~xaØ veliqina) dlØ vseh 1 6 i 6 n (sootvetstvenno dlØ po kraæneæ mere odnogo 1 6 i 6 n). Takim obrazom, μ_2(y) = μ_2(L, y). Sledstvie dokazano. Dannoe sledstvie moßet byt~ dokazano takße, ispol~zuØ Lemmu 5.

Lemma 7. Pust~ L – lineænaØ forma, udovletvorØ¸waØ usloviØm

(a) i (b). Togda η ØvlØetsØ kornem tipa (iii) (sootvetstvenno (ii)) sistemy (3) togda i tol~ko togda, kogda |(L/X_0)(η)| ne ØvlØetsØ beskoneqno bol~xoæ veliqinoæ (sootvetstvenno ØvlØetsØ beskoneqno bol~xoæ veliqinoæ) otnositel~no polØ C_1. Krome togo, semeæstvo korneæ, uqityvaØ kratnosti, mnogoqlena G(y) sovpadaet s semeæstvom {(L/X_0)(η^{(j)})}_{j∈J}00_{∪J}000, gde {η^{(j)}}_{j∈J}00_{∪J}000 – semeæstvo vseh korneæ tipa (ii) ili (iii) sistemy (3).

Dokazatel~stvo. Pervoe utverßdenie lemmy sleduet neposred-

stvenno iz opredeleniæ. Vtoroe bylo ustanovleno v dokazatel~- stve Lemmy (4). Lemma dokazana.

Oboznaqim qerez Y_2, . . . , Y_n novye peremennye. Poloßim Y =

(Y_2, . . . , Y_n) Sledovatel~no, μ_0(Y ) ¿ μ_0(y) i, esli μ_0(Y ) = μ_0(y),

to w(Y ) 6 w(y) dlØ vsØkogo y. U -rezul~tant

D(Y ) ∈ R[Y_2, . . . , Y_n, ε^{(0)}, ε^{(1)}, U_0, . . . , U_n]

ØvlØetsØ mnogoqlenom ot Y_2, . . . , Y_n. Zametim, qto stepen~ mnogoqlena D(Y ) otnositel~no Y_2, . . . , Y_n ograniqena sverhu polinomom ot d^n.

Lemma 8. DlØ vsØkogo y suwestvuet mnogoqlen Φ2(y) ∈ R[Y2, . . . ,

Y_n] so stepen~¸, ograniqennoæ sverhu mnogoqlenom ot d^n, takoæ qto Φ_2(y)(y_2 , . . . , y_n) ≠ 0, i, esli y^′ = (y^′_2, . . . , y^′_n) ∈ A^{(n−1)} (K_3), Φ_2(y)(y^′_2 , . . . , y^′_n) ≠ 0 (gde K_3 – proizvol~noe rasxirenie polØ C_2), to μ_0(y^′) ¿ μ_0(y) i, esli μ_0(y^′) = μ_0(y), to w(y^′) 6 w(y).

Dokazatel~stvo. Pust~ L – lineænaØ forma, udovletvorØ¸waØ

usloviØm (a) i (b) dlØ y. Togda w(L, y) = w(y) po Lemme 5. Rassmotrim mnogoqleny G(y) i G(Y ), sootvetstvu¸wie L. Pust~

G(Y ) = ∑ i,j¿0^{gi,jε} iL^j ,

186 A. L. QISTOV

gde vse g_{i,j} ∈ R[Y_2, . . . , Y_n]. Togda G(y) = ∑ i,j g_{i,j}(y_2 , . . . , y_n)ε^iL^j . Pust~ r = r(y), u_i = u_i(L, y), v_i = v_i(L, y), 1 6 i 6 r. Poloßim

Φ_2(y) = ∏ 06i6r^{gui,vi .} Mnogoqlen Φ_2(y) – trebuemyæ soglasno Lemme 4 i Lemme 5. Lemma dokazana.

Sledstvie 6. DlØ proizvol~nogo y i lineænoæ formy L, udo-

vletvorØ¸weæ (a), (b) dlØ y suwestvuet mnogoqlen Φ_3(y) ∈ R[Y_2, . . . , Y_n] so stepen~¸, ograniqennoæ sverhu mnogoqlenom ot d^n, takoæ qto Φ_3(y)(y_2 , . . . , y_n) ≠ 0 i, esli y^′ = (y^′_2, . . . , y^′_n) ∈

A^{(n−1)} (K3), Φ3(y)(y^′_2 , . . . , y^′_n) ≠ 0 (gde K3 – proizvol~noe rasxirenie

polØ C_2), to lineænaØ forma L udovletvorØet uslovi¸ (a) dlØ y^′, i vypolneno odno iz sledu¸wih usloviæ

• μ_0(y^′) > μ_0(y), • μ_0(y^′) = μ_0(y) i w(L, y^′) 6 w(L, y).

Dokazatel~stvo. �to bylo ustanovleno v dokazatel~stve lem- my. Lemma 9. Suwestvu¸t nepustye otkrytye v topologii Zaris-

skogo podmnoßestva U_0, U_1 v A^{(n−1)} (C_1), takie qto U_1 ⊂ U_0, i

• y ∈ U_0 togda i tol~ko togda, kogda μ_0(y) = μ_0(Y ), • y ∈ U_1 togda i tol~ko togda, kogda μ_0(y) = μ_0(Y ), i w(y) = w(Y ).

Krome togo, μ_0(Y ) = (2d + 2)(2d + 1)^{n−1}.

Dokazatel~stvo. Imeem μ0(Y ) = (2d + 2)(2d + 1)^{n−1} soglasno na-

xim opredeleniØm i Sledstvi¸ 3. Pust~ Y_i − y_i, 2 6 i 6 n, – algebraiqeski nezavisimye beskoneqno malye otnositel~no polØ K_1. Togda vse trebuemye utverßdeniØ sledu¸t iz Lemmy 8. Lemma dokazana.

Sledstvie 7. DlØ vsØkogo y, esli μ0(y) = μ0(Y ), to ι0(y) = 0. Dokazatel~stvo. �to sleduet iz SledstviØ 3 i opredeleniØ

μ_0(Y ).

Pust~ ε > 0 – beskoneqno malyæ fflement otnositel~no polØ R_1, fflement ε_1 > 0 beskoneqno malyæ otnositel~no polØ

SIL^NA˚ VERSI˚ ALGORITMA 187

R_1(ε) (napomnim, qto R_2 = R_1(ε)), i fflement ε_2 > 0 beskoneq-

no malyæ otnositel~no polØ R_1(ε, ε_1). Algebraiqeskoe zamykanie R_1(ε, ε_1, ε_2) snabßeno vewestvennoæ strukturoæ. Tak qto my moßem rassmatrivat~ sistemy polinomial~nyh uravneniæ i neravenstv s kvadratami absol¸tnyh veliqin, sm. [9, 10]. Imenno, rassmotrim sistemu polinomial~nyh uravneniæ otnositel~- no X_0, X_1, . . . , X_n, Y_2, . . . , Y_n h = 0, ∂h ∂X_i − Yi ∂h ∂X_1 = 0, 2 6 i 6 n, ∑ 26i6n^{|Yi − yi|2 = ε2,} ∑ 06i6n^{|Xi|2 > ε−1}1^, X_0 = 1. (6)

Lemma 10.

• Esli μ_0(Y ) > μ_0(y), to sistema (6) imeet rexenie v affinnom prostranstve A^{2n} (R_1(ε, ε_1, ε_2)).

• Pust~ (1, η_1, . . . , η_n, y^′_2, . . . , y^′_n) ∈ A^{2n} (R_1(ε, ε_1, ε_2)) – proizvol~noe rexenie sistemy (6). Togda μ_0(y^′) > μ_0(y).

Dokazatel~stvo. Vyberem fflementy y^′_i ∈ R1(ε2), 2 6 i 6 n, tak qto • ∑ 26i6n^{(y′}i^{− yi)2 = ε2},

• (y^′_2 , . . . , y^′_n) ∈ U_0,

i poloßim y^′ = (y^′_2, . . . , y^′_n). Pust~ L – lineænaØ forma, udovletvorØ¸waØ usloviØm (a) i (b) odnovremenno dlØ y, y^′ i peremennyh Y .

Pust~ μ_0(Y ) > μ_0(y). Togda stepen~ deg_LG(y^′) > deg_LG(y). Kofffficienty oboih mnogoqlenov D(y^′) i D(y) poluqa¸tsØ iz kofffficientov D(Y ) podstanovkoæ znaqeniæ Y_i = y_i i Y_i = y^′_i sootvetstvenno. Kofffficient G(Y ) pri L^i moßet byt~ predstavlen kak mnogoqlen ψ_i(Z_2, . . . , Z_n) ot Z_j = Y_j − y_j , 2 6 j 6 n. Tak qto soglasno naxim opredeleniØm, esli i > deg_LG(y), to svobodnyæ qlen mnogoqlena ψ_i raven nul¸. Sledovatel~no, suwestvuet koren~ L = λ^′ ∈ R_1(ε, ε_2) mnogoqlena G(y^′), takoæ qto |λ^′| – beskoneqno bol~xaØ veliqina otnositel~no polØ R_1(ε, ε_1). Po Lemme 6

188 A. L. QISTOV

suwestvu¸t η_1, . . . , η_n ∈ R_1(ε, ε_2), takie qto L(1, η_1, . . . , η_n) = λ^′, i

(1, η_1, . . . , η_n, y^′_2, . . . , y^′_n) – trebuemoe rexenie sistemy (6). Utver-

ßdenie (i) dokazano.

Predpoloßim, qto suwestvuet rexenie

(1, η_1, . . . , η_n, y^′_2, . . . , y^′_n) ∈ A^{2n} (R_1(ε, ε_1, ε_2))

sistemy (6). My budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto lineænaØ forma L udovletvorØet usloviØm (a), (b) odnovremenno dlØ Y , y i y^′. Tak kak y^′_i − y_i ØvlØ¸tsØ beskoneqno malymi, to po Lemme 8 μ_0(y^′) ¿ μ_0(y). Predpoloßim, qto μ_0(y^′) = μ_0(y). Togda suwestvuet mnogoqlen Ψ ∈ R_1(ε)[L, Z_2, . . . , Z_n] stepeni

deg_LΨ 6 μ_0(y), takoæ qto Ψ(L, 0, . . . , 0) = 0 i,

G(y^′) = G(y) + Ψ(L, y^′_2 − y_2, . . . , y^′_n − y_n). (7)

Vse korni mnogoqlena G(y) ∈ R_2[L] (rassmatrivaemogo kak mnogoqlen ot L) ne ØvlØ¸tsØ beskoneqno bol~ximi otnositel~no polØ R_1(ε). Sledovatel~no, iz (7) vytekaet, qto vse korni mnogoqlena G(y^′) takße ne ØvlØ¸tsØ beskoneqno bol~ximi otnositel~- no polØ R_1(ε). Teper~ po Lemme 6 my poluqaem, qto ∑ 06i6n^{|η′}i^{|2} ne ØvlØetsØ beskoneqno bol~xoæ veliqinoæ otnositel~no polØ

R_1(ε). �to protivoreqie. Utverßdenie (ii) i vsØ lemma dokaza- ny. Pust~ teper~ ε_0 > 0 – beskoneqno malaØ otnositel~no polØ R_1, fflement ε_1 > 0 – beskoneqno malyæ otnositel~no polØ

R_1(ε_0), fflement ε_2 > 0 – beskoneqno malyæ otnositel~no polØ R_1(ε_0, ε_1), i ε_3 > 0 – beskoneqno malyæ fflement otnositel~no po-

lØ R_1(ε_0, ε_1, ε_2). Algebraiqeskoe zamykanie R_1(ε_0, ε_1, ε_2, ε_3) snabßeno vewestvennoæ strukturoæ.

Pust~ L udovletvorØet usloviØm (a) i (b) dlØ y. Oboznaqim

r = r(L, y), 0 6 j 6 r − 1, u_j = u_j(L, y), u_{j+1} = u_{j+1}(L, y), v_j = v_j (L, y), v_{j+1} = v_{j+1}(L, y). Rassmotrim sistemu polinomial~nyh

SIL^NA˚ VERSI˚ ALGORITMA 189

uravneniæ i neravenstv otnositel~no ε, X_0, X_1, . . . , X_n, Y_2, . . . , Y_n h = 0, ∂h ∂X_i − Yi ∂h ∂X_1 = 0, 2 6 i 6 n, ∑ 26i6n^{|Yi − yi|2 = ε1,} Lε_3 = 1, ε_2ε^{2(vj −vj+1 )/(uj −uj+1)} 3 < |ε|^2 < ε_0ε^{2(vj −vj+1)/(uj −uj+1)} 3 , X_0 = 1. (8) Lemma 11. Pust~ μ0(y) = μ0(Y ). Pust~ 0 6 j 6 r − 1, j ∈ Z. Pust~

u_i = u_i(L, Y ), v_i = v_i(L, Y ) dlØ vseh 0 6 i 6 j.

(i) Pust~ v_j − v_{j+1} u_j − u_{j+1} = v_j(L, Y ) − v_{j+1}(L, Y ) u_j(L, Y ) − u_{j+1}(L, Y ) , i u_{j+1} ≠ u_{j+1}(L, Y ). Togda sistema (8) imeet rexenie

v A^{2n+1} (R1(ε1, ε3)).

(ii) Pust~

(ε^′, 1, η_1, . . . , η_n, y^′_2, . . . , y^′_n) ∈ A^{2n+1} (R_1(ε_0, ε_1, ε_2, ε_3)) (9) – proizvol~noe rexenie sistemy (8). Togda μ_0(y^′) = μ_0(Y ), u_{j+1}(L, y^′) < u_{j+1}, i w(L, y^′) < w(L, y).

Dokazatel~stvo. My ispol~zuem fakty, ustanovlennye v do-

kazatel~stve Lemmy 6. Qtoby dokazat~ (i) vyberem fflementy

y^′_i ∈ R_1(ε_1), 2 6 i 6 n, tak qto • ∑ 26i6n^{(y′}i^{− y}i^{)2 = ε}1, • w(L, y^′_2, . . . , y^′_n) = w(L, Y ) (takie fflementy suwestvu¸t po Sledstvi¸ 6) i poloßim y^′ =

(y^′_2, . . . , y^′_n). Pust~ G(y) = ∑ i_1,i_2¿0 gi1,i2 ε i_1 Li_2 , gde vse g i_1,i_2 ∈ R1.

Poloßim

B_j = {(i_1, i_2) ∈ Z^2 : (v_{j+1} − v_j)i_1 − (u_{j+1} − u_j )i_2 = v_{j+1}u_j − u_{j+1}v_j }, A_j = {(i_1, i_2) ∈ B_j : u_{j+1} 6 i_1 6 u_j }, G^∗(y) = ∑ (i_1,i_2)∈A_j g_{i1,i2} ε^{i1} .

190 A. L. QISTOV

Takim obrazom, A_j – mnoßestvo vseh toqek s celymi koordinatami, soderßawihsØ v storone s verxinami (u_{j+1}, v_{j+1}),

(u_j, v_j) lomanoæ N~¸tona mnogoqlena G(y). Analogiqno oprede-

lØetsØ mnogoqlen G^∗(y^′). Soglasno usloviØm lemmy i, tak kak

w(L, y^′) = w(L, Y ), suwestvuet koren~ ε^′_0 ∈ R_1(ε_1) mnogoqlena G^∗(y^′), rassmatrivaemogo kak mnogoqlen ot ε, takoæ qto ε^′_0 bes-

koneqno malaØ veliqina otnositel~no polØ R_1. Sledovatel~no,

2ε_2 < |ε^′_0|^2 < ε_0/2.

RassmatrivaØ mnogougol~nik N~¸tona mnogoqlena G(y^′) otnositel~no peremennyh ε i L, my poluqaem, qto suwestvuet koren~ fftogo mnogoqlena v pole drobno-stepennyh rØdov ot ε_3 s kofffficientami v R_1(ε_1), takoæ qto

L = ε^{−1}_3 , ε = ε^′ = ε^′_0ε^{(vj −vj+1 )/(uj −uj+1 )} 3 +

+ ∑ 16i∈Z,i/ν>(vj−vj+1 )/(uj −uj+1) ε^′_iε^{i/ν}_3

gde 0 < ν ∈ Z i ε^′_i ∈ R_1(ε_1 ) dlØ vseh i. Sledovatel~no, ε_2ε^{2(vj −vj+1)/(uj −uj+1)} 3 < |ε^′|^2 < ε_0ε^{2(vj −vj+1)/(uj −uj+1 )} 3 . Mnogoqlen G(y^′)(L/X_0, ε), rassmatrivaemyæ kak polinom ot

X_1/X_0, . . . , X_n/X_0, ε s kofffficientami v R_1(ε_1), ne obrawaetsØ

v nul~ toßdestvenno na affinnom algebraiqeskom mnogoobrazii

V(y^′)\Z(X_0 ). Bolee togo, po Lemme 6 suwestvuet koren~ sistemy

(8), takoæ qto fflement ε^′ iz (9) i (10) ØvlØetsØ odnim i tem ße. Utverßdenie (i) dokazano.

Obratno, esli vypolneno (ii), to μ_0(y^′) = μ_0(y), i w(L, y^′) 6

w(L, y), poskol~ku y^′ prinadleßit beskoneqno maloæ okrestno-

sti toqki y. Dalee, analogiqno dokazatel~stvu (i) my vyvodim, qto u_{j+1}(L, y^′) < u_{j+1}. Sledovatel~no, w(L, y^′) < w(L, y). Lemma dokazana.

Pust~ L – lineænaØ forma, udovletvorØ¸waØ usloviØm (a) i (b) dlØ y. Oboznaqim r = r(L, y), 0 6 j 6 r, u_i = u_i(L, y), v_i =

v_i(L, y) dlØ vseh 0 6 i 6 r + 1. Poloßim u_{−1} = u_0 + 1, v_{−1} = v_0 − 1.

Rassmotrim sistemu polinomial~nyh uravneniæ i neravenstv

SIL^NA˚ VERSI˚ ALGORITMA 191

otnositel~no ε, X_0, X_1, . . . , X_n, Y_2, . . . , Y_n h = 0, ∂h ∂X_i − Yi ∂h ∂X_1 = 0, 2 6 i 6 n, ∑ 26i6n^{|Yi − yi|2 = ε1,} Lε_3 = 1, ε_2|ε|^2 > ε^{2(vj−vj+1 )/(uj −uj+1 )} 3 , esli j 6 r − 1, |ε|^2 < ε_2ε^{2(vj}�^{1−vj )/(uj}�^{1 −uj )} 3 , X_0 = 1.

(11)

Lemma 12. Pust~ μ0(y) = μ0(Y ). Pust~ 0 6 j 6 r, j ∈ Z. Pust~

r(L, Y ) ¿ j + 1, i u_i = u_i(L, Y ), v_i = v_i(L, Y ) dlØ vseh 0 6 i 6 j. Pust~ v_0 ≠ v_1, esli j = 0.

(i) Pust~ v_j − v_{j+1} u_j − u_{j+1} > v_j(L, Y ) − v_{j+1}(L, Y ) u_j(L, Y ) − u_{j+1}(L, Y ) , esli j 6 r − 1. Togda sistema (11) imeet rexenie v

A^{2n+1} (R1(ε1, ε3)).

(ii) Pust~

(ε^′, 1, η_1, . . . , η_n, y^′_2, . . . , y^′_n) ∈ A^{2n+1} (R_1(ε_1, ε_2, ε_3)) (12)

– proizvol~noe rexenie sistemy (11). Togda r(L, y^′) ¿ j + 1, v_j − v_{j+1} u_j − u_{j+1} > v_j (L, y^′) − v_{j+1}(L, y^′) u_j(L, y^′) − u_{j+1}(L, y^′) pri j 6 r − 1, i v_j (L, y^′) − v_{j+1}(L, y^′) u_j(L, y^′) − u_{j+1}(L, y^′) > v_{j−1} − v_j u_{j−1} − u_j Sledovatel~no, μ_0(y^′) = μ_0(Y ), i w(L, y^′) < w(L, y).

Dokazatel~stvo. DlØ dokazatel~stva (i) opredelim y^′ takße,

kak v dokazatel~stve Lemmy 11. Poskol~ku u_j = u_j (L, Y ), v_j =

v_j (L, Y ), to spravedlivo neravenstvo v_j (L, Y ) − v_{j+1}(L, Y ) u_j (L, Y ) − u_{j+1}(L, Y ) > v_{j−1} − v_j u_{j−1} − u_j .

192 A. L. QISTOV

RassmatrivaØ mnogougol~nik N~¸tona mnogoqlena G(y^′) otnositel~no ε i L, my poluqaem, qto suwestvuet koren~ fftogo mnogoqlena v pole drobno-stepennyh rØdov ot ε_2 s kofffficientami v

R_1(ε_1), takoæ qto

L = ε^{−1}_3 , ε = ε^′ = ∑ i_06i∈Z

ε^′_iε^{i/ν}_3 , (13)

gde 0 < ν ∈ Z,

i_0/ν < (v_j − v_{j+1})/(u_j − u_{j+1}), esli j 6 r − 1, i_0/ν > (v_{j−1} − v_j)/(u_{j−1} − u_j), ε^′_i ∈ R_1(ε_1) dlØ vseh i, i 0 ≠ ε^′_{i0} ØvlØetsØ beskoneqno maloæ veli-

qinoæ otnositel~no polØ R_1.

Sledovatel~no, ε_2|ε^′|^2 > ε^{2(vj −vj+1 )/(uj −uj+1)}

3 , esli j 6 r − 1, i |ε^′|^2 < ε_2ε^{2(vj}�^{1 −vj )/(uj}�^{1 −uj )}

3 . OstavxaØsØ qast~ dokazatel~stva utverßdeniØ (i) analogiqna dokazatel~stvu iz Lemmy 11.

DlØ dokazatel~stva (ii) rassmotrim mnogoqlen G(y^′), ego lomanu¸ N~¸tona i koren~ (13) polinoma G(y^′). My imeem μ_0(y^′) =

μ_0(Y ), w(L, y^′) 6 w(L, y), i u_i(L, y^′) = u_i(L, Y ), v_i(L, y^′) = v_i(L, Y )

dlØ vseh 0 6 i 6 j, poskol~ku y^′ prinadleßit beskoneqno maloæ okrestnosti toqki y.

Oboznaqim p_j = (v_j − v_{j+1})/(u_j − u_{j+1}), esli j 6 r − 1, i q_j =

(v_{j−1} − v_j )/(u_{j−1} − u_j ). Imeem i_0/ν 6 p_j, esli j 6 r − 1, i i_0/ν ¿ q_j. Dalee, i_0/ν > q_j, poskol~ku, inaqe, ε^′_{i0} – beskoneqno malaØ

otnositel~no polØ R_1, qto protivoreqit ravenstvam u_j(L, y^′) =

u_j(L, y), v_j (L, y^′) = v_j (L, y).

Esli j = r ili j 6 r − 1, i i_0/ν < p_j, to vse trebuemye utverßdeniØ lemmy dokazany.

Pust~ j 6 r − 1, i i_0/ν = p_j. Togda ε^′_{i0} ØvlØetsØ beskoneqno bol~xoæ veliqinoæ otnositel~no polØ R_1. �to vozmoßno tol~- ko v sluqae, kogda lomanaØ N~¸tona mnogoqlena G(y^′) soderßit storonu e^′, parallel~nu¸ storone e s verxinami (u_j , v_j),

(u_{j+1}, v_{j+1}) lomanoæ N~¸tona polinoma G(y) (tak qto e^′ i e le-

ßat na razliqnyh parallel~nyh prØmyh). Sledovatel~no, esli

(u_α(L, y^′), v_α(L, y^′)), (u_{α+1}(L, y^′), v_{α+1}(L, y^′)) – verxiny e, to α > j.

Ots¸da sledu¸t vse utverßdeniØ lemmy v rassmatrivaemom sluqae. Lemma dokazana.

SIL^NA˚ VERSI˚ ALGORITMA 193

Poloßim N_3 = 2(2d + 2)(2d + 1)^{n−1}n + 1. Togda po Lemme 4 i Lemme 5 suwestvuet lineænaØ forma L ∈ L_{N3} , udovletvorØ¸waØ usloviØm (a) i (b) odnovremenno dlØ y i Y .

Teper~ my opixem algoritm dlØ postroeniØ celyh qisel z_2, . . . , z_n s dlinami zapisi O(n log d), takih qto μ_0(Y ) =

μ_0(z_2, . . . , z_n), i w(Y ) = w(z_2, . . . , z_n). Vyberem celye qisla y_2, . . . , y_n s dlinami zapisi O(n log d), skaßem, y_i = 0, 2 6 i 6 n.

Tak qto seæqas R_1 = R. Postroim rexenie sistemy (6) ili ustanovim, qto ffta sistema ne imeet rexeniæ, sm [9, 10] (zdes~ sleduet ispol~zovat~ uslovie (A) iz VvedeniØ).

V sluqae, kogda sistema ne imeet rexeniæ, my imeem μ_0(Y ) =

μ_0(y) po Lemme 10. Pust~ sistema (6) imeet rexenie (1, η_1, . . .

,η_n,y^′_2 ,. . . ,y^′_n)∈ A^{2n} (R(ε, ε_1, ε_2)). Togda μ_0(y^′_2, . . . , y^′_n) > μ_0(y) po Lemme 10.

Pokaßem, qto moßno postroit~ posledovatel~no y^{′′}_2 , . . . , y^{′′}_n ∈

Z, takie qto μ0(y^{′′}_2 , . . . , y^{′′}_i , y^′_{i+1}, . . . , y^′_n) ¿ μ0(y^′_2, . . . , y^′_n) dlØ l¸bo-

go 2 6 i 6 n, sr. so vspomogatel~nymi algoritmami iz [9, 10]. PerebiraØ celye znaqeniØ y^{′′}_2 = 0, . . . , N , gde N ograniqeno sverhu polinomom ot d^n, i vyqislØØ kaßdyæ raz μ_0(y^{′′}_2 , y^′_3, . . . , y^′_n), my naædëm trebuemoe y^{′′}_2 . Poslednee sleduet iz Lemmy 8. Analogiqnym obrazom postroim y^{′′}_3 , . . . , y^{′′}_n. Teper~ zamenim y_2, . . . , y_n na

y^{′′}_2 , . . . , y^{′′}_n i vernëmsØ k naqalu, opisyvaemogo algoritma.

Zametim, qto μ_0(Y ) ograniqeno sverhu polinomom ot d^n. Sledovatel~no, takih vozvratov k naqalu moßet byt~ samoe bol~- xee polinomial~noe ot d^n qislo. Takim obrazom, v koneqnom sqëte my pridëm k sluqa¸, kogda sistema (6) ne imeet rexeniæ, i μ_0(Y ) = μ_0(y).

Pust~ μ_0(Y ) = μ_0(y). Budem perebirat~ vse lineænye formy

L ∈ L_{N3} . Postroim podmnoßestvo L^′ mnoßestva L, sostoØwee iz

vseh lineænyh form, udovletvorØ¸wih usloviØm (a) i (b). Sledovatel~no, soglasno vyboru N_3 vypolneno w(L, y) = w(y) dlØ l¸boæ L ∈ L^′, i suwestvuet L ∈ L^′, takaØ qto w(L, Y ) = w(Y ). Budem perebirat~ vse lineænye formy L ∈ L^′.

DlØ rassmatrivaemoæ lineænoæ formy L postroim mnogoqlen

G(y) i w(L, y). Poloßim r = r(L, y) i u_i = u_i(L, y), v_i = v_i(L, y) dlØ

vseh 0 6 i 6 r+1. Poloßim u_{−1} = u_0+1, v_{−1} = v_0−1. Predpoloßim, qto 0 6 j 6 r, j ∈ Z(baza rekursii j = 0), i my uße ustanovili, qto u_i = u_i(L, Y ), v_i = v_i(L, Y ) dlØ vseh 0 6 i 6 j. Tak qto, esli

194 A. L. QISTOV

j 6 r − 1, to v_j − v_{j+1} u_j − u_{j+1} ¿ v_j (L, Y ) − v_{j+1}(L, Y ) u_j(L, Y ) − u_{j+1}(L, Y ) dlØ l¸boæ L ∈ L^′.

Pust~ v_0 ≠ v_1, esli j = 0. Togda dlØ vsØkoæ L ∈ L^′ postroim rexenie sistemy (11) ili ustanovim, qto ona ne imeet rexeniæ, sm. [9, 10] (zdes~ sleduet ispol~zovat~ uslovie (A) iz VvedeniØ).

Pust~ sistema (11) imeet rexenie

(ε^′, 1, η_1, . . . , η_n, y^′_2, . . . , y^′_n) ∈ A^{2n+1} (R(ε_1, ε_2, ε_3))

dlØ nekotoroæ L ∈ L^′. Togda μ_0(y^′) = μ_0(Y ), i w(L, y^′) < w(L, y) =

w(y) po Lemme 12 (ii).

Esli j = r, i sistema (11) ne imeet rexeniæ dlØ vseh L ∈ L^′, to w(y) = w(Y ) po Lemme 12 (i) i soglasno vyboru N_3. V fftom sluqae poloßim z_i = y_i dlØ 2 6 i 6 n.

Pust~ j = 0 i v_0 = v_1, ili 0 6 j 6 r −1, i sistema (11) ne imeet rexeniæ dlØ vseh L ∈ L^′. Togda v_j − v_{j+1} u_j − u_{j+1} = v_j (Y ) − v_{j+1}(Y ) u_j(Y ) − u_{j+1}(Y )

(14)

po Lemme 12 (i) i soglasno vyboru N_3. V fftom sluqae snova budem perebirat~ L ∈ L^′. DlØ vsØkoæ L ∈ L^′ postroim rexenie sistemy (8) ili ustanovim, qto ona ne imeet rexeniæ, sm. [9, 10] (zdes~ sleduet ispol~zovat~ uslovie (A) iz VvedeniØ).

Pust~ sistema (8) imeet rexenie

(ε^′, 1, η_1, . . . , η_n, y^′_2, . . . , y^′_n) ∈ A^{2n+1} (R(ε_0, ε_1, ε_2, ε_3))

dlØ nekotorogo L ∈ L^′. Togda μ_0(y^′) = μ_0(Y ), i w(L, y^′) < w(L, y) =

w(y) po Lemme 11 (ii).

Predpoloßim, qto sistema (8) ne imeet rexeniæ dlØ vseh L ∈

L^′ i j 6 r − 1. Togda my imeem u_{j+1} = u_{j+1}(Y ), i v_{j+1} = v_{j+1}(Y ) po

Lemme 11 (i) i po vyboru N_3. V fftom sluqae my zamenØem j na

j + 1 i vozvrawaemsØ k naqalu opisyvaemogo algoritma. Teper~

j bol~xe, qem ono bylo pervonaqal~no.

Takim obrazom, ostaëtsØ rassmotret~ sluqai, kogda sistema (11) ili sistema (8) imeet rexenie

(ε^′, 1, η_1, . . . , η_n, y^′_2, . . . , y^′_n) ∈ A^{2n+1} (R(ε_0, ε_1, ε_2, ε_3))

SIL^NA˚ VERSI˚ ALGORITMA 195

(dlØ sistemy (11) ffto rexenie ne zavisit ot ε_0). Sledovatel~no,

μ_0(y^′) = μ_0(Y ), i w(L, y^′) < w(L, y) = w(y), sm. vyxe. Pokaßem,

qto moßno postroit~ posledovatel~no y^{′′}_2 , . . . , y^{′′}_n ∈ Z, takie qto

μ_0(y^{′′}_2 , . . . , y^{′′}_i , y^′_{i+1}, . . . , y^′_n) = μ_0(Y ), i w(y^{′′}_2 , . . . , y^{′′}_i , y^′_{i+1}, . . . , y^′_n) 6 w(y^′_2, . . . , y^′_n) dlØ vseh 2 6 i 6 n, sr. so vspomogatel~nymi algoritmami iz [9, 10]. PerebiraØ celye znaqeniØ y^{′′}_2 = 0, . . . , N , gde N ograniqeno sverhu polinomom ot d^n, i vyqislØØ kaßdyæ raz μ_0(y^{′′}_2 , y^′_3, . . . , y^′_n) i w(y^{′′}_2 , y^′_3, . . . , y^′_n), my naædëm v koneqnom sqëte trebuemoe y^{′′}_2 . Poslednee sleduet iz Lemmy 8. Analogiqnym obrazom postroim

y^{′′}_3 , . . . , y^{′′}_n. Teper~ zamenim y_2, . . . , y_n na y^{′′}_2 , . . . , y^{′′}_n i vernëmsØ k

naqalu opisyvaemogo algoritma. Opisanie algoritma dlØ postroenie z_2, . . . , z_n zaverxeno.

Otmetim, qto v rekursii opisannogo algoritma qastnoe (v_j −

v_{j+1})/(u_j − u_{j+1}) moßet prinimat~ samoe bol~xee polinomial~-

noe ot d^n qislo znaqeniæ, i, kogda vypolneno ravenstvo (14), celoe qislo u_{j+1} takße moßet prinimat~ samoe bol~xee polinomial~noe ot d^n qislo znaqeniæ. Sledovatel~no, v opisannom algoritme moßet byt~ samoe bol~xee polinomial~noe ot d^n qislo vozvratov k naqalu, kogda znaqenie j odno i to ße. Poskol~ku imeetsØ maksimum polinomial~noe ot d^n qislo razliqnyh znaqeniæ j, obwee qislo vozvratov v algoritme ograniqeno sverhu polinomom ot d^n.

Zametim, qto stepeni vseh uravneniæ i neravenstv sistem (6), (11), (8) otnositel~no vseh peremennyh ravny O(d). Pole kofffficientov v sisteme (8), (sootvetstvenno (11)) ØvlØetsØ rasxireniem R(ε_0, ε_1, ε_2, ε_3) (sootvetstvenno R(ε_1, ε_2, ε_3)) stepeni polinomial~noæ ot d^n. Soglasno [15, 6], sm. takße [9], vremØ raboty algoritma, kotoryæ opredelØet, ime¸t li sistemy (6), (11), (8) rexeniØ i stroit ffti rexeniØ polinomial~no ot d^n, d_1, d_2, M ,

M_1, m. Takim obrazom, vremØ raboty algoritma, opisannogo v

fftom razdele polinomial~no ot d^n, d_1, d_2, M , M_1, m.

2. Teorema suwestvovaniØ

My budem predpolagat~, qto R = R v fftom razdele. Pust~

V = Z(f_1 , . . . , f_m) – algebraiqeskoe mnogoobrazie iz vvedeniØ,

i V (R) – sootvetstvu¸wee vewestvennoe algebraiqeskoe mnogo-

196 A. L. QISTOV

obrazie. My budem predpolagat~ v fftom razdele, qto V (R) ØvlØetsØ nepustym i ograniqennym.

Nam potrebu¸tsØ sledu¸wie lemmy.

Lemma 13. Pust~ dano kompaktnoe mnoßestvo C^′ ⊂ C^{m1 +1},

m_1 ¿ 0. Pust~ dlØ l¸boæ toqki (b_0, . . . , b_{m1} ) ∈ C^′ koordinata b_0 ≠ 0. Pust~ C = { ∑ 06i6m1^{biZ} m_1 −i : (b 0, . . . , b_{m1} ) ∈ C^′} ØvlØetsØ mnoßestvom mnogoqlenov ψ = ∑ 06i6m1^{biZm1 −i ∈} C^{[Z]} stepeni degψ = m_1 s kofffficientami iz C^′. Pust~ m_2 celoe qislo, takoe qto m_2 ¿ m_1, i 0 < δ ∈ R. Pust~ ~ψ ∈ C [Z] – mnogoqlen stepeni deg ~ψ 6 m_2, takoæ qto absol¸tnye veliqiny kofffficientov mnogoqlena ~ψ − ψ men~xe, qem δ. Oboznaqim qerez z_i ∈ C ,

1 6 i 6 m1 , (sootvetstvenno ~zi ∈ C , 1 6 i 6 deg^~ψ) semeæstvo kor-

neæ, uqityvaØ ih kratnosti, mnogoqlena ψ (sootvetstvenno ~ψ). Togda dlØ vsØkogo δ_0 > 0 suwestvuet δ > 0, takoe qto dlØ vsØkogo ψ ∈ C, dlØ vsØkogo ~ψ takogo, kak vyxe, suwestvuet perestanovka σ mnoßestva 1, . . . , deg ~ψ, takaØ qto

• |~z_{σ(i)} − z_i| < δ_0 dlØ vseh 1 6 i 6 m_1, • |~z_{σ(i)}| > δ^{−1}_0 dlØ vseh m_1 + 1 6 i 6 deg ~ψ.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku C^′ kompaktno, dostatoqno dokazat~

fftu lemmu dlØ maloæ okrestnosti W proizvol~nogo mnogoqlena

ψ_0 vmesto kompakta C^′. Rassmotrim koneqnoe semeæstvo neperese-

ka¸wihsØ okrußnosteæ c_α, α ∈ A, s radiusami men~xe, qem δ_0/2, takoe qto vnutri vsØkoæ okrußnosti c_α imeetsØ tol~ko odin, moßet byt~ kratnyæ, koren~ mnogoqlena ψ_0. Rassmotrim takße okrußnost~ c s centrom v nule, soderßawu¸ vnutri vse korni mnogoqlena ψ_0, s radiusom bol~xe, qem δ^{−1}_0 . Pust~ ψ – mnogoqlen iz dostatoqno maloæ okrestnosti W mnogoqlena ψ_0. Pust~ c^′ est~

c_α dlØ nekotorogo α ili c. Togda vyberem δ i W takimi malymi,

qto ψ i ~ψ ne ime¸t kakogo-libo kornØ na c^′, i absol¸tnaØ veliqina kaßdogo integrala (2π √ −1)^{−1} ∫ c0(ψ^′(z)/ψ(z) − ~ψ^′(z)/ ~ψ(z))dz men~xe, qem 1/2. Lemma dokazana.

Teper~ pust~ celye qisla y_2, . . . , y_n ime¸t dliny O(n log d). Napomnim, qto v Razdele 1 byli opredeleny μ_0(y), μ_1(y), μ_2(y),

SIL^NA˚ VERSI˚ ALGORITMA 197

w(y) i μ(y). Pust~ μ(y_2, . . . , y_n) = μ(Y ), gde Y = (Y_2, . . . , Y_n), sm.

Razdel 1. Napomnim,qto mnogoqlen h ∈ R[ε^{(0)}, ε^{(1)}, X_0, . . . , X_n], mnogoqlen G(y) ∈ R[ε, L]. Pust~ v_2, . . . , v_n ∈ R, i 0 ≠ δ ∈ R. Oboznaqim dlØ kratkosti v = (v_2, . . . , v_n) i |v|^2 = ∑ 26i6n^{|v}i^{|2}. Takße oboznaqim μ_i = μ_i(Y ), i = 1, 2, 3, μ = μ(Y ) i w = w(Y ). Opredelim F (y) = G(y)/ε^{ι1 (L,y)} ∈ R[ε, L]. Rassmotrim sledu¸wu¸ sistemu polinomial~nyh uravneniæ otnositel~no X_0, . . . , X_n. { h(1, δ, X_0, . . . , X_n) = 0, ∂h ∂X_i (1, δ, X0, . . . , Xn) − yi ∂h ∂X_1 (1, δ, X0, . . . , Xn) = 0, 2 6 i 6 n. (15)

Lemma 14. Pust~ μ(y) = μ. Togda suwestvuet ν > 0, takoe qto

dlØ l¸byh v_2, . . . , v_n ∈ R dlØ l¸bogo 0 ≠ δ ∈ R, esli |v|^2 6 ν i

|δ| 6 ν, to μ(y + v) = μ(y), i sistema (15) imeet koneqnoe qislo

rexeniæ v P^n(C ).

Dokazatel~stvo. Vyberem lineænu¸ formu L s celymi kofff-

ficientami, udovletvorØ¸wu¸ usloviØm (a) i (b), sm. Razdel 1. Pust~ v ØvlØetsØ vektorom s dostatoqno malym |v|^2. Togda po Lemme 8 my imeem μ_0(y + v) = μ_0(y) i w(L, y + v) = w(L, y). Sledovatel~no, ι_1(L, y + v) = ι_1(L, y), μ_2(L, y + v) = μ_2(L, y) = μ_2. Sledovatel~no, D(y + v)(1, δ, L − l_0, −l_1, . . . , −l_n) = δ^{ι1 (L,y)}F (y + v)(δ, L). Analogiqnoe ravenstvo imeet mesto, esli zametit~ y+v na y. Poskol~ku D(Y ) ØvlØetsØ mnogoqlenom ot Y_2, . . . , Y_n, i po opredeleni¸ μ_2(L, y) kofffficient pri L^{μ2(L,y)} mnogoqlena F (y + v)(δ, L) – nenulevoæ dlØ vseh δ ≠ 0 i v s dostatoqno malymi |δ| i |v|^2. Sledovatel~no, pri dannyh usloviØh D(y + v) – nenulevoæ. Pofftomu sistema (15) imeet koneqnoe qislo rexeniæ. Lemma dokazana.

Pust~ v_2, . . . , v_n ∈ R, – takie qto |v|^2 6 ν. Zamenim v sisteme

(3) y na y + v. Oboznaqim qerez

ξ^{(j)}(ε, v) = (1 : ξ^{(j)}_1 (ε, v) : . . . : ξ^{(j)}_n (ε, v)) ∈ P^n(C (ε)), 1 6 j 6 μ_2,

semeæstvo vseh korneæ tipa (iii) rassmatrivaemoæ sistemy. Poloßim

ξ^{(j)}(v) = (1 : st_ε(ξ^{(j)}_1 (ε, v)) : . . . : st_ε(ξ^{(j)}_n (ε, v))) ∈ P^n(C ), 1 6 j 6 μ_2,

198 A. L. QISTOV

gde st_ε – standartnaØ qast~, opredelënnaØ dlØ fflementov polØ

C (ε), kotorye ne ØvlØ¸tsØ beskoneqno bol~ximi otnositel~no

polØ C , sm. [9, 10].

Pust~ v i δ, – takie qto sistema (15) imeet koneqnoe qislo rexeniæ v P^n(C ). Oboznaqim qerez ξ^{(j)}(δ, v) ∈ P^n(C ), 1 6 j 6 μ_0, (napomnim,qto μ_0 = (2d +2)(2d +1)^{n−1}) semeæstvo korneæ sistemy (15), uqityvaØ kratnosti. Oboznaqim

ξ^{(j)}(δ, v) = (ξ^{(j)}_0 (δ, v) : ξ^{(j)}_1 (δ, v) : . . . : ξ^{(j)}_n (δ, v)),

gde ξ^{(j)}_i (δ, v) ∈ C . My budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto esli ξ^{(j)}_0 (δ, v) ≠ 0, to ξ^{(j)}_0 (δ, v) = 1 dlØ vseh j.

Zameqanie 4. Pust~ nekotoroe ξ^{(j)}(ε, v) (sootvetstvenno ξ^{(j)}(v),

ξ^{(j)}(δ, v)) ne prinadleßit giperploskosti Z(X_0) v P^n. Togda my

budem ispol~zovat~ te ße samye oboznaqeniØ dlØ fftogo fflementa, rassmatrivaemogo kak toqka iz A^n . �to ne privedët k dvusmyslennosti.

Lemma 15. Pust~ μ(y) = μ. Pust~ ν > 0 – iz formulirovki Lem-

my 14. Togda suwestvuet 0 < ν_1 6 ν, , takoe qto dlØ vsØkogo δ_1 > 0 suwestvuet 0 < δ_2 6 ν, takoe qto dlØ vseh v_2, . . . , v_n ∈ R, udovletvorØ¸wih neravenstvu |v|^2 6 ν_1, esli |δ| < δ_2, to suwestvuet perestanovka σ mnoßestva 1, . . . , μ_0, takaØ qto

• dlØ l¸bogo 1 6 j 6 μ_2 fflement ξ^{(σ(j))}_0 (δ, v) = 1, i ∑ 06i6n^{|ξ(σ(j))}i^{(δ, v) − ξ(j)}i^{(v)|2 < δ}1, • dlØ l¸bogo μ_2 + 1 6 j 6 μ_0, esli ξ^{(σ(j))}_0 (δ, v) = 1, to ∑ 06i6n^{|ξ(σ(j))}i^{(δ, v)|2 > δ−1}1 . Dokazatel~stvo. Suwestvuet semeæstvo razliqnyh lineænyh

form L_u, 1 6 u 6 (n − 1)μ_0! + 1, takoe qto

L_u = ∑ 06i6n^c i uX_i, c_u ∈ Z, i dlØ l¸bogo u forma L_u udovletvorØet usloviØm (a) i (b) dlØ y. Oboznaqim mnogoqleny F (y) i F (y + v), sootvetstvu¸wie lineænoæ forme L_u, qerez F_u(y) i F_u(y + v) sootvetstvenno. Oboznaqim qerez J_u(δ, v) ⊂ {1, . . . , μ_0} podmnoßestvo indeksov, takoe

SIL^NA˚ VERSI˚ ALGORITMA 199

qto ξ^{(j)}_0 (δ, v) ≠ 0 togda i tol~ko togda, kogda j ∈ J_u(δ, v). Otmetim, qto qislo fflementov #J_u(δ, v) = deg_{Lu} F_u(y + v). Poskol~ku

D(Y ) ØvlØetsØ mnogoqlenom otnositel~no Y_2, . . . , Y_n my moßem

predstavit~

F_u(y + v) = εΨ_3(ε, L_u, v_2, . . . , v_n) + Ψ_4(L_u, v_2, . . . , v_n),

gde mnogoqleny Ψ_3 ∈ R[ε, Z, Z_2, . . . , Z_n], Ψ_4 ∈ R[Z, Z_2, . . . , Z_n]. Soglasno vyboru y i L_u my imeem deg_Z Ψ_4(Z, 0, . . . , 0) = μ_2. Krome togo,

deg_Z Ψ_4(Z, v_2, . . . , v_n) = deg_ZF_u(y + v)(0, Z) = μ_2(L, y + v) = μ_2

po Sledstvi¸ 6 dlØ vseh v s dostatoqno malymi |v|^2.

Po naxim opredeleniØm semeæstvo korneæ mnogoqlena F_u(y + v) sovpadaet s (L_u/X_0)(ξ^{(j)}(δ, v)), j ∈ J_u(δ, v). Semeæstvo korneæ mnogoqlena Ψ_4(Z, v_2, . . . , v_n) sovpadaet s (L_u/X_0)(ξ^{(j)}(v)), 1 6 j 6

μ_2.

Teper~ Lemma 13 vleqët, qto suwestvuet ν_1 > 0, takoe qto dlØ l¸bogo δ_3 > 0 suwestvuet δ_2 > 0, takoe qto dlØ l¸bogo u, dlØ l¸byh v_2, . . . , v_n ∈ R s |v|^2 6 ν_1, esli |δ| < δ_2, to suwestvuet perestanovka ρ = ρ_u (ona zavisit ot u) mnoßestva {1, . . . , μ_0}, takaØ qto ρ(j) ∈ J_u(δ, v) dlØ l¸bogo 1 6 j 6 deg_{Lu} F_u(y + v), i

• |(L_u/X_0)(ξ^{(ρ(j))}(δ, v)) − (L_u/X_0)(ξ^{(j)}(v))| < δ_3 dlØ vseh

1 6 j 6 μ2,

• |(L_u/X_0)(ξ^{(ρ(j))}(δ, v))| > δ^{−1}_3 dlØ vseh μ_2 + 1 6 j 6 deg_ZF_u(y + v)(δ, Z).

DlØ vsØkogo u rassmotrim proekci¸

p_u : A^n (C ) → A^1 (C ), (X_1, . . . , X_n) → L_u(1, X_1, . . . , X_n).

Poloßim dlØ vseh δ_1 > 0, δ_3 > 0, u i 1 6 j 6 μ_2

W_{u,j}(δ_3) = {z ∈ C : |z − (L_u/X_0)(ξ^{(j)}(v))| < δ_3},

W_j(δ_1) = {(z_1, . . . , z_n) ∈ A^n (C ) : ∑ 16i6n^{|zi − ξ} (j) i (v))|^2 < δ_1}.

Vyberem δ_3 takim malym, qto dlØ vseh v s |v|^2 6 ν_1, dlØ vseh

1 6 j 6 μ2, dlØ vseh 1 6 u1 < . . . < un 6 (n − 1)μ0! + 1 pereseqenie ⋂ 16i6n^p −1 u_i (Wui,j(δ3 )) ⊂ Wj (δ1) (16)

200 A. L. QISTOV

(ffto vozmoßno, tak kak lineænye formy L_{u1} − X_0, . . . , L_{un} − X_0 lineæno nezavisimy). Zametim, qto faktiqeski δ_3 ne zavisit ot v, poskol~ku dostatoqno udovletvorit~ (16) v edinstvennoæ toqke. Krome togo, potrebuem, moßet byt~, vybiraØ men~xee δ_3, qtoby dlØ l¸bogo u iz neravenstva |(L_u/X_0)(1, z_1, . . . , z_n)| > δ^{−1}_3 sledovalo, qto ∑ 16i6n^{|z}i^{|2 > δ−1}1 .

Teper~ otmetim, qto suwestvuet perestanovka σ mnoßestva

{1, . . . , μ_0} i indeksy 1 6 u_1 < . . . < u_n 6 (n − 1)μ_0! + 1, takie

qto σ = ρ_{ui} dlØ l¸bogo 1 6 i 6 n. Perestanovka σ – trebuemaØ. Lemma dokazana.

Napomnim,qto dlØ vseh v_2, . . . , v_n ∈ R, udovletvorØ¸wih neravenstvu ∑ 26i6n^{|v|2} 6^ν, vypolneno^{μ2(y + v) = μ2(y) = μ2}.

Lemma 16. Pust~ μ(y) = μ. Pust~ ν > 0 – iz formulirovka Lem-

my 14. Togda dlØ vsØkogo δ > 0 suwestvuet 0 < ν_2 < ν, takoe qto dlØ l¸byh v_2, . . . , v_n ∈ R, udovletvorØ¸wih neravenstvu |v|^2 6 ν_2, suwestvuet perestanovka σ mnoßestva 1, . . . , μ_2, takaØ qto |ξ^{(τ (j))}_i (v) − ξ^{(j)}_i (0)|^2 < δ dlØ l¸bogo 1 6 j 6 μ_2.

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo fftoæ lemmy analogiqno doka-

zatel~stvu Lemmy 15, no ØvlØetsØ bolee prostym. Ono sleduet iz Lemmy 13 i togo, qto deg_ZΨ_4(Z, 0, . . . , 0) = μ_2, sm. dokazatel~- stvo Lemmy 15. Lemma dokazana.

Zameqanie 5. V dal~neæxem dlØ udobstva oboznaqeniæ, prime-

nØØ Lemmu 15 ili Lemmu 16, my budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto σ i τ – toßdestvennye perestanovki. My budem govorit~ v fftoæ situacii, qto semeæstva ξ^{(j)}(δ, v), 1 6 j 6 μ_0, i ξ^{(j)}(v), 1 6 j 6 μ_2, (sootvetstvenno ξ^{(j)}(v), 1 6 j 6 μ_2, i ξ^{(j)}(0),

1 6 j 6 μ2), soglasovany po Lemme 15 (sootvetstvenno Lem-

me 16).

Napomnim,qto semeæstvo korneæ tipa (iii) sistemy (3) v

A^n (C (ε)) est~ ξ^{(j)}(ε, 0), 1 6 j 6 μ2. Oboznaqim dlØ kratkosti dlØ

l¸bogo 1 6 j 6 μ_2

ξ^{(j)} = (ξ^{(j)}_1 , . . . , ξ^{(j)}_n ) = ξ^{(j)}(0) =

st_ε(ξ^{(j)}(ε, 0)) = (st_ε(ξ^{(j)}_1 (ε, 0)), . . . , st_ε(ξ^{(j)}_1 (ε, 0))) ∈ A^n (C ).

DlØ l¸bogo vektora z = (z_1, . . . , z_n) ∈ C^n oboznaqim |z| = ( ∑ 16i6n^{|zi|2)1/2}. Opredelim takße^{Re(z) ∈} R^n i^{Im(z) ∈} R^n ra-

SIL^NA˚ VERSI˚ ALGORITMA 201

venstvom z = Re(z) + √ −1Im(z). Tak qto |ξ^{(j)}|^2 = ∑ 16i6n^{|ξ(j)}i^{|2} dlØ

1 6 j 6 μ2.

Rassmotrim nekotoru¸ polualgebraiqesku¸ triangulØci¸ vewestvennogo algebraiqeskogo mnogoobraziØ V (R), sm. Vvedenie, t.e. koneqnyæ simplicial~nyæ kompleks K = ∪_16_i6_pσ_i (zdes~ ffto oznaqaet simplicial~noe prostranstvo, t.e. K ⊂ R^N dlØ nekotorogo N , i vsØkiæ simpleks σ_i ØvlØetsØ vypukloæ oboloqkoæ ego verxin) i polualgebraiqeskiæ gomeomorfizm ϕ : K → V (R).

Teorema 3. Pust~ n ¿ 3, i V (R) – ograniqennoe nepustoe ve-

westvennoe affinnoe algebraiqeskoe mnogoobrazie, zadannoe kak mnoßestvo vseh obwih nuleæ mnogoqlenov f_1, . . . , f_m ∈ R [X_1,. . . , X_n], sm. Vvedenie. Pust~ dim V (R) 6 n − 2. Pust~ y_1 = 1, y_2, . . . , y_n ∈ R. Pust~ μ = μ(Y_2, . . . , Y_n) = μ(y_2, . . . , y_n), sm. Razdel 1. Pust~ e = ∑ 16j6q^{σp}j – nenulevoæ^s-mernyæ cikl s

kofffficientami iz Z/2Zsimplicial~nogo kompleksa K, priqëm vse simpleksy σ_{pj} maksimal~ny. Sledovatel~no, sm. Vvedenie, E = ∪_16_j6_qϕ(σ_{pj} ) ⊂ V (R), m^′, E^′, m^{′′}, E^{′′} opredeleny dlØ vektora (1, y_2, . . . , y_n). Predpoloßim, qto obraz vsØkogo simpleksa ϕ(σ_{pj} ), 1 6 j 6 q, ne soderßitsØ v kakoæ-libo giperploskosti

ZR(^∑16i6n yiXi − a), a ∈ R (tak qto s ¿ 1). Togda suwestvu¸t

po kraæneæ mere dve razliqnye toqki ξ^{(j)}, 1 6 j 6 μ_2, kotorye prinadleßat E. Bolee toqno, E^′ ∪ E^{′′} ⊂ {ξ^{(j)} : 1 6 j 6 μ_2}. V qastnosti pri usloviØh fftoæ teoremy mnoßestva E^′ i E^{′′} koneqny.

Dokazatel~stvo. OsuwestvlØØ lineænoe preobrazovanie koor-

dinat X_1 → X_1 + ∑ 26j6n^{yj Xj} ,^{Xi → Xi},^{i = 0, 2, 3, . . . , n}, my budem predpolagat~ v dal~neæxem, qto (y_2, . . . , y_n) = (0, . . . , 0), i

μ(0, . . . , 0) = μ. Takim obrazom, (3) s X_0 = 1 ffkvivalentno siste-

me polinomial~nyh uravneniæ otnositel~no X_1, . . . , X_n s kofffficientami iz polØ R(ε)

{ f_ε = 0, ∂f_ε ∂X_i = 0, 2 6 i 6 n.

(17)

Napomnim,qto m^′ = max X_1(E), i E^′ = {z ∈ E : X_1(z) =

m^′}. My budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto m^′ = 0, sdelav pri neobhodimosti lineænoe preobrazovanie

202 A. L. QISTOV

X_1 → X_1 + m^′. Oboznaqim qerez W^′ algebraiqeskoe mnogoobra-

zie, kotoroe ØvlØetsØ zamykaniem v topologii Zarisskogo mnoßestva E^′. Togda dim W^′ < s, poskol~ku kaßdyæ simpleks ϕ(σ_{pj} ),

1 6 j 6 q, ne soderßitsØ ni v kakoæ giperploskosti ZR(X1 − a), a ∈ R. Predpoloßim, qto suwestvuet toqka ξ^{(0)} ∈ E^′, i ξ^{(0)} ≠ ξ^{(j)}

dlØ vsØkogo 1 6 j 6 μ_2.

Oboznaqim qerez J_1 ⊂ {1, . . . , μ_2} podmnoßestvo indeksov, takih qto j ∈ J_1 togda i tol~ko togda, kogda X_1(ξ^{(j)}) = 0, i ξ^{(j)} ∈ R^n.

Oboznaqim qerez J_2 ⊂ {1, . . . , μ_2} podmnoßestvo indeksov, takih qto j ∈ J_2 togda i tol~ko togda, kogda X_1(ξ^{(j)}) ≠ 0, i ξ^{(j)} ∈ R^n.

Oboznaqim qerez J_3 ⊂ {1, . . . , μ_2} podmnoßestvo indeksov, takih qto j ∈ J_3 togda i tol~ko togda, kogda ξ^{(j)} ∉ R^n.

Tak qto {1, . . . , μ_2} = J_1 ∪ J_2 ∪ J_3, i J_i ∩ J_j = ∅ dlØ vseh 1 6 i ≠

j 6 3._{Rassmotrim proekci¸}

p_1 : R^n → R^{n−1}, (X_1, . . . , X_n) → (X_2, . . . , X_n).

Otmetim, qto toqka p_1(ξ^{(0)}) otliqna ot vsØkoæ toqki p_1(ξ^{(j)}), j ∈

J_1. Sledovatel~no, suwestvuet C^∞-funkciØ β : R^{n−1} → R, takaØ

qto β(p_1 (ξ^{(j)})) < 0 dlØ vseh j ∈ J_1, i β(p_1 (ξ^{(0)})) > 0. Opredelim funkci¸ γ = β ∘ p_1. Togda γ(ξ^{(j)} ) < 0 dlØ vseh j ∈ J_1, i γ(ξ^{(0)} ) > 0.

Opredelenie ϵ1. Vyberem ϵ1 > 0 takim malym, qto

(1a) dlØ vsØkogo j ∈ J_1 spravedlivo neravenstvo γ(ξ^{(j)}) < −2ϵ_1, (1b) dlØ vsØkogo j ∈ J_2 spravedlivo neravenstvo |X_1(ξ^{(j)})| > 2ϵ_1,

(1c) dlØ vsØkogo j ∈ J_3 spravedlivo neravenstvo |Im(ξ^{(j)})| > 2ϵ_1,

(1d) γ(ξ^{(0)} ) > 2ϵ_1.

Opredelenie ϵ2. Vyberem ϵ2 > 0 takim malym, qto

(2a) ϵ_2 6 ν_1, gde ν_1 – iz Lemmy 15.

Zametim, qto suwestvuet w > 0 takoe maloe, qto (1a), (1b) i (1c) ime¸t mesto, esli zamenit~ 2ϵ_1 na 2ϵ_1 + w. Sledovatel~no, suwestvuet δ^′ > 0, takoe qto, esli z ∈ C^n , i |z−ξ^{(j)}|^2 6 δ^′, to dlØ vsØkogo j ∈ J_1 (sootvetstvenno j ∈ J_2, j ∈ J_3) spravedlivo neravenstvo

γ(Re(z)) < −2ϵ_1 (sootvetstvenno |X_1(z)| > 2ϵ_1, |Im(z)| > 2ϵ_1).

SIL^NA˚ VERSI˚ ALGORITMA 203

Napomnim,qto ν_1 < ν. Tak qto poloßim δ = δ^′, primenim Lemmu 16 i Zameqanie 5. My budem predpolagat~ v dal~neæxem, qto sootvetstvu¸wie semeæstva ξ^{(j)}(v), 1 6 j 6 μ_2, i ξ^{(j)}, 1 6 j 6 μ_2, soglasovany po Lemme 16. My trebuem, qtoby

(2b) ϵ_2 6 ν_2, gde ν_2 sootvetstvuet δ = δ^′ po Lemme 16.

Otmetim, qto iz (2b) sleduet, qto

(2i) dlØ vsØkogo j ∈ J_1, dlØ vsØkogo v ∈ R^{n−1}, takogo qto |v|^2 6 ϵ_2, spravedlivo neravenstvo γ(Re(ξ^{(j)}(v))) < −2ϵ_1, (2ii) dlØ vsØkogo j ∈ J_2, dlØ vsØkogo v ∈ R^{n−1} takogo qto |v|^2 6 ϵ_2, spravedlivo neravenstvo |X_1(ξ^{(j)}(v))| > 2ϵ_1, (2iii) dlØ vsØkogo j ∈ J_3, dlØ vsØkogo v ∈ R^{n−1}, takogo qto |v|^2 6 ϵ_2, spravedlivo neravenstvo |Im(ξ^{(j)}(v))| > 2ϵ_1, (2iv) suwestvuet m_0 > 0, takoe qto dlØ vsØkogo 1 6 j 6 μ_2,

dlØ vsØkogo v ∈ R^{n−1}, takogo qto |v|^2 6 ϵ_2, spravedlivo neravenstvo |ξ^{(j)}(v)|^2 < m_0.

Opredelenie ϵ3. Pust~ r : R → R – C^∞–funkciØ, takaØ qto

r(x) = 1, esli x 6 −ϵ_1, r(x) = 0, esli x ¿ ϵ_1, i r ØvlØetsØ mono-

tonnoæ ubyva¸weæ funkcieæ v otkrytom intervale −ϵ_1 < x < ϵ_1.

Vyberem otkrytyæ n-mernyæ xar B ⊂ R^n s centrom v toqke (0, . . . , 0), soderßawiæ V (R). Oboznaqim qerez B zamykanie v klassiqeskoæ topologii xara B. Oboznaqim r^′ = dr/dx. Polo- ßim m_1 = max{r^′(x) : x ∈ R}

m_2 = max_26_i6_n max{| ∂γ ∂X_i (z)| : z ∈ B & |γ(z)| 6 ϵ_1}. My trebuem, qtoby

(3a) ϵ_3 < min{ √ ϵ_2/(n − 1)/(m_1m_2), ϵ_1/2}.

Ots¸da sleduet, qto (ϵ_3m_1 m_2)^2(n − 1) < ϵ_2.

Opredelenie ϵ4. Zametim, qto dlØ vsØkoæ dostatoqno maloæ

okrestnosti U v klassiqeskoæ topologii toqki ξ^{(0)} suwestvuet

204 A. L. QISTOV

toqka z_0 ∈ U , takaØ qto

(4i) toqka z_0 ∈ E, (4ii) toqka z_0 – gladkaØ razmernosti s na vewestvennom

algebraiqeskom mnogoobrazii V (R),

(4iii) kasatel~noe prostranstvo T_{z0,V (}R_) ne soderßitsØ v

giperploskosti ZR(X_1), t.e. vektor (1, 0, . . . , 0) ne ortogonalen k T_{z0,V (}R_),

(4iv) γ(z_0 ) > 2ϵ_1.

�ti trebovaniØ mogut byt~ udovletvoreny v silu togo, qto vsØkiæ simpleks ϕ(σ_{pj} ), 1 6 j 6 q, ne soderßitsØ ni v kakoæ giperploskosti ZR(X_1 − a), a ∈ R.

Vyberem ϵ_4 > 0, tak qto

(4a) ϵ_4 < ϵ_3/2, (4b) pereseqenie E ∩ ZR(X_1 + ϵ_4) soderßit toqku z_0, koto-

raØ udovletvorØet usloviØm (4i)–(4iv).

Opredelenie ϵ5. Rassmotrim n-mernyæ xar B ⊂ R^n, vvedënnyæ

preßde. Poloßim

m_4 = min{(f/g)(z) : z ∈ B ∩ (R^n \ B)},

Togda m_4 > 0. Oboznaqim qerez m_5 radius B. Poloßim m_6 =

max{m_0 + 2, m_5 + 1}.

Oboznaqim V_ϵ = ZR(f − ϵg) ∩ B, esli 0 < ϵ ∈ R. My trebuem, qtoby

(5a) 0 < ϵ_5 < m_4, (5b) dlØ vsØkogo ϵ, 0 < ϵ < ϵ_5, V_ϵ ØvlØetsØ gladkim mnogo-

obraziem, sr. s dokazatel~stvom Lemmy 2,

(5c) ϵ_5 6 ν_1, gde ν_1 – iz formulirovki Lemmy 15.

Soglasno (2i)–(2iv) suwestvuet δ^{′′} > 0, takoe qto dlØ vsØkogo

v ∈ R^{n−1}, dlØ vsØkogo z ∈ C^n , esli |v|^2 6 ϵ2, i |z − ξ^{(j)}(v)|^2 6 δ^{′′}, to

• dlØ vsØkogo j ∈ J_1 spravedlivy neravenstva

γ(Re(z)) < −ϵ_1, i |X_1(z) − X_1(ξ^{(j)}(v)))| < ϵ_3/2,

• dlØ vsØkogo j ∈ J_2 spravedlivo neravenstvo |X_1(z)| >

ϵ_1,

• dlØ vsØkogo j ∈ J_3 spravedlivo neravenstvo |Im(z)| >

ϵ_1.

SIL^NA˚ VERSI˚ ALGORITMA 205

Takim obrazom, poloßim δ_1 = min{δ^{′′}, m^{−2}_6 }, primenim Lemmu 15 i Zameqanie 5. My budem predpolagat~ v dal~neæxem, qto sootvetstvu¸wie semeæstva ξ^{(j)}(ϵ, v), 1 6 j 6 μ_0, i ξ^{(j)}(v),

1 6 j 6 μ2, soglasovany po Lemme 15, esli 0 < ϵ < ϵ5, |v|^2 6 ϵ2.

My trebuem, qtoby

(5d) ϵ_5 6 δ_2, gde δ_2 sootvetstvuet δ_1 = min{δ^{′′}, m^{−2}_6 } po

Lemme 15.

Togda (5d) vleqët, qto

(5i) dlØ vsØkogo ϵ, 0 < ϵ < ϵ_5, dlØ vsØkogo j ∈ J_1, dlØ

vsØkogo v ∈ R^{n−1}, takogo qto |v|^2 6 ϵ_2, spravedlivo neravenstvo γ(Re(ξ^{(j)}(ϵ, v))) < −ϵ_1,

(5ii) dlØ vsØkogo ϵ, 0 < ϵ < ϵ_5, dlØ vsØkogo j ∈ J_1 spraved-

livo neravenstvo |X_1(ξ^{(j)}(ϵ, 0))| < ϵ_3/2,

(5iii) dlØ vsØkogo ϵ, 0 < ϵ < ϵ_5, dlØ vsØkogo j ∈ J_2, dlØ

vsØkogo v ∈ R^{n−1}, takogo qto |v|^2 6 ϵ_2, spravedlivo neravenstvo |X_1(ξ^{(j)}(ϵ, v))| > ϵ_1,

(5iv) dlØ vsØkogo ϵ, 0 < ϵ < ϵ_5, dlØ vsØkogo j ∈ J_3, dlØ

vsØkogo v ∈ R^{n−1}, takogo qto |v|^2 6 ϵ_2, spravedlivo neravenstvo |Im(ξ^{(j)}(ϵ, v))| > ϵ_1,

(5v) dlØ vsØkogo ϵ, 0 < ϵ < ϵ_5, dlØ vsØkogo 1 6 j 6 μ_2 dlØ

vsØkogo v ∈ R^{n−1}, takogo qto |v|^2 6 ϵ_2, spravedlivo neravenstvo |ξ^{(j)}(ϵ, v)|^2 < m_0 + 1,

(5vi) dlØ vsØkogo ϵ, 0 < ϵ < ϵ_5, dlØ vsØkogo μ_2 + 1 6

j 6 μ0, dlØ vsØkogo v ∈ R^{n−1}, takogo qto |v|^2 6

ϵ_2, esli ξ^{(j)}_0 (ϵ, v) = 1, to spravedlivo neravenstvo |ξ^{(j)}(ϵ, v)|^2 > m^2_6 − 1 > (max{m_0 + 1, m_5})^2.

Zametim, qto iz (5i)–(5iv) i (3a) sleduet, qto

(5vii) dlØ vsØkogo ϵ, 0 < ϵ < ϵ_5, esli j ∈ J_1 ∪ J_2, i γ(Re(ξ^{(j)}(ϵ, 0))) < −ϵ_1, to |X_1(ξ^{(j)}(ϵ, 0)) − ϵ_3| > ϵ_3/2, (5viii) dlØ vsØkogo ϵ, 0 < ϵ < ϵ_5, esli j ∈ J_2, to |X_1(ξ^{(j)}(ϵ, 0))| > ϵ_3/2, (5ix) dlØ vsØkogo ϵ, 0 < ϵ < ϵ_5, esli j ∈ J_3, to |Im(ξ^{(j)}(ϵ, 0))| > ϵ_3/2.

206 A. L. QISTOV

Teper~ rassmotrim toqku z_0, opredelënnu¸ v (4i)–(4iv) i (4b). Vyberem lineænye formy L_1, . . . , L_s ∈ R[X_1, . . . , X_n], tak qto

L_1 = X_1, i pereseqenie

T_{z0,V (}R_) ∩ ZR(L_1, . . . , L_s) = {0}.

Togda po teoreme o neØvnoæ funkcii z_0 – izolirovannaØ toqka pereseqeniØ V (R) ∩ ZR(L_1 − L_1(z_0 ), . . . , L_s − L_s(z_0)). SvØznaØ komponenta B_1 pereseqeniØ

{z : f(z) − ϵg(z) 6 0} ∩ ZR(L_1 − L_1(z_0), . . . , L_s − L_s(z_0)), (18)

soderßawaØ toqku z_0, stremitsØ k toqke z_0, kogda ϵ stremitsØ k nul¸. DlØ vseh dostatoqno malyh ϵ > 0 granica S_1 = ∂B_1 ØvlØetsØ gladkim kompaktnym mnogoobraziem, sr. dokazatel~stvo Lemmy 2. Poskol~ku n − s − 1 > 0, ffto mnogoobrazie ØvlØetsØ svØznoæ komponentoæ vewestvennogo algebraiqeskogo mnogoobraziØ ZR(f − ϵg) ∩ ZR(L1 − L1(z0), . . . , Ls − Ls(z0)). (19) V dal~neæxem my budem predpolagat~, qto polualgebraiqeskoe mnoßestvo B_1 triangulirovano, sm. [8]. Togda ffta triangulØciØ induciruet triangulØci¸ mnoßestva S_1. Mnoßestvo B_1 opredelØet (n − s)-mernu¸ cep~ b_1, i S_1 opredelØet (n − s − 1)–mernyæ cikl s_1 , kotoryæ ØvlØetsØ graniceæ b_1, t.e. s_1 = ∂b_1.

V zakl¸qenie my vydvinem sledu¸wie trebovaniØ.

(5e) dlØ vsØkogo ϵ, 0 < ϵ < ϵ_5, granica S_1 = ∂B_1 – glad-

koe mnogoobrazie, ØvlØ¸weesØ svØznoæ komponentoæ vewestvennogo algebraiqeskogo mnogoobraziØ,

(5f) dlØ vsØkogo ϵ, 0 < ϵ < ϵ_5, dlØ vsØkoæ toqki z^′ ∈ B_1

spravedlivo neravenstvo γ(z^′) ¿ ϵ_1.

Opredelim C^∞-funkciØ ω : R^n → R formuloæ

ω(X_1 , . . . , X_n) = X_1 − ϵ_3r(γ(X_1 , . . . , X_n)).

Zametim, qto ω(X_1, . . . , X_n) = X_1 − ϵ_3r(β(X_2, . . . , X_n)). My utverßdaem, qto dlØ vsØkogo ϵ, 0 < ϵ < ϵ_5, dlØ vsØkoæ z ∈ V_ϵ, takoæ qto |ω(z)| 6 ϵ_4, toqka z ne ØvlØetsØ kritiqeskoæ toqkoæ, sm. [1], funkcii ω na kompaktnom gladkom mnogoobrazii V_ϵ, sm. (5a), (5b).

Deæstvitel~no, predpoloßim protivnoe, qto z – kritiqeskaØ toqka funkcii ω. Esli |γ(z)| > ϵ_1, to gradienty funkciæ f − ϵg

SIL^NA˚ VERSI˚ ALGORITMA 207

i ω v toqke z parallel~ny vektoru (1, 0, . . . , 0). Sledovatel~no,

z = ξ^{(j)}(ϵ, 0) dlØ nekotorogo 1 6 j 6 μ_0. UsloviØ (5v) i (5vi)

vlekut, qto 1 6 j 6 μ_2. Uslovie (5iv) (ili (5ix)) vleqët, qto

j ∈ J_1 ∪ J_2. Teper~ iz opredeleniØ funkcii ω i usloviæ (4a), (5vii) i (5viii) my poluqaem protivoreqie.

Esli |γ(z)| 6 ϵ_1, to gradienty funkciæ f − ϵg i ω v toqke z parallel~ny vektoru ( 1, −ϵ_3 r^′(γ(z)) ∂γ ∂X_2 (z), . . . , −ϵ_3 r^′(γ(z)) ∂γ ∂X_n (z) ) . Poloßim

v_i = −ϵ_3 r^′(γ(z)) ∂γ ∂X_i (z), 2 6 i 6 n. Napomnim,qto V_ϵ ⊂ B. Sledovatel~no, (3a) vleqët, qto |v|^2 6 ϵ_2. V fftom sluqae z = ξ^{(j)}(ϵ, v) dlØ nekotorogo 1 6 j 6 μ_0. Iz usloviæ

(5v) i (5vi) sleduet, qto 1 6 j 6 μ_2. My poluqaem protivoreqie

iz opredeleniØ funkcii ω i usloviæ (4a), (5i), (3a), (5iii) i (5iv). Trebuemoe utverßdenie dokazano.

Teper~, sm. [1], my poluqaem, qto suwestvuet diffeomorfizm

α : [−ϵ_4, ϵ_4] × (V_ϵ ∩ {z : ω(z) = −ϵ_4}) −→ V_ϵ ∩ {z : |ω(z)| 6 ϵ_4}, (20)

takoæ qto ω(α(a, w)) = a dlØ vsØkogo −ϵ_4 6 a 6 ϵ_4 i w ∈ V_ϵ ∩ {z :

ω(z) = −ϵ_4}. Oboznaqim V_{ϵ,a} = V_ϵ ∩ {z : ω(z) = a} dlØ vseh −ϵ_4 6 a 6 ϵ_4. Oboznaqim qerez i_a : V_{ϵ,a} → V_ϵ ∩{z : |ω(z)| 6 ϵ_4} oto-

braßeniØ vkl¸qeniØ. Togda iz (20) sleduet, qto gomomorfizmy grupp singulØrnyh gomologiæ, inducirovannye i_a i_{a ∗} : H_{n−s−1}(V_{ϵ,a}, Z/2Z) → H_{n−s−1}(V_ϵ ∩ {z : |ω(z)| 6 ϵ_4}, Z/2Z) ime¸t odin i tot ße obraz dlØ vseh −ϵ_4 6 a 6 ϵ_4. Sledovatel~no, to ße samoe spravedlivo dlØ skvoznyh gomomorfizmov H_{n−s−1}(V_{ϵ,a}, Z/2Z) −→ H_{n−s−1}(V_ϵ ∩ {z : |ω(z)| 6 ϵ_4}, Z/2Z) −→ H_{n−s−1}(V_ϵ, Z/2Z) −→ H_{n−s−1}(R^n \ E, Z/2Z). Oboznaqim qerez j(a) : H_{n−s−1}(V_{ϵ,a}, Z/2Z) → H_{n−s−1}(R^n \ E, Z/2Z) fftot skvoznoæ gomomorfizm. Oboznaqim j_− = j(−ϵ_4) i j_+ = j(ϵ_4).

208 A. L. QISTOV

Imeem kommutativnu¸ diagrammu grupp gomologiæ, inducirovannu¸ vloßeniØmi topologiqeskih prostranstv, H_{n−s−1}(V_{ϵ,a}, Z/2Z)−→H_{n−s−1}((R^n \ E)∩{z : ω(z) = a}, Z/2Z) ↓ ↓ H_{n−s−1}(V_ϵ, Z/2Z) −→ H_{n−s−1}(R^n \ E, Z/2Z). Topologiqeskoe prostranstvo (R^n\E)∩{z : ω(z) = ϵ_4} gomeomorf-

no R^{n−1}, tak kak E ∩ {z : ω(z) = ϵ4} = ∅. Sledovatel~no, gruppa

gomologiæ H_{n−s−1}((R^n \ E) ∩ {z : ω(z) = ϵ_4}, Z/2Z) = 0, poskol~ku

n − s − 1 > 0. Sledovatel~no, obraz Im(j_+ ) = 0. S drugoæ storo-

ny, po (5f) i (5e) obraz Im(j_−) soderßit gomologiqeskiæ klass cikla s_1 ∈ Z_{n−s−1}(R^n \ E, Z/2Z), opredelënnogo vyxe. Pokaßem, qto s_1 ne gomologiqen nul¸ v H_{n−s−1}(R^n\E, Z/2Z). Deæstvitel~- no, pereseqenie B_1 ∩ E sostoit iz odnoæ toqki i transversal~no v fftoæ toqke. Sledovatel~no, soglasno obweæ topologiqeskoæ teorii dvoæstvennosti, sm. [2], kofffficient zacepleniØ v Z/2Zciklov e i s_1 otliqen ot nulØ. Ots¸da naxe utverßdenie sleduet neposredstvenno.

Itak, 0 ≠ Im(j_−) = Im(j_+ ) = 0. Sledovatel~no, pervonaqal~noe predpoloßenie, qto E^′ ⊄ {ξ^{(j)} : 1 6 j 6 μ_2}, vedët k protivoreqi¸. Takim obrazom, E^′ ⊂ {ξ^{(j)} : 1 6 j 6 μ_2}. Analogiqnym obrazom E^{′′} ⊂ {ξ^{(j)} : 1 6 j 6 μ_2}. Teorema dokazana.

Zameqanie 6. Slegka modificiruØ dokazatel~stvo Teoremy 3,

moßno rassmotret~ takße sluqaæ, kogda dim V (R) = n − 1.

Zameqanie 7. Uslovie, qto obraz vsØkogo simpleksa ϕ(σp_j ), 1 6 j 6 q, ne soderßitsØ ni v kakoæ giperploskosti ZR(^∑_{16i6n} yiXi −

a), a ∈ R, vleqët, qto dim E^′, dim E^{′′} < s, i ffto uslovie ispol~zuetsØ tol~ko dlØ togo, qtoby dokazat~ ffti neravenstva.

Zameqanie 8. V obwem sluqae, esli vypolneny usloviØ Teore-

my 3, to toqki iz E^′ i E^{′′} mogut prinadleßat~ mnogim razliqnym komponentam V (R) daße v sluqae, kogda E soderßitsØ tol~ko v odnoæ neprivodimoæ komponente V (R).

3. Dokazatel~stvo Teoremy 1

Otmetim, qto sluqaæ s = 0 izvesten, sm. [15]. Analogiqno, ispol~zuØ [15], moßno vyØsnit~, verno li, qto V (R) = ∅. Pofftomu

SIL^NA˚ VERSI˚ ALGORITMA 209

my budem predpolagat~ v dal~neæxem, qto s ¿ 1, i dim V (R) ¿ 1. Dalee, moßno predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto n ¿ 3, i dim V (R) 6 n − 2, rassmatrivaØ pri neobhodimosti vloßenie

A^n → A^{n+2} .

Snaqala rassmotrim sluqaæ, kogda R = R. Postroim pri pomowi algoritma iz Razdela 1 vektor z = (1, z_2, . . . , z_n) s celymi koordinatami s dlinami zapisi O(n log d), takoæ qto

μ(z_2, . . . , z_n) = μ. Sdelav pri neobhodimosti lineænoe preobra-

zovanie A^n , my moßem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto z = (1, 0, . . . , 0), i y_1 = 1. V fftom razdele my predpolagaem, qto y_2, . . . , y_n ∈ k_0.

Pust~ V_s – zamykanie v topologii Zarisskogo mnoßestva vseh gladkih toqek vewestvennogo algebraiqeskogo mnogoobraziØ V (R). Qislo neprivodimyh komponent V_s ograniqeno sverhu

P(d^n), gde P – nekotoryæ polinom, sm. [16].

Po Lemme 8 suwestvuet celoe qislo a ≠ 0, ograniqennoe sverhu polinomom ot d^n, takoe qto μ(ac, ac^2, . . . , ac^{n−1}) = μ dlØ vseh celyh qisel 1 6 c 6 nP(d^n) + 1. Postroim takoe qislo a za polinomial~noe vremØ ot d^n i dliny zapisi vhodnyh dannyh soglasno Razdelu 1. Zametim, qto l¸bye n vektorov iz mnoßestva C = {(1, ac, ac^2 . . . , ac^{n−1}) : 1 6 c 6 nP(d^n) + 1} lineæno nezavisimy. DlØ l¸bogo simpleksa σ_{pj} rassmatrivaemogo cikla e obraz ϕ(σ_{pj} ) soderßitsØ v nekotoroæ neprivodimoæ komponente mnogoobraziØ V_s, sm. [8]. Sledovatel~no, suwestvuet

c_0 ∈ C, takoe qto l¸boæ ϕ(σ_{pj} ) ne soderßitsØ ni v kakoæ giper-

ploskosti

Z(X_1 + ac_0X_2 + ac^2_0X_3 + . . . + ac^{n−1}_0 X_n − b), b ∈ R.

Oboznaqim v_c = (1, ac, ac^2 . . . , ac^{n−1}) dlØ vseh c i v_0 = v_{c0} .

Po Lemme 8 vypolneno ravenstvo μ(y + δv_0) = μ dlØ vseh dostatoqno malyh δ > 0. Krome togo, kaßdyæ ϕ(σ_{pj} ) ne soderßitsØ ni v kakoæ giperploskosti

Z((1 + δ)X_1 + (y_2 + δac_0)X_2 + (y_3 + δac^2_0)X_3 + . . . +(y_n + δac^{n−1}_0 )X_n − b), b ∈ R

210 A. L. QISTOV

dlØ vseh dostatoqno malyh δ > 0.

Rassmotrim sistemu polinomial~nyh uravneniæ

{ f_ε = 0,

(1 + δ)^{∂fε}_{∂Xi} − (y_i + δac^{i−1})^{∂fε}_{∂X1} = 0, 2 6 i 6 n.

(21)

Pust~ mnoßestva E^′_δ i E^{′′}_δ sootvetstvu¸t vektoru y + δv_0 analogiqno tomu, kak E^′, E^{′′} sootvetstvu¸t y. Teorema 3 vleqët, qto dlØ vseh dostatoqno malyh δ > 0 suwestvu¸t toqki z^′_δ ∈ E^′_δ i z^{′′}_δ ∈ E^{′′}_δ , kotorye ØvlØ¸tsØ standartnymi qastØmi nekotoryh rexeniæ sistemy (21) s c = c_0.

Iz kompaktnosti E vytekaet, qto suwestvuet posledovatel~- nost~ δ_i > 0, i = 1, 2, . . ., kotoraØ stremitsØ k nul¸, takaØ qto toqki z^′_{δi} i z^{′′}_{δi} stremØtsØ k z^′ ∈ E^′ i z^{′′} ∈ E^{′′}.

Pust~ teper~ δ – peremennaØ. Rassmotrim mnoßestvo W vseh toqek, kotorye ØvlØ¸tsØ standartnymi qastØmi otnositel~no ε rexeniæ sistemy (21) v (A^n × A^1 )(C(ε)), gde A^n imeet koordinaty X_1, . . . , X_n, i A^1 imeet koordinatu δ. Togda W ØvlØetsØ algebraiqeskim mnogoobraziem, i ob¨edinenie vseh komponent mnogoobraziØ W , kotorye ne soderßatsØ v Z(1 + δ) ØvlØetsØ krivoæ

W_c, poskol~ku dlØ vsØkogo δ ≠ −1 sistema (21) imeet koneqnoe

qislo rexeniæ soglasno Razdelu 1. Dalee, z^′, z^{′′} ∈ W_{c0} ∩ Z(δ). Tak qto opredelim

S_y = ⋃ c∈C (W_c(R) ∩ Z(δ)). Zametim, qto vsØkaØ krivaØ W_c moßet byt~ postroena za trebuemoe vremØ pri pomowi rassmotreniØ standartnyh qasteæ otnositel~no ε rexeniæ sistemy (21) v A^n ((C(δ, ε)) soglasno [5] i, ispol~zuØ razloßeniØ N~¸tona-P¸ize, sr. [9, 10, 11, 6]. Dalee, analogiqnym obrazom moßno postroit~ mnoßestvo S_y . Teorema teper~ dokazana v sluqae, kogda R = R.

V obwem sluqae my ispol~zuem princip perenosa, sm. [8]. Dostatoqno zametit~ sledu¸wee. To, qto algebraiqeskoe mnogoobrazie polualgebraiqeski triangulirovano, moßet byt~ vyraßeno na Øzyke pervogo porØdka teorii vewestvenno zamknutyh poleæ. Teorema dokazana.

Literatura

1. Dß. Milnor, TeoriØ Morsa. M., Mir, 1965.

SIL^NA˚ VERSI˚ ALGORITMA 211

2. �. Spen~er, AlgebraiqeskaØ topologiØ. M., Mir, 1971. 3. R. Hartshorn, AlgebraiqeskaØ geometriØ. M., Mir, 1981. 4. V. Hodß, D. Pido, Metody algebraiqeskoæ geometrii, t. 1. M., Izd-vo inostr. lit., 1954.

5. A. L. Qistov, Algoritm polinomial~noæ sloßnosti dlØ razloßeniØ mnogoqlenov na neprivodimye mnoßiteli i nahoßdenie komponent mnogoobraziØ v subffksponencial~noe vremØ. — Zap. nauqn. semin. LO- MI, 137 (1984), 124–188.

6. A. L. Qistov, Algoritmy polinomial~noæ sloßnosti dlØ vyqislitel~nyh zadaq teorii algebraiqeskih krivyh. — Zap. nauqn. semin. LOMI 176 (1989), 127–150.

7. S. Basu, R. Pollack, M. -F. Roy, A new algorithm to find a point in every cell defined by a family of polynomials. Quantifier Elimination and Cylindrical Algebraic Decomposition, B. Caviness and J. Johnson Eds., Springer-Verlag, to appear.

8. J. Bochnak, M. Coste, M. -F. Roy, Géométrie algébrique réelle. Springer–Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 1987.

9. A. L. Chistov, Polynomial-Time Computation of the Dimension of Algebraic Varieties in Zero-Characteristic. — J. Symb. Comp. 22, No. 1 (1996), 1–25.

10. A. L. Chistov, Polynomial–time computation of the dimensions of components of algebraic varieties in zero–characteristic. — J. Pure App. Algebra 117 & 118 (1997), 145–175.

11. A. L. Chistov, Polynomial complexity of the Newton–Puiseux algorithm. — Lect.

Notes Comp. Sci. 233, Springer, New York, Berlin, Heidelberg, 1986, p. 247–255. 12. D. Lazard, Algèbre linéaire sur k[x1, . . . , xn] et élimination. — Bull. Soc. Math.

France 105 (1977), 165–190.

13. D. Lazard, Résolution des systèmes d’équations algébrique. — Theor. Comp. Sci.

15 (1981), 77–110.

14. J. Milnor, On Betti numbers of real varieties. — Proc. Amer. Math. Soc. 15 No. 2 (1964), 275–280.

15. J. Renegar, A faster PSPACE algorithm for deciding the existential theory of reals. Proc. 29th Annual Symp. on Foundations of Computer Sci., 1988, p. 291–295.

16. M.-F. Roy, N. Vorobjov, Computing the Complexification of a Semi-algebraic Set.

Proc. of ISSAC’96 conference (1996), 26–34.

Chistov A. L. Strong version of the basic deciding algorithm for the existential theory of real fields.

Let U be a real algebraic variety in n-dimensional affine space which is a set of all zeroes of a family of polynomials of degrees less than d. In the case when U is bounded (it is the main case) an algorithm of polynomial complexity is described for constructing a subset of U with the number of elements bounded from above by d^n which for every s has a non–empty intersection with every cycle with coefficients from Z/2Zof dimension s of the closure of the set of smooth points of dimension s of U . Postupilo 15 ØnvarØ 1999 g.

Sankt-Peterburgskiæ institut informatiki i avtomatizacii Rossiæskoæ akademii nauk