Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 256, 1999 g.

M. A. Alekseev, L. ı. Glebskiæ, E. I. Gordon

OB APPROKSIMACI˚H GRUPP, GRUPPOVYH DE`STVI` I ALGEBR HOPFA

Vvedenie

V rabote [15] vveden i podrobno issledovan klass grupp, lokal~no vloßimyh v klass koneqnyh grupp (LVK-grupp). �tot klass grupp estestvenno voznikaet v razliqnyh zadaqah approksimacii. Preßde vsego opredelenie lokal~noæ vloßimosti v klass koneqnyh grupp ØvlØetsØ qastnym sluqaem (dlØ grupp s diskretnoæ topologieæ) opredeleniØ approksimiruemosti topologiqeskih grupp koneqnymi, vvedennogo i izuqennogo tret~im avtorom v svØzi s zadaqami approksimacii operatorov v prostranstvah funkciæ na topologiqeskih gruppah. V qastnosti, imenno ffto opredelenie pozvolilo issledovat~ shodimost~ approksimacii preobrazovaniØ Fur~e v gil~bertovom prostranstve funkciæ na lokal~no kompaktnoæ kommutativnoæ gruppe koneqnym preobrazovaniem Fur~e [4], postroit~ i issledovat~ approksimacii operatorov v prostranstvah funkciæ na takih gruppah, osnovannye na diskretizacii ih simvolov [2].

V rabote A. M. Verxika [16] “blizost~” beskoneqnyh grupp k koneqnym traktuetsØ kak approksimiruemost~ ih gruppovyh algebr koneqnomernymi algebrami v tom ili inom smysle i pokazyvetsØ, qto suwestvovanie takoæ approksimiruemosti v nekotoryh sluqaØh vleqet naliqie invariantnogo srednego na gruppe. Problema approksimruemosti gruppovyh algebr koneqnomernymi algebrami predstavlØet interes i dlØ zadaq approksimacii operatorov v prostranstvah funkciæ na gruppah. V rabote [15] postavlen vopros o svØzi lokal~noæ vloßimosti v klass koneqnyh grupp i approksimiruemosti gruppovyh algebr. V takoæ obweæ postanovke ffta problema ØvlØetsØ, po-vidimomu, ves~ma trudnoæ. V nastoØweæ rabote dano opredelenie approksimiruemosti bialgebr, estestvenno obobwa¸wee opredelenie approksimruemosti gruppovyh algebr iz [15] i pokazano, qto gruppa ØvlØetsØ LVK-gruppoæ v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda ee al- 224

OB APPROKSIMACI˚H GRUPP 225

gebra Hopfa approksimiruetsØ kak bialgebra koneqnomernymi bialgebrami.

V svØzi s issledovaniem approksimruemosti kompaktnyh grupp dano opredelenie approksimiruemosti kommutativnyh normirovannyh algebr Hopfa koneqnomernymi bialgebrami i dokazano, qto kompaktnaØ gruppa approksimiruema koneqnymi v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda ee kommutativnaØ algebra Hopfa approksimiruetsØ koneqnomernymi kommutativnymi algebrami Hopfa. Krome togo zdes~ daetsØ otricatel~nyæ otvet na postavlennyæ v [15] vopros ob approksimiruemosti gruppy

SO(3) koneqnymi gruppami.

Ewe odin krug zadaq, v kotoryh estestvenno voznikaet klass LVK-grupp, svØzan s ffrgodiqeskoæ teorieæ, a imenno s issledovaniem approksimiruemosti gruppovyh deæstviæ v prostranstvah s veroØtnostnoæ meroæ. V qastnosti, v rabotah [11] i [15] ustanovleno, qto klass sqetnyh grupp, dopuska¸wih kvaziinvariantnoe svobodno approksimiruemoe deæstvie est~ v toqnosti klass LVK-grupp. Izvestno, qto vsØkaØ gruppa, dopuska¸waØ svobodnoe approksimiruemoe (no ne obØzatel~no svobodno approksimiruemoe) invariantnoe deæstvie amenabel~na. Naskol~- ko izvestno avtoram, vopros o spravedlivosti obratnogo utverßdeniØ otkryt. V svØzi s fftim predstavlØet interes vopros o vzaimotnoxenii svoæstv lokal~noæ vloßimosti v klass koneqnyh grupp i amenabel~nosti. V [15] ustanovleno, qto ffti klassy nahodØtsØ v obwem poloßenii: ime¸tsØ kak ne amenabel~- nye LVK-gruppy, tak i amenabel~nye gruppy, ne ØvlØ¸wiesØ LVK-gruppami. Takim obrazom voznikaet vopros o vydelenii amenabel~nyh grupp v klasse LVK-grupp. V [15] bylo vyskazano predpoloßenie, qto fftot vopros svØzan s asimptotiqeskoæ ocenkoæ nekotoroæ funkcii ψ, da¸weæ koliqestvennu¸ harakteristiku approksimiruemosti dannoæ gruppy koneqnymi gruppami. Zdes~ ffto predpoloßenie oprovergaetsØ na primerah nekotoryh konkretnyh grupp, no privoditsØ dostatoqnoe uslovie amenabel~nosti LVK-grupp, osnovannoe na svoæstvah asimptotiki nekotoroæ drugoæ koliqestvennoæ harakteristiki approksimiruemosti koneqnymi gruppami.

Iz skazannogo v predyduwem abzace sleduet, qto klass grupp, approksimiruemyh amenabel~nymi gruppami, toqnee lokal~no vloßimyh v klass amenabel~nyh grupp (LVA-gruppy) xire kak

226 M. A. ALEKSEEV I DR.

klassa LVK-grupp, tak i klassa amenabel~nyh grupp. �to klass rassmatrivalsØ v stat~e [6] v svØzi s issledovaniem ffndomorfizmov proektivnyh predelov kompleksnyh algebraiqeskih mnogoobraziæ. Voznikaet estestvennyæ vopros o suwestvovanii ne LVA-grupp. �tot vopros byl postavlen V.N.Bergel~sonom. Zdes~ pokazano, qto beskoneqnye prostye koneqno predstavimye gruppy ne approksimirue¸tsØ amenabel~nymi. Primery takih grupp byli postroeny v [14]. V rabote privoditsØ takße odno opredelenie approksimiruemosti koneqnymi gruppami, otnositel~no kotorogo okazyva¸tsØ approksimiruemymi vse LVAgruppy. Odnako vopros o tom, sovpadaet li klass grupp, approksimiruemyh v smysle fftogo opredelniØ s klassom LVA-grupp ostaetsØ otkrytym.

Metod izuqeniØ approksimiruemosti grupp i gruppovyh deæstviæ, predloßennyæ v dannoæ rabote, osnovan na tom, qto klass LVK-grupp v toqnosti sovpadaet s klassom podgrupp ul~traproizvedeniæ koneqnyh grupp. Poslednee utverßdenie ØvlØetsØ qastnym sluqaem obweæ teoremy A. I. Mal~ceva o lokal~noæ vloßimosti algebraiqeskih sistem [10]. S drugoæ storony v nestandartnom analize horoxo izvestna konstrukciØ prostranstv Leba [9] (sm. takße [1] ili [4]). V klassiqeskih terminah prostranstva Leba predstavlØ¸t soboæ prostranstva s meroæ, nositelØmi kotoryh ØvlØ¸tsØ kak raz ul~traproizvedeniØ koneqnyh mnoßestv. Zdes~ stroitsØ nekotoroe special~noe deæstvie amenabel~noæ gruppy G v prostranstve Leba, postroennom po posledovatel~nosti felnerovskih mnoßestv G. Pri fftom okazyvaetsØ, qto ffto deæstvie sovpadaet na mnoßestve polnoæ mery s deæstviem nekotoroæ podgruppy ul~traproizvedeniØ grupp podstanovok felnerovskih mnoßestv. Takim obrazom vsØkaØ amenabel~naØ gruppa ØvlØetsØ “poqti” LVK-gruppoæ – poqti podgruppoæ ul~traproizvedeniØ koneqnyh grupp v smysle ukazannogo deæstviØ. Ewe odin primer primeneniØ ukazannogo deæstviØ – prostoe dokazatel~stvo izvestnogo principa sootvetstviØ F¸rstenberga, primenennogo v ego ffrgodiqeskom dokazatel~stve teoremy Semeredi o naliqii skol~ ugodno dlinnyh arifmetiqeskih progressiæ v mnoßestvah poloßitel~noæ plotnosti (po povodu fftoæ problematiki sm. obzor [3]).

Metod ul~traproizvedeniæ pozvolØet poluqit~ obobwenie kriteriØ Felnera, na osnovanii kotorogo dokazyvaetsØ upomØ-

OB APPROKSIMACI˚H GRUPP 227

nutoe vyxe dostatoqnoe uslovie amenabel~nosti LVK-grupp.

DlØ zamknutosti izloßeniØ zdes~ privodØtsØ osnovnye fakty iz teorii ul~traproizvedeniæ i opisana konstrukciØ prostranstv Leba bez ispol~zovaniØ terminologii nestandartnogo analiza.

Avtory vyraßa¸t gluboku¸ priznatel~nost~ V. N. Bergel~- sonu, A. M. Verxiku i I. A. Xerexevskomu za postanovku zadaq, poleznoe obsußdenie i rØd cennyh sovetov.

1. Ul~traproizvedeniØ i prostranstva Lœba

V nastoØweæ rabote suwestvenno ispol~zu¸tsØ “maloizvestnye daße seæqas v Rossii ponØtiØ fil~tra i ul~trafil~tra” [13]. Pofftomu napomnim vkratce opredeleniØ i osnovnye svoæstva fftih ponØtiæ.

Opredelenie 1.1. Semeæstvo F podmnoßestv mnoßestva I na-

zyvaetsØ fil~trom (nad I), esli vypolneny sledu¸wie usloviØ:

(1) ∅ /∈ F; (2) A, B ∈ F =⇒ A ∩ B ∈ F; (3) A ∈ F, A ⊆ B =⇒ B ∈ F. Primer 1.2. Semeæstvo vseh kokoneqnyh podmnoßestv I ØvlØetsØ fil~trom. �tot fil~tr nazyvetsØ fil~trom Frexe nad I.

Primer 1.3. Pust~ i0 ∈ I i F(i0) = {A ⊆ I | A ∋ i0}. Togda oqevidno F(i_0) – fil~tr. �tot fil~tr nazyvaetsØ glavnym fil~- trom (poroßdennym fflementom i_0). Fil~tr Frexe – primer ne glavnogo fil~tra.

Opredelenie 1.4. Pust~ α : I → R proizvol~naØ funkciØ, F –

fil~tr nad I. Qislo a nazyvaetsØ predelom α po fil~tru F (a = lim F α), esli dlØ l¸bogo ε > 0 mnoßestvo {i ∈ I | |α(i) − a| < ε} ∈ F.

Analogiqno opredelØ¸tsØ beskoneqnye predely po fil~tru i predely funkciæ so znaqeniØmi v proizvol~nom topologiqeskom prostranstve. Pri fftom, esli prostranstvo hausdorfovo, to kaßdaØ funkciØ moßet imet~ ne bolee odnogo predela.

Primer 1.5. Pust~ xn – posledovatel~nost~ fflementov proizvol~nogo topologiqeskogo prostranstva. Togda a = lim_{n→∞} x_n v tom

228 M. A. ALEKSEEV I DR.

i tol~ko v tom sluqae, kogda a – predel x_n po fil~tru Frexe

nad N._{Fil~tr}

F nad I nazyvaetsØ ul~trafil~trom, esli on ØvlØ-

etsØ maksimal~nym po vkl¸qeni¸ fil~trom. Iz lemmy Corna nemedlenno sleduet, qto kaßdyæ fil~tr soderßitsØ v nekotorom ul~trafil~tre. Legko dokazyvetsØ sledu¸wee Predloßenie 1.6. Fil~tr F ØvlØetsØ ul~trafil~trom v tom i

tol~ko v tom sluqae, kogda ∀A ⊆ I (A ∈ F ∨ I \ A ∈ F). Teper~ oqevidno, qto glavnyæ fil~tr F(i_0) iz primera 1.3 ØvlØetsØ ul~trafil~trom. Ne glavnyæ ul~trafil~tr nazyvaetsØ ewe svobodnym. Legko videt~, qto ul~trafil~tr F – svobodnyæ v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda on soderßit fil~tr Frexe. Predloßenie 1.7. (Svoæstva predela po ul~trafil~tru).

(1) Pust~ X – hausdorfovo topologiqeskoe prostranstvo, funkciØ α : I → X takova, qto mnoßestvo ee znaqeniæ otnositel~no kompaktno, togda α imeet predel po proizvol~nomu ul~trafil~tru nad I. V qastnosti, suwestvuet predel ograniqennoæ qislovoæ posledovatel~nosti po proizvol~nomu ul~trafil~tru.

(2) a = lim_{n→∞} x_n v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda a = limF x_n dlØ l¸bogo svobodnogo ul~trafil~tra F nad N.

(3) Qislo a ØvlØetsØ qastiqnym predelom posledovatel~nosti x_n v tom i tol~ko v tom sluqae kogda a = lim F x_n dlØ

nekotorogo svobodnogo ul~trafil~tra F nad N.

Dokazatel~stvo. Utverßdenie (1) legko sleduet iz kompaktnosti zamykaniØ mnoßestva znaqeniæ α. UtverßdeniØ (2) i (3) neposredstvenno vyteka¸t iz sledu¸wego utverßdeniØ (sm. primer 1.5):

Pust~ n_k – vozrasta¸waØ posledovatel~nost~ natural~nyh qisel, A – mnoßestvo ee znaqeniæ. Togda lim_{k→∞} x_{nk} = a v tom i tol~ko v tom sluqae kogda a = limF x_n dlØ l¸bogo svobodnogo ul~trafil~tra F nad N, soderßawego A •

Niße nam potrebu¸tsØ tol~ko ul~trafil~try nad mnoßestvom N, pofftomu vse posledu¸wie rassmotreniØ provodØtsØ dlØ

OB APPROKSIMACI˚H GRUPP 229

fftogo sluqaØ, hotØ oni bez bol~xogo truda mogut byt~ rasprostraneny i na sluqaæ ul~trafil~trov nad proizvol~nym beskoneqnym mnoßestvom I.

Opredelenie 1.8. Pust~ zadany ul~trafil~tr F i posledova-

tel~nost~ mnoßestv {K_i}_{i∈}N. Na dekartovom proizvedenii ×_i K_i

opredelim otnoxenie ffkvivalentnosti ⟨x_i⟩ ∼ ⟨y_i⟩^{def}⇐⇒ {i | x_i = y_i} ∈ F. Faktor-mnoßestvo mnoßestva ×_i K_i po vvedennomu otnoxeni¸

ffkvivalentnosti nazyvaetsØ ul~traproizvedeniem mnoßestv K_i

po F i oboznaqaetsØ qerez ×_i Ki/F. V sluqae Ki = K dlØ vseh i ffto

ul~traproizvedenie nazyvaetsØ ul~trastepen~¸ mnoßestva K po

F i oboznaqaetsØ K^F. Suwestvuet kanoniqeskoe vloßenie ι : K →

KF, kotroe opredlØetsØ iz usloviØ ι(k) = ⟨k_i⟩F. Zdes~ k_i = k ∀i ∈ N, a ⟨k_i⟩F – klass fflementa ⟨k_i⟩ ∈ ×_i K_i v ×_i K_i/F.

Esli mnoßestvo teh indeksov i, dlØ kotoryh k_i ∈ K_i obladaet svoæstvom P leßit v ul~trafil~tre F, to budem govorit~, qto svoæstvo P vypolnetsØ dlØ poqti vseh k_i (otnositel~no F).

Esli kaßdoe mnoßestvo K_i ØvlØetsØ gruppoæ otnositel~no operacii ⊙_i, to ul~traproizvedenie ×_i K_i/F takße ØvlØetsØ grup-

poæ otnositel~no operacii ⊙F (nazyvaemoæ ul~traproizvedeniem operaciæ ⊙_i): ⟨x_i⟩F ⊙F ⟨y_i⟩F = ⟨x_i ⊙_i y_i⟩F Pri fftom, esli K – gruppa, to kanoniqeskoe vloßenie ι : K → KF ØvlØetsØ in¨ektivnym gomomorfizmom.

Analogiqno, esli φ_i : A_i → B_i - posledovatel~nost~ otobraßeniæ, to ul~traproizvedeniem otobraßeniæ φ_i nazyvaetsØ otobraßenie

×_i φ_i/F : ×_i A_i/F → ×_i B_i/F, ×_i φ (⟨a_i⟩F) = ⟨φ_i(a_i)⟩F

Oqevidno sledu¸wee Predloßenie 1.9. Esli poqti vse otobraßeniØ φi in¨ektivny,

to ih ul~traproizvedenie ×_i φ_i/F takße in¨ektivno.

230 M. A. ALEKSEEV I DR.

Opredelenie 1.10. Podmnoßestvo ul~traproizvedeniØ ×_i Ki/F

mnoßestv K_i nazyvaetsØ vnutrennim, esli ono ØvlØetsØ ul~traproizvedeniem podmnoßestv A_i ⊆ K_i.

Predloßenie 1.11. Sovokupnost~ K^F vseh vnutrennih podmno-

ßestv ×_i K_i/F obrazuet algebru. Pri fftom A = ×_i A_i/F ⊆ B = ×_i B_i/F

v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda {i ∈ N | A_i ⊆ B_i} ∈ F.

Prostoe dokazatel~stvo dannogo utverßdeniØ opustim. Sledu¸waØ teorema – horoxo izvestnyæ fakt iz teorii modeleæ. Ee bolee obwu¸ formulirovku i dokazatel~stvo moßno naæti v [8]. DlØ polnoty izloßeniØ privedem dokazatel~stvo fftoæ teoremy dlØ sluqaØ ul~trafil~trov nad N. Teorema 1.12. Algebra vnutrennih mnoßestv nasywena, t.e. dlØ

l¸boæ posledovatel~nosti A_0 ⊃ A_1 ⊃ . . . ⊃ A_n ⊃ . . . vnutrennih mnoßestv ⋂ n An = ∅ ⇐⇒ ∃N ∀n ⩾ N An = ∅. (1) Dokazatel~stvo. Netrivial~nu¸ implikaci¸ dokaßem ot protivnogo. Pust~ A_n = ×_i A^n_i /F ≠ ∅ pri vseh n ∈ N. Ne ograniqivaØ obwnosti, moßno sqitat~, qto A^n_i ≠ ∅ pri l¸byh i, n. DlØ m ∈ N opredelim I_m = {i ⩾ m | A^0_i ⊃ A^1_i ⊃ . . . ⊃ A^m_i ≠ ∅}. Netrudno videt~, qto

(1) I_0 = N; (2) I_m ∈ F;

(3) I_m ⊃ I_{m+1} ∀m ∈ N; (4) ⋂ m∈N^{Im = ∅.} DlØ kaßdogo i ∈ N opredelim m(i) = max{m | i ∈ I_m} Iz opredeleniØ I_m sleduet, qto m(i) ≤ i. DlØ kaßdogo i vyberem nekotoryæ fflement a_i ∈ A^{m(i)}_i . Pokaßem, qto ⟨a_i⟩F ∈ A_m dlØ vseh

m ∈ N, t.e. qto {i ∈ N | ai ∈ A^m_i } ∈ F. No dlØ fftogo dostatoqno

OB APPROKSIMACI˚H GRUPP 231

pokazat~, qto I_m ⊂ {i ∈ N | a_i ∈ A^m_i }. Poslednee, odnako, oqevidno, poskol~ku iz vkl¸qeniØ i ∈ I_m vytekaet, qto m(i) ⩾ m, t.e.

A^{m(i)}_i ⊆ A^m_i . □

Pust~ ⟨X_i, Ω_i, μ_i⟩, i ∈ N – posledovatel~nost~ prostranstv s koneqno-additivnymi veroØtnostnymi merami, t.e. Ω_i – algebra podmnoßestv X_i, μ_i(X_i) = 1. Esli X = ×_i X_i/F, to semeæstvo Ω vseh vnutrennih podmnoßestv X, ime¸wih vid ×_i A_i/F, gde A_i ∈ Ω_i, oqevidno obrazuet algebru. Na fftoæ algebre opredelena koneqno additivnaØ mera ×_i μ_i/F po formule

×_i μ_i/F(×_i A_i/F) = lim F μ_i(A_i)

Predloßenie 1.13. Mera ×_i μi/F prodolßaetsØ do sqetno addi-

tivnoæ mery μ_L na σ−algebre σ(Ω). Pri fftom dlØ l¸bogo mnoßestva B ∈ σ(Ω) naædetsØ takoe mnoßestvo U ∈ Ω, qto μ_L(BΔU ) = 0. Prostranstva (X, σ(Ω), μ_L) nazyva¸tsØ prostranstvamim Lœba, a mery μ_L – merami Leba.

Dokazatel~stvo. Esli posledovatel~nost~ A1 ⊃ A2 ⊃ . . . ⊃ An ⊃

. . . mnoßestv iz Ω imeet pustoe pereseqenie, to iz Teoremy 1.12

sleduet, qto lim_{n→∞} ×_i μ_i/F(A_n) = 0, i po uslovi¸ Karateodori meru

×_i μ_i/F moßno prodoßit~ na σ-algebru. Esli B ∈ σ(Ω), to iz kon-

strukcii prodolßeniØ mery legko sleduet suwestvovanie takih posledovatel~nosteæ mnoßestv A_n ∈ Ω i B_n ∈ Ω, qto A_n ⊆ A_{n+1} ⊆

B ⊆ Bn+1 ⊆ Bn+1 i ×_i μ(An) +^1_n > μL(B) > ×_i μ(Bn) −^1_n . Pust~ An = ×_i A^{(n)}_i /F, Bn = ×_i B^{(n)}_i /F. Ne ograniqivaØ obwnosti, moßno

sqitat~, qto dlØ l¸byh n, i ∈ N A^{(n)}_i ⊆ A^{(n+1)}_i , B^{(n)}_i ⊇ B^{(n+1)}_i , a takße A^{(n)}_i ⊆ B^{(m)}_i pri l¸bom m. Poloßim teper~ U = ×_i A^{(i)}_i /F.

Poskol~ku mnoßestvo {i | A^{(i)}_i ⊇ A^{(m)}_i } ⊇ {i | i > m} ∈ F, to dlØ l¸bogo m U ⊇ A_m. Analogiqno U ⊆ B_m. Teper~ oqevidno, qto U udovletvorØet usloviØm predloßeniØ. □

Opredelenie 1.14. Mnoßestvo nazyvaetsØ ul~trakoneqnym,

esli ono ØvlØetsØ ul~traproizvedeniem koneqnyh mnoßestv.

232 M. A. ALEKSEEV I DR.

V sluqae, kogda X – ul~trakoneqnoe mnoßestvo, t.e. vse X_i koneqny, niße rassmatrivaetsØ tol~ko prostranstvo Leba, poroßdennoe ravnomernymi veroØtnostnymi merami, t.e. Ω_i – algebra vseh podmnßeestv X_i, a μ_i(A_i) =^{|Ai|}_{|Xi|} . Takoe prostranstvo budem nazyvat~ kanoniqeskim prostranstvom Leba, postroennym po X_i.

2. Approksimiruemost~ i lokal~naØ vloßimost~

Dalee dlØ kratkosti zapisi “dlØ l¸bogo koneqnogo...” i “suwestvuet koneqnoe...” budut ispol~zovat~sØ oboznaqeniØ ∀^f i ∃^f . Krome togo dlØ oboznaqeniØ in¨ektivnyh otobraßeniæ budet ispol~zovat~sØ znak ↣.

Nißesledu¸wie opredelenie i teorema ØvlØ¸tsØ qastnymi sluqaØmi obwego ponØtiØ lokal~noæ vloßimosti algebraiqeskoæ sistemy v nekotoryæ klass algebraiqeskih sistem toæ ße signatury i sootvetstvu¸weæ teoremy dlØ obwih algebraiqeskih sistem iz [10]. My privodim dokazatel~stvo dlØ zamknutosti izloßeniØ. Vse rassmatrivaemye niße gruppy predpolaga¸tsØ sqetnymi, no ffto predpoloßenie ne ØvlØetsØ suwestvennym.

Opredelenie 2.1. Gruppa G nazyvaetsØ approksimiruemoæ grup-

pami iz klassa K (lokal~no vloßimoæ v klass K), esli dlØ l¸bogo koneqnogo podmnoßestva H ⊂ G suwestvuet gruppa ⟨K, ⊙⟩ ∈ K i otobraßenie ψ : H ↣ K takoe, qto ∀h_1, h_2 ∈ H

h_1h_2 ∈ H → φ(h_1h_2) = φ(h_1) ⊙ φ(h_2). (2)

Teorema 2.2. Gruppa G lokal~no vloßima v klass grupp K v tom

i tol~ko v tom sluqae, kogda suwestvuet posledovatel~nost~ grupp K_i ∈ K, i ∈ N, svobodnyæ ul~trafil~tr F na N i in¨ektivnyæ gomomorfizm ψ : G → ×_i K_i/F.

Dokazatel~stvo. Pust~ gruppa G lokal~no vloßima v klass grupp K. Zafiksiruem vozrasta¸wu¸ posledovatel~nost~ {H_i |i

∈ N} koneqnyh podmnoßestv G taku¸, qto^⋃_{i∈}NHi = G (napomnim,

qto my ograniqilis~ rassmotreniem tol~ko sqetnyh grupp), i postroim dlØ kaßdogo H_i gruppu ⟨K_i, ⊙_i⟩ i otobraßenie φ_i : H_i →

OB APPROKSIMACI˚H GRUPP 233

K_i, udovletvorØ¸wie usloviØm predyduwego opredeleniØ. Za-

fiksiruem proizvol~nyæ svobodnyæ ul~trafil~tr F na N i postroim vloßenie ψ : G → ×_i K_i/F sledu¸wim obrazom. Pust~

g ∈ G. Opredelim posledovatel~nost~ k_i ∈ K_i po formule

k_i = { φ_i(k), k ∈ H_i e_i, k /∈ H_i , gde e_i – edinica gruppy K_i, i poloßim ψ(g) = ⟨k_i⟩F. Poskol~ku

k_i = φ_i(k) dlØ poqti vseh i, a vse φ_i in¨ektivny, to otobraßenie

ψ in¨ektivno (sm. predloßenie 1.9). Pust~ g_1, g_2 ∈ G i g_1g_2 =

g_3. DlØ poqti vseh i ∈ N g_1, g_2, g_3 ∈ H_i, t.e. φ_i(g_1g_2) = φ_i(g_1) ⊙_i φ_(g_2), a ffto znaqit, qto ψ(g_1g_2) = ψ(g_1) ⊙F ψ(g_2), tem samym ψ –

gomomorfizm.

Pust~, naoborot, ψ : G → ×_i K_i/F – in¨ektivnyæ gomomorfizm,

K_i ∈ K ∀i ∈ N. Rassmotrim proizvol~noe koneqnoe mnoßestvo H ⊆ G. DlØ kaßdogo h ∈ H zafiksiruem predstavitelØ ⟨k^{(h)}_i ⟩ ∈ ×_i K_i fflementa ψ(h) DlØ l¸byh h_1 ≠ h_2 ∈ H pust~ A_{h1,h2} = {i ∈

N | k^{(h1)}_i ≠ k^{(h2)}_i }. Togda Ah_1,h_2 ∈ F vvidu in¨ektivnosti ψ. Pust~

teper~ h_1, h_2, h_3 ∈ H takovy, qto h_1h_2 = h_3. Oboznaqim B_{h1,h2,h3} =

{i ∈ N | k^{(h1)}_i ⊙_i k^{(h2)}_i = k^{(h3)}_i }. Vvidu togo, qto ψ – gomomorfizm, B_{h1,h2,h3} ∈ F. Sledovatel~no C = ⋂ h1^{,h}2∈^H h1≠^h2 A_{h1,h2} ∩ ⋂ h1^{,h}2^{,h}3∈^H h1^h2=^h3 B_{h1,h2,h3} ≠ ∅. Pust~ i_0 ∈ C. Opredelim φ : H → K_{i0} , poloßiv φ(h) = k^{(h)}_{i0} . Oqevidno, qto K_{i0} i φ udovletvorØ¸t usloviØm opredeleniØ lokal~noæ vloßimosti. □

V stat~e [15] podrobno izuqaetsØ klass grupp, lokal~no vloßimyh v klass koneqnyh grupp (LVK-gruppy). �tot ße klass neØvno voznikaet i v [11]. V fftih rabotah ustanovleno, v qastnosti, qto koneqno predstavimaØ gruppa ØvlØetsØ LVK-gruppoæ v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda ona finitno approksimiruema, t.e. pereseqenie vseh normal~nyh podgrupp koneqnogo indeksa sostoit tol~ko iz edinicy. Rasprostranim ffto utverßdenie

234 M. A. ALEKSEEV I DR.

na sluqaæ lokal~noæ vloßimosti v proizvol~nyæ klass K. Napomnim, qto klass grupp K nazyvaetsØ nasledstvennym, esli vmeste s kaßdoæ gruppoæ G ∈ K klass K soderßit vse ee podgruppy. Predloßenie 2.3. Pust~ koneqno predstavimaØ gruppa G lokal~-

no vloßima v nasledstvennyæ klass K. Togda dlØ l¸bogo koneqnogo mnoßestva H ⊆ G suwestvu¸t gruppa K ∈ K i s¸r¨ektivnyæ gomomorfizm φ : G → K, in¨ektivnyæ na H.

Dokazatel~stvo. Pust~ g1, . . . , gn – obrazu¸wie gruppy G, a

α_1, . . . , α_k – opredelØ¸wie sootnoxeniØ, t.e. nekotorye slova v

alfavite g^{±1}_1 , . . ., g^{±1}_n . Zafiksiruem kaku¸-nibud~ sistemu slov

β_1, . . . , β_s, opredelØ¸wih fflementy koneqnogo mnoßestva H. Obo-

znaqim qerez H_1 koneqnoe mnoßestvo fflementov gruppy G, sosto- Øwee iz obrazu¸wih i fflementov, predstavlennyh vsevozmoßnymi podslovami slov α_1, . . . , α_k, β_1, . . . , β_s. Postroim po H_1 gruppu

K_1 ∈ K i in¨ektivnoe otobraßenie ψ : H_1 → K_1, udovletvo-

rØ¸wie usloviØm opredeleniØ 2.1. Rassmotrim v K_1 podgruppu K, poroßdennu¸ fflementami ψ(g^{±1}_1 ), . . . , ψ(g^{±1}_n ). Iz nasledstvennosti klassa K sleduet, qto K ∈ K. Iz usloviØ (2) sleduet, qto v gruppe K vypolnenyy sootnoxeniØ α_1, . . . , α_k (toqnee

ψ(α_1), . . . , ψ(α_k)). A ffto znaqit, qto otobraßenie ψ (in¨ektivnoe

na H) prodoßaetsØ do gomomorfizma φ : G → K. □

Zameqanie 2.4. Oqevidno l¸baØ gruppa G, dlØ kotoroæ vypolneno utverßdenie poslednego predloßeniØ, lokal~no vloßima v klass K. Kak izvestno, gruppy oblada¸wie fftim svoæstvom v sluqae, kogda K – klass koneqnyh grupp, nazyva¸tsØ finitno approksimiruemymi. Takim obrazom, vse finitno approksimiruemye gruppy ØvlØ¸tsØ LVK-gruppami [15].

Privedem odno dostatoqnoe uslovie lokal~noæ vloßimosti gruppy G v klass K.

Pust~ G – gruppa s metrikoæ ρ, oblada¸weæ sledu¸wim svoæstvom: ∀γ ∈ G∀ε > 0∃δ > 0 ∀ξη ∈ G(ρ(ξ, η)) < δ =⇒ =⇒ max{ρ(γξ, γη), ρ(ξγ, ηγ)} < ε) (3) Vot neskol~ko primerov grupp s estestvennoæ metrikoæ, oblada¸weæ ukazannym svoæstvom.

Primer 2.5. L¸baØ invariantnaØ metrika ρ na gruppe G oqevidno obladaet svoæstvom (3).

OB APPROKSIMACI˚H GRUPP 235

Primer 2.6. Pust~ (X, μ) – prostranstvo s veroØtnostnoæ meroæ, G – gruppa kvaziinvariantnyh (t.e. sohranØ¸wih ideal mnoßestv mery nul~) preobrazovaniæ prostranstva X. Opredeleim metriku ρ na G, poloßiv ρ(ξ, η) = μ({x ∈ X | ξx ≠ ηx}). (4) �to deæstvitel~no metrika, esli otoßdestvit~ preobrazovaniØ, sovpada¸wie poqti vs¸du. Pokaßem, qto ρ udovletvorØet uslovi¸ (3). Poskol~ku kaßdoe preobrazovanie γ ∈ G obratimo, to ∀x ∈ X ξx = ηx ⇐⇒ γξx = γηx, t.e. ρ(ξ, η) = ρ(γξ, γη) dlØ l¸- byh ξ, η ∈ G. Analogiqnoe ravenstvo pri umnoßenii na γ sprava uße ne imeet mesta. Odnako iz togo, qto γ ∈ G sohranØet ideal mnoßestv mery nul~ sleduet, qto mera μ^γ , opredelØemaØ iz ravenstva μ^γ (A) = μ(γ^{−1}A) dlØ l¸bogo A ⊆ X, absol¸tno nepreryvna otnositel~no mery μ. �to oznaqaet, qto ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀A ⊆ X (μ(A) < δ =⇒ μ^γ (A) < ε). (5) Poloßim A = {x ∈ X | ξx ≠ ηx}. Togda γ^{−1}A = {x ∈ X | ξγx ≠ ηγx}. Teper~ (3) nemedlenno sleduet iz (5).

Primer 2.7. Esli G – gruppa unitarnyh operatorov v gil~bertovom prostranstve H, a ρ(U, V ) = ‖U − V ‖, to oqevidno ime¸t mesto neravenstva ρ(U W, V W ) ⩽ ρ(U, V ) i ρ(W U, W V ) ⩽ ρ(U, V ), iz kotoryh nemedlenno sleduet uslovie (3).

Primer 2.8. Pust~ snova G – gruppa unitarnyh operatorov v gil~bertovom prostranstve H. Rassmotrim teper~ metriku ρ, opredelØ¸wu¸ sil~nu¸ operatornu¸ topologi¸ na G. DlØ fftogo zafiksiruem kakoæ-nibud~ ortonormirovannyæ bazis {e_i | i ∈

N} i poloßim ρ(U, V ) = ∞∑ i=1 ‖U e_i − V e_i‖ 2^i

. (6)

Togda snova ρ(W U, W V ) ⩽ ρ(U, V ). Pri umnoßenii na W sprava analogiqnoe neravenstvo uße ne imeet mesta. Odnako ρ(U W, V W ) pri fiksirovannom W i peremennyh U i V moßno rassmatrivat~, kak metriku, kotoraØ stroitsØ toqno takße po ortonormirovannomu bazisu {W e_i | i ∈ N}, t.e. zada¸wu¸ sil~nu¸ operatornu¸ topologi¸, a sledovatel~no, ffkvivalentnu¸ ishodnoæ. Ots¸da srazu sleduet vypolnenie usloviØ (3).

236 M. A. ALEKSEEV I DR.

Zameqanie 2.9. Metriki v primerah 2.6–2.8 ograniqeny, t.e. ∃a > 0 ∀ξ, η ρ(ξ, η) < a. Opredelenie 2.10. Pust~ q > 0 i H – podgruppa gruppy G s

metrikoæ ρ. Nazovem ee q-diskretnoæ, esli ∀h ∈ H (h ≠ e =⇒ ρ(h, e) ⩾ q), gde e – edinica gruppy G.

Primer 2.11. V usloviØh primera 2.6 gruppa H kvaziinvariantnyh preobrazovaniæ prostranstva (X, μ) 1-diskretna v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda ona deæstvuet v X svobodno. Napomnim, ffto oznaqaet, qto ∀ξ ∈ H (ξ ≠ e =⇒ μ({x ∈ X | ξx = x}) = 0). Analogiqno, budem govorit~, qto H deæstvuet v X q-svobodno, esli ∀ξ ∈ H (ξ ≠ e =⇒ μ({x ∈ X | ξx = x}) ⩽ 1 − q). Primer 2.12. Rassmotrim levoe regulØrnoe predstavlenie gruppy G. Poloßim H = l_2(G) i otoßdestvim G s gruppoæ operatorov fftogo predstavleniØ. Zdes~ G – gruppa vseh unitarnyh operatorov prostranstva l_2(G). Vyberem bazis {e_g | g ∈ G} v

H, takoæ, qto eg (h) = δgh. Esli teper~ ρ opredelØetsØ formuloæ

(6) posle kakoæ-nibud~ numeracii fflementov G, to oqevidno, qto

∀g_1, g_2 ρ(g_1, g_2) = √ 2, t.e. G − √ 2 – diskretnaØ podgruppa G.

Opredelenie 2.13. Nazovem podgruppu G gruppy G s metrikoæ

ρ q-diskretno approksimiruemoæ gruppami iz klassa K, esli dlØ l¸bogo ε > 0i l¸bogo koneqnogo mnoßestva {g_1, . . . , g_n} ⊆ G naædutsØ takie h_1, . . . , h_n ∈ G, qto ρ(g_i, h_i) < ε, i = 1 . . . n i podgruppa H gruppy G, poroßdennaØ fflementami h_1, . . . , h_n q-diskretna i prinadleßit klassu K.

Oqevidno, esli podgruppa H q-diskretno approksimiruema kakimi-nibud~ gruppami, to ona sama q^′-diskretna dlØ l¸bogo q^′ < q. Teorema 2.14. Pust~ podgruppa G gruppy G s ograniqennoæ me-

trikoæ ρ, udovletvorØ¸weæ uslovi¸ (3), q-diskretno approksimiruetsØ gruppami iz klassa K dlØ nekotorogo q > 0. Togda G lokal~- no vloßima v klass K.

Dokazatel~stvo. Pust~ G = {g1, . . . , gn, . . . } i poloßim Gn =

{g_1, . . . , g_n}. Vyberem posledovatel~nost~ ε_n ↘ 0 i postroim po-

sledovatel~nost~ grupp, H_n ∈ K, udovletvorØ¸wih uslovi¸ teoremy. Oboznaqim qerez φ : G_n → H_n – in¨ektivnoe otobraßenie, takoe, qto φ_n(g_i) = h_i. Zafiksiruem svobodnyæ ul~trafil~tr F

OB APPROKSIMACI˚H GRUPP 237

na N i rassmotrim ul~trastepen~ G^F. Na fftoæ gruppe opredelim

psevdometriku ρF, poloßiv

ρF(α, β) = lim F ρ(a_n, b_n), gde ⟨a_n⟩ i ⟨b_n⟩ – predstaviteli klassov α i β sootvetstvenno. Uslovie (3) obespeqivaet to, qto K = {α | ρF(α, e) = 0} – normal~nyæ delitel~ v GF. Oboznaqim G^# = GF/K. Pust~ H = ∏ n H_n/F. Togda H – podgruppa GF. Pri fftom uslovie q-

diskretnosti approksimacii obespeqivaet, to, qto H ∩ K = ?, t.e. H in¨ektivnovkladyvaetsØ v G^#. Postroim vloßenie Ψ :

G → H, poloßiv Ψ(g) – klass posledovatel~nosti φ_n(g) (dlØ ko-

neqnogo qisla n takih, qto g ∉ G_n, sootvetstvu¸waØ komponenta moßet byt~ opredelena proizvol~no). Uslovie approksimiruemosti vleqet to, qto ρFι(g), Ψ(g)) = 0, t.e. obrazy fftih fflementov v G^# sovpada¸t, qto i dokazyvaet in¨ektivnu¸ vloßimost~ G v ul~traproizvedenie H grupp iz klassa K. □ Opredelenie 2.15. Budem govorit~, qto gruppa G kvaziinva-

riantnyh preobrazovaniæ prostranstva s veroØtnostnoæ meroæ

(X, μ) q-svobodno approksimiruema gruppami iz klassa K, esli dlØ

l¸bogo ε > 0 i l¸bogo koneqnogo mnoßestva {g_1, . . . , g_n} ⊆ G naædutsØ takie kvaziinvariantnye preobrazovaniØ h_1, . . . , h_n prostranstva (X, μ), qto μ({x ∈ X | h_ix = g_ix, i = 1, . . . , n}) ⩾ 1 − ε, podgruppa H, poroßdennaØ preobrazovaniØmi h_1, . . . , h_n, deæstvuet q-svobodno na X (sm. primer 2.11) i H ∈ K.

Iz rassmotreniæ primerov 2.6 i 2.11 sleduet, qto esli G qsvobodno approksimiruema gruppami iz klassa K, to ona i qdiskretno approksimiruema gruppami iz fftogo klassa, esli na gruppe G rassmotret~ metriku (4). Teper~ iz teoremy 2.14 neposredstvenno vytekaet Sledstvie 2.16. Esli gruppa G kvaziinvariantnyh preobrazova-

niæ prostranstva s veroØtnostnoæ meroæ (X, μ) q-svobodno approksimiruema gruppami iz klassa K, to ona lokal~no vloßima v klass K.

Poslednee sledstvie ustanovleno v rabotah [11] i [15] dlØ qastnogo sluqaØ, kogda klass K est~ klass koneqnyh grupp i

238 M. A. ALEKSEEV I DR.

gruppa G svobodno approksimiruema koneqnymi gruppami. Tam ße ustanovleno i obratnoe utverßdenie: vsØkaØ LVK-gruppa imeet kvaziinvariantnoe svobodno approksimiruemoe deæstvie v nekotorom veroØtnostnom prostranstve s meroæ (X, μ).

DlØ LVK-grupp utverßdenie teoremy obrawaetsØ i dlØ sluqaØ, rassmotrennogo v primere 2.12.

Predloßenie 2.17. Pust~ G – LVK-gruppa. Togda v usloviØh pri-

mera 2.12 G – q-diskretno approksimiruema koneqnymi gruppami dlØ nekotorogo q > 0.

Dokazatel~stvo. Ne ograniqivaØ obwnosti, moßno sqitat~, qto

G = {1, 2, . . .}, priqem 1 – edinica gruppy G. Togda metrika v G

(sm. primer 2.12) opredelØetsØ formuloæ (6). DlØ m ∈ N polo-

ßim Nm = {1, . . . , m}. Opredelim kvazimetriku ρm v G formuloæ ρ_m(U, V ) = m∑ i=1 ‖U e_i − V e_i} 2^i . Pust~ ε > 0. Vyberem m ∈ N tak, qto |ρ − ρ_m| < ε pri l¸byh U i V . Zafiksiruem proizvol~nye g_1, . . . , g_n ∈ G. Poloßim F =

{g_1, . . . , g_n} ∪ N_m i H = F^2. Poskol~ku F soderßit edinicu, to F ⊆ H. Postroim po H koneqnu¸ gruppu (K, ⊙), udovletvorØ-

¸wu¸ opredeleni¸ 2.1. Ne ograniqivaØ obwnosti moßno sqitat~, K ⊆ G kak mnoßestvo i otobraßenie ψ toßdestvennoe, t.e.

H ⊆ K. Opredelim na G metriku ρ_K , poloßiv

ρ_K (U, V ) = ∑ i∈K ‖U e_i − V e_i‖ 2^i . Poskol~ku N_m ⊆ K, to |ρ − ρ_K | < ε/2 pri l¸byh U i V . Opredelim teper~ operatory h_1, . . . , h_n, kotorye deæstvu¸t na fflementy e_i, kak operatory levogo regulØrnogo predstavleniØ gruppy

(K, ⊙), esli i ∈ K i ostavlØ¸t e_i nepodvißnym, esli i ∉ K. Iz

opredeleniØ 5 sleduet, qto pri j ⩽ n i pri i ⩽ m ρ_m(g_j, h_j) = 0, t.e. ρ(g_j , h_j) < ε. Po postroeni¸ gruppa, poroßdennaØ operatorami h_1, . . . , h_n izomorfna podgruppe K, t.e. koneqna. Iz rassmotreniæ primera 2.12, primenennyh k gruppe K sleduet, qto K − √ 2/2-diskretna v gruppe vseh unitarnyh operatorov prostranstva l_2(K), t.e. dlØ l¸bogo fflementa h ≠ e fftoæ gruppy

OB APPROKSIMACI˚H GRUPP 239 ρ_K (h, e) > √ 2/2, a znaqit ρ(h, e) > √ 2/2 − ε. Esli s samogo naqala

vybirat~ ε men~xe, qem, skaßem, √ 2/4, poluqim trebuemoe. □

3. Approksimiruemost~ i amenabel~nost~ Napomnim opredelenie amenabel~noæ gruppy Opredelenie 3.1. DiskretnaØ gruppa G nazyvaetsØ amenabel~-

noæ, esli na mnoßestve vseh ee podmnoßestv P(G) suwestvuet koneqno additivnaØ koneqnaØ netrivial~naØ levoinvariantnaØ (pravoinvariantnaØ) mera μ.

Odnim iz vaßnyh kriteriev amenabel~nosti ØvlØetsØ uslovie Fœlnera (sm., naprimer, [5]).

Teorema 3.2 uslovie Fœlnera. Gruppa G amenabel~na togda i

tol~ko togda, kogda dlØ l¸bogo ϵ > 0 i dlØ l¸bogo koneqnogo mnoßestva K ⊂ G naædetsØ nepustoe koneqnoe mnoßestvo U ⊂ G takoe, qto ∀x ∈ K |xU △ U | |U | < ϵ. (7) Iz fftoæ teoremy legko vyvoditsØ Sledstvie 3.3. SqetnaØ gruppa G amenabel~na togda i tol~ko

togda, kogda suwestvuet rasxirØ¸waØsØ k G posledovatel~nost~ koneqnyh podmnoßestv U_1 ⊂ U_2 ⊂ . . . ⊂ U_n ⊂ . . . ⊂ G takaØ, qto ∀x ∈ G lim_{n→∞} |xU_n ∩ U_n| |U_n| = 1. (8)

Taku¸ posledovatel~nost~ v dal~neæxem budem nazyvat~ “fœlnerovskoæ”.

V rabote [15] pokazano, qto klass amenabel~nyh grupp nahoditsØ v obwem poloßenii s klassom LVK-grupp – suwestvu¸t ne amenabel~nye LVK-gruppy (takovymi ØvlØ¸tsØ, naprimer, svobodnye gruppy s koneqnym qislom obrazu¸wih, poskol~ku oni finitno approksimiruemy – sm. Zameqanie v predyduwem razdele), a takße amenabel~nye ne LVK-gruppy (takoæ primer postroit~ znaqitel~no sloßnee – sm. [15]).

Gruppy, lokal~no vloßimye v klass amenabel~nyh grupp, budem nazyvat~ LVA-gruppami. Iz skazannogo tol~ko qto sleduet, qto klass LVA-grupp xire klassa LVK-grupp. Odnako imeet me- sto

240 M. A. ALEKSEEV I DR.

Predloßenie 3.4. Suwestvu¸t gruppy, ne ØvlØ¸wiesØ lokal~no

vloßimymi v klass amenabel~nyh grupp.

Dokazatel~stvo. V [14] postroen primer beskoneqnoæ koneqno predstavimoæ prostoæ ne amenabel~noæ gruppy G. Esli G – LVA-gruppa, to v silu predloßeniØ 2.3 dlØ l¸bogo, otliqnogo ot edinicy fflementa a ∈ G suwestvu¸t takaØ amenabel~naØ gruppa K i takoæ s¸r¨ektivnyæ gomomorfizm φ : G → K, qto

φ(a) ≠ e. �to oznaqaet, qto gruppa K netrivial~na. Togda vvidu

prostoty G gomomorfizm φ in¨ektiven, t.e. ØvlØetsØ izomorfizmom. �to oznaqaet, qto gruppa G amenabel~na. Protivoreqie □

Niße daetsØ ewe odno opredelenie approksimiruemosti koneqnymi gruppami, kotoroe ohvatyvaet kak klass amenabel~nyh grupp, tak i klass LVK-grupp.

Opredelenie 3.5. Gruppa G nazyvaetsØ slabo approksimiruemoæ

koneqnymi gruppami, esli ∀ϵ > 0∀^f H ⊂ G∃^f (K, A), gde K – gruppa deæstvu¸waØ na mnoßestve A, ∃φ : H ↣ K takie, qto ∀h_1, h_2 ∈ H h_1h_2 ∈ H → |{x ∈ A | φ(h_1h_2)x = φ(h_1)φ(h_2)x}| |A| ⩾ 1 − ϵ. (9) Netrudno pokazat~, qto LVK gruppa slabo approksimiruema koneqnymi. DlØ fftogo dostatoqno poloßit~ A = K i rassmatrivat~ deæstvie K na sebe levymi sdvigami.

Predloßenie 3.6. Pust~ G amenabel~naØ gruppa, togda G slabo

approksimiruema koneqnymi gruppami.

Dokazatel~stvo. Pust~ H koneqnoe podmnoßestvo G. Moßno sqitat~, qto dlØ l¸bogo h iz H obratnyæ fflement h^{−1} takße leßit v H. Po uslovi¸ Fœlnera dlØ l¸bogo ϵ > 0 suwestvuet takoe koneqnoe U ⊂ G, qto ∀h ∈ H |hU ∩ U | |U | ⩾ 1 − ϵ/2 Poloßim A = U i K = S(U ). DlØ kaßdogo h ∈ H zafiksiruem proizvol~nu¸ biekci¸ ψ_h : (U \ h^{−1}U ) −→ (U \ hU ) i opredelim

φ : H ↣ K po pravilu φ(h)u = { hu, esli hu ∈ U ; ψ_h(u), esli hu /∈ U.

OB APPROKSIMACI˚H GRUPP 241

Netrudno videt~, qto

{x ∈ A | φ(h_1h_2)x = φ(h_1)φ(h_2)x} ⊃ h^{−1}_2 U ∩ (h_1h_2)^{−1}U ∩ U. (10)

DlØ B = h^{−1}_2 U ∩ U i C = (h_1h_2)^{−1}U ∩ U spravedlivo 1 ⩾ |B ∪ C| |U | = |B| |U | + |C| |U | − |B ∩ C| |U | ⩾ (1 − ϵ/2) + (1 − ϵ/2) − |B ∩ C| |U | . Otkuda

|h^{−1}_2 U ∩ (h_1h_2)^{−1}U ∩ U | |U | = |B ∩ C| |U | ⩾ 1 − ϵ, qto vvidu (10) dokazyvaet (9) □ Predloßenie 3.7. Pust~ G – LVA-gruppa, togda G slabo approk-

simiruema koneqnymi gruppami.

Dokazatel~stvo. Tak kak G approksimiruema amenabel~nymi gruppami, to dlØ l¸bogo koneqnogo H ⊂ G suwestvuet amenabel~naØ gruppa M i otobraßenie ψ : H ↣ M takoe, qto

∀h_1, h_2 ∈ H h_1h_2 ∈ H → φ(h_1h_2) = φ(h_1)φ(h_2).

Po predyduwemu predloßeni¸ gruppa M slabo approksimiruema koneqnymi gruppami, i, znaqit, v qastnosti, dlØ l¸bogo ϵ > 0 suwestvuet koneqnaØ gruppa K, deæstvu¸waØ na mnoßestve A, i otobraßenie θ : ψ(H) ↣ K takie, qto ∀m_1, m_2 ∈ ψ(H)

m_1m_2 ∈ ψ(H) → |{x ∈ A | θ(m_1m_2)x = θ(m_1)θ(m_2)x}| |A| ⩾ 1 − ϵ. Teper~, esli poloßit~ φ = θ ∘ψ, to (9) budet oqevidnym obrazom vypolnØt~sØ □

Pust~ G – amenabel~naØ gruppa. Zafiksiruem nekotoru¸ felnerovsku¸ posledovatel~nost~ {U_i | i ∈ N} podmnoßestv G, svobodnyæ ul~trafil~tr F na N i postroim po U_i kanoniqeskoe prostranstvo Leba. Kak mnoßestvo U = ×_i U_i/F ØvlØetsØ podmnoßestvom ul~trastepeni GF. Kak bylo pokazano vo vtorom razdele, gruppa G kanoniqeski vkladyvaetsØ v gruppu GF, pofftomu niße dlØ kratkosti zapisi sqitaem, qto G – podgruppa GF. Poloßim X = ⋂ g∈G gU.

242 M. A. ALEKSEEV I DR.

Predloßenie 3.8.

(1) Mera Leba μ_L(X ) = 1.

(2) Mnoßestvo X invariantno otnositel~no deæstviØ gruppy G levymi sdvigami v GF.

(3) Deæstvie gruppy G v X svobodno i sohranØet meru Leba.

Dokazatel~stvo. DlØ dokazatel~stva qasti 1 dostatoqno pokazat~, qto μ_L(U ∩ gU) = 1, no ffto oqevidno poskol~ku iz usloviØ (8) i predloßeniØ 1.7 (2) sleduet, qto limF^{|gUi∩Ui|}_{|Ui|} = 1. Qast~

2 neposredstvenno sleduet iz opredeleniØ mnoßestva X . Deæstvie grupy G v GF oqevidno svobodno, poskol~ku svobodno deæstvie l¸boæ gruppy na sebe levymi sdvigami. DlØ dokazatel~stva qasti 3 teper~ dostatoqno pokazat~, qto dlØ l¸bogo vnutrennego mnoßestva D = ×_i D_i/F ⊆ U imeet mesto ravenstvo

μ_L(X ∩ D) = μ_L(g(X ∩ D)). Oqevidno μ_L(g(X ∩ D)) = μ_L(X ∩ gD)).

Imeem |D_i| = |gD_i| = |gD_i ∩gU_i| dlØ poqti vseh i poskol~ku D_i ⊆ U_i dlØ poqti vseh i. Sledovatel~no, | |D_i| − |gD_i ∩ U_i| | = | |gD_i ∩ gU_i| − |gD_i ∩ U_i| | ≤ |U_iΔgU_i|. V silu (8) imeet mesto ravenstvo limF^{|UiΔgUi|}_{|Ui|} = 0, t.e. limF^{|Di|}_{|Ui|} = lim F |gD_i∩U_i| |U_i| , qto i trebuetsØ, vvidu togo, qto X – mnoßestvo pol-

noæ mery v U □

Zameqanie 3.9. DlØ proizvol~nogo A ⊆ G poloßim ν(A) =

μ_L(AF ∩ X ). Iz predloßeniØ 3.8 nemedlenno sleduet, qto ν in-

variantnaØ koneqno additivnaØ mera na P(G), priqem oqevidno, qto ν(G) = 1. Tem samym iz predloßeniØ 11 nemedlenno sleduet dokazatel~stvo dostatoqnosti kriteriØ Felnera.

Postroenie, privedennoe v poslednem zameqanii moßno neskol~ko modificirovat~ dlØ poluqeniØ izvestnoæ konstrukcii F¸rstenberga, sopostavlØ¸weæ kaßdomu podmnoßestvu poloßitel~noæ plotnosti v N nekotoroe prostranstvo s meroæ tak, qto sdvigu na edinicu v N sopostavlØetsØ sohranØ¸wee meru preobrazovani¸ fftogo prostranstva. �ta konstrukciØ byla ispol~- zovana F¸rstenbergom v “ffrgodiqeskom” dokazatel~tsve teoremy Semeredi o suwestvovanii skol~ ugodno dlinnyh arifmetiqeskih progressiæ v proizvol~nom mnoßestve poloßitel~noæ plotnosti.

OB APPROKSIMACI˚H GRUPP 243

Opredelenie 3.10. Pust~ A ⊆ G. Nazovem plotnost~¸ A otno-

sitel~no felnerovskoæ posledovatel~nosti U = {U_i | i ∈ N} qislo

d_U (A) = lim_{i→∞} |A ∩ U_i| |U_i| . Togda imeet mesto predloßenie, kotoroe, sleduØ [3] nazovem principom sootvetstviØ F¸rstenberga.

Predloßenie 3.11. Pust~ G – sqetnaØ amenabel~naØ gruppa i

U = {U_n | n ∈ N} est~ fœlnerovkaØ posledovatel~nost~ podmnoßestv G. Togda dlØ l¸bogo mnoßestva A ⊂ G s d_U (A) > 0 suwestvuet veroØtnostnoe prostranstvo (X, B, μ), invariantnoe deæstvie T gruppy G na X i gomomorfizm bulevyh algebr φ : 2^G −→ B takie, qto: (i) ∀B ⊂ G μ(φ(B)) ⩽ d_U (B); (ii) ∀B ⊂ G φ(gB) = T_g (φ(B)); (iii) μ(φ(A)) = d_U (A).

Dokazatel~stvo. V silu predloßeniØ 1.7 dlØ l¸bogo svobodnogo ul~trafil~tra F na N limF^{|A∩Ui|}_{|Ui|} ≤ d_U (A) i suwestvuet takoæ

ul~trafil~tr F_0 na N, qto limF_0^{|A∩Ui|}_{|Ui|} = d_U (A). Postroim po ffto-

mu F0 prostranstvo Leba X , takoe ße kak v predloßenii 3.8 i

takße opredelim v nem deæstvie gruppy G. Teper~ dlØ l¸bogo

B ⊆ G poloßim φ(B) = BF ∩X . Teper~ usloviØ (i)–(iii) dannogo

predloßeniØ vypolnØ¸tsØ oqevidnym obrazom. □

Neskol~ko modificiruØ konstrukci¸ prostranstva X moßno poluqit~ sledu¸wee usilenie kriteriØ Felnera. Teorema 3.12. DlØ togo, qtoby gruppa G byla amenabel~noæ, ne-

obhodimo i dostatoqno, qtoby ∃q > 0∀^f H ⊂ G∃^f U ⊂ G |{x ∈ U | ∀h ∈ H hx ∈ U }| |U | ⩾ q. (11) Dokazatel~stvo.

1) Dostatoqnost~. Rassmotrim rasxirØ¸wu¸sØ k G posledovatel~nost~ H_i ⊂ H_{i+1} ⊂ . . . ⊂ G i sootvetstvu¸wu¸ eæ posledovatel~nost~ U_i. Oboznaqim H = ×_i H_i/F, U = ×_i U_i/F. Legko ponØt~,

244 M. A. ALEKSEEV I DR.

qto G ⊂ H ⊂ GF. Rassmotrim mnoßestvo V = ⋂ g∈G gU prostranstva (U, μL). Netrudno ponØt~, qto V ⊃ ×_i {x ∈ Ui | ∀h ∈ Hi hx ∈ Ui}/F, a pofftomu μ_L(V ) ⩾ q.

Na 2^G opredelim meru μ(A) = μ_L(AF ∩ V ). Pokaßem, qto ffta mera levoinvariantna. Pust~ C – proizvol~noe mnoßestvo, na kotorom deæstvuet gruppa G, D ⊂ C i B ⊂ G togda oboznaqim

B ⋆ D^{def}= ⋂ g∈B gD. PonØtno, qto V = lim_{B∈ρ(G)} B ⋆ U, gde ρ(G) = {B_α}

– proizvol~naØ rasxirØ¸waØsØ k gruppe G napravlennost~ ee koneqnyh podmnoßestv. Zafiksiruem proizvol~nyæ fflement g ∈ G. Napravlennost~ gρ(G) = {gB_α} budet tak ße rasxirØ¸weæsØ k G, i pofftomu V = lim_{B∈gρ(G)} B ⋆ U. Teper~

μ(A) = μ_L(AF ∩ V ) = lim_{B∈ρ(G)} μ_L(AF ∩ B ⋆ U) =

= lim B∈ρ(G) lim F |A ∩ B ⋆ U_i| |U_i| =

= lim B∈ρ(G) lim F |gA ∩ gB ⋆ U_i| |U_i| = lim B∈ρ(G) μ_L(gAF ∩ gB ⋆ U) = = lim B∈gρ(G) μ_L(gAF ∩ B ⋆ U) = μ_L(gAF ∩ V ) = μ(gA). 2) Neobhodimost~. Pust~ gruppa G amenabel~na, togda dlØ nee spravedlivo uslovie Fœlnera. V qastnosti, ego moßno zapisat~ v vide ∀^f H ⊂ G ∃^f U ⊂ G ∀h ∈ H |U \ h^{−1}U | |U | ⩽ 1 2|H| S drugoæ storony ponØtno, qto {x ∈ U | ∀h ∈ H hx ∈ U } = ⋂ h∈H h^{−1}U ∩ U = U \ ⋃ h∈H (U \ h^{−1}U ). Otkuda |{x ∈ U | ∀h ∈ H hx ∈ U }| |U | ⩾ 1 − | ⋃ h∈H (U \ h^{−1}U )| |U | ⩾

OB APPROKSIMACI˚H GRUPP 245 ⩾ 1 − ∑ h∈H |U \ h^{−1}U | |U | ⩾ 1 − ∑ h∈H 1 2|H| = 1 − 1 2 = 1 2 i, takim obrazom, uslovie (11) vypolnØetsØ dlØ q =^1_2 . □ Sledstvie 3.13. Pust~ G – LVK gruppa i ∃q > 0∀^f H ⊂ G∃^f (K, ⊙), H ⊂ K ⊂ G | ∀h_1, h_2 ∈ H (h_1h_2 ∈ H → h_1h_2 = h_1 ⊙ h_2) & |{k ∈ K | ∀h ∈ H hk = h ⊙ k}| |K| ⩾ q. Togda gruppa G amenabel~na.

Dokazatel~stvo. Vvidu vkl¸qeniØ {k ∈ K | ∀h ∈ H hk ∈ K} ⊃ {k ∈ K | ∀h ∈ H hk = h ⊙ k}, uslovie (11) budet vypolnØtsØ pri U=K.

V stat~e [15] byl postavlen vopros o tom kak, vydelit~ amenabel~nye gruppy v klasse LVK grupp i bylo vyskazano predpoloßenie o tom, qto svoæstvo amenabel~nosti svØzano s koliqestvennymi harakteristikami approksimacii gruppy G koneqnymi gruppami. Predyduwee sledstvie pokazyvaet, qto v kaqestve takoæ harakteristiki moßno rassmotret~ sledu¸wu¸ funkci¸, opredelennu¸ na vseh koneqnyh podmnoßestvah G. Opredelenie 3.14. Budem govorit~, qto koneqnaØ gruppa (K, ⊙)

H-approksimiruet G, esli imeet mesto vkl¸qenie mnoßestv H ⊆ K ⊆ G i ∀h_1, h_2 ∈ H (h_1h_2 ∈ H → h_1h_2 = h_1 ⊙ h_2) .

Pri fftom budem pisat~ K ∈ Ap_H (G).

Opredelim funkci¸ λ_G na koneqnyh podmnoßestvah G, polo- ßiv λ_G(H)^{def}= sup K∈Ap_H (G) |{k ∈ K | ∀h ∈ H hk = h ⊙ k}| |K| . Teper~ predyduwee sledstvie moßet byt~ pereformulirovano kak

246 M. A. ALEKSEEV I DR.

Predloßenie 3.15. Esli LVK gruppa G takova, qto inf H⊆G,|H|<∞ λ_G(H) > 0, to G amenabel~na.

Vopros o tom, spravedlivo li obratnoe utverßdenie, otkryt. V [15] dokazano, qto G – LVK-gruppa v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda suwestvuet rasxirØ¸waØsØ k G posledovatel~nost~ ee koneqnyh podmnoßestv L_n, na kaßdom iz kotoryh opredelena operaciØ ⊙_n, prevrawa¸waØ L_n v gruppu i udovletvorØ¸waØ uslovi¸ ∀a, b ∈ L_n (a · b ∈ L_n −→ a ⊙_n b ∈ L_n). Posledovatel~nost~ (L_n, ⊙_n) budem nazyvat~ approksimiru¸- weæ posledovatel~nost~¸ gruppy G.

Esli approksimiru¸waØ posledovatel~nost~ (L_n) gruppy G, kak posledovatel~nost~ mnoßestv ØvlØetsØ fœlnerovskoæ, to netrudno pokazat~, qto ∀0 < q < 1∀^f H ⊂ G∃N ∈ N∀n > N |{x ∈ L_n | ∀h ∈ H hx = h ⊙_n x}| |L_n| ⩾ q i, takim obrazom, vypolnØ¸tsØ usloviØ predloßeniØ 3.15.

V [15] bylo vyskazano predpoloßenie o tom, qto suwestvuet svØz~ meßdu ee amenabel~nost~¸ i asimtotiqeskim povedeniem funkcii ψ(n) = |{< a, b >∈ L^2_n | a · b ∈ L_n}| |L_n|^2 , (12)

gde L_n – approksimiru¸waØ posledovatel~nost~ gruppy G. Niße rassmotreny dva primera amenabel~nyh LVK-grupp (vo vtorom iz nih gruppa daße kommutativna) v kotoryh approksimiru¸waØ posledovatel~nost~ L_n ØvlØetsØ felnerovskoæ, t.e. vypolneny usloviØ predloßeniØ 3.15, no lim_{n→∞} ψ(n) = 0.

3.1. Gruppa Symm(Z) ⋋ Z.

�ta gruppa rassmatrivalas~ v [15], kak primer LVK-gruppy, kotoraØ ne ØvlØetsØ lokal~no finitno approksimiruemoæ.

OB APPROKSIMACI˚H GRUPP 247

Pust~ Symm(Z) – gruppa finitnyh podstanovok Z. Deæstvie

Zna sebe sdvigami poroßdaet deæstvie Zna Symm(Z) avtomor-

fizmami: ∀π ∈ Symm(Z) ∀m, k ∈ Z π^{(m)}(k)^{def}= π(k + m) − m. Takim obrazom, opredeleno poluprØmoe proizvedenie

Symm(Z) ⋋ Zs operacieæ (m, π) · (k, σ) = (m + k, π^{(−k)}σ). Gruppa Symm(Z) ⋋ Zamenabel~na kak poluprØmoe proizvedenie amenabel~nyh grupp.

Pust~ Z_{2n+1}^{def}= {−n, . . . , n} – gruppa vyqetov po modul¸ 2n + 1, i S_{2n+1}^{def}= {π ∈ Symm(Z) | π | |Z\Z2n+1 = Id}. Pokaßem, qto podmnoßestva U_n = Z_{2n+1} × S_{2n+1} ⊂ Symm(Z) ⋋ Z obrazu¸t felnerovsku¸ posledovatel~nost~.

Zafiksiruem fflement x = (m, π) ∈ Symm(Z) ⋋ Z. Netrudno zametit~, qto suwestvuet nomer n_0 takoæ, qto m ∈ Z_{2n0+1} i π ∈

S_{2n0+1}. Moßno sqitat~, qto n ⩾ n_0. Naædem qislo fflementov (k, σ) ∈ U_n takih, qto (m, π) · (k, σ) ∈ U_n ili, qto to ße samoe, udovletvorØ¸wih dvum usloviØm

m + k ∈ Z_{2n+1} (13)

π^{(−k)}σ ∈ S_{2n+1} (14)

Pokaßem, qto dlØ vypolneniØ fftih usloviæ dostatoqno, qtoby

|k| ⩽ n − n_0. Deæstvitel~no, |k + m| ⩽ |k| + |m| ⩽ (n − n_0) + n_0 = n

i (13) vypolnØetsØ. Pust~ |t| > n, togda σ(t) = t vvidu σ ∈ S_{2n+1}. Tak kak |t − k| ⩾ |t| − |k| > n − (n − n_0) = n_0, to π^{(−k)}(t) = t. Takim obrazom, pri |t| > n π^{(−k)}σ(t) = t, qto ravnosil~no (14).

Tak kak pri |k| ⩽ n − n_0 vybor σ ∈ S_{2n+1} niqem ne ograniqen, to |U_n ∩ xU_n| ⩾ (2(n − n_0) + 1)(2n + 1)!. Ots¸da |U_n ⋂ xU_n| |U_n| ⩾ (2(n − n_0) + 1)(2n + 1)!

(2n + 1)(2n + 1)!

= 1 −

2n_0

2n + 1 −→_{n→∞} 1, qto dokazyvaet spravedlivost~ (8).

248 M. A. ALEKSEEV I DR.

V [15] pokazano, qto Symm(Z) ⋋ Z est~ LVK-gruppa. Pri fftom v kaqestve approksimiru¸weæ posledovatel~nosti L_n moßno vzØt~ posledovatel~nost~ mnoßestv U_n s operacieæ ⊙_n, opredelennoæ niße. Deæstvie Z_{2n+1} na sebe sdvigami po modul¸ 2n+1 induciruet deæstvie Z_{2n+1} na S_{2n+1} avtomorfizmami: ∀π ∈ S_{2n+1} ∀m ∈ Z_{2n+1} π^{[m]}(k)^{def}= { π(k ⊕_n m) ⊖_n m, k ∈ Z_{2n+1}; k, k /∈ Z_{2n+1}. gde ⊕_n i ⊖_n – sloßenie i vyqitanie po modul¸ 2n + 1.

Teper~, oqevidno, qto L_n = U_n ØvlØetsØ nositelem gruppy

S_{2n+1} ⋋ Z_{2n+1}, t.e. operaciØ v L_n opredelØetsØ po formule (m, π) ⊙_n (k, σ) = (m ⊕_n k, π^{[−k]}σ) Legko videt~, qto gruppy (L_n, ⊙_n) obrazu¸t approksimiru¸wu¸ posledovatel~nost~ gruppy G = Symm(Z) ⋋ Z.

Izuqim povedenie funkcii (12) dlØ posledovatel~nosti

(L_n, ⊙_n). DlØ fftogo naædem qislo par fflementov, udovletvorØ-

¸wih ravenstvu (m, π) ⊙_n (k, σ) = (m, π) · (k, σ) (15) ili, qto to ße samoe, dvum ravenstvam

m ⊕_n k = m + k (16)

π^{[−k]}σ(t) = π^{(−k)}σ(t). (17)

Zafiksiruem k ∈ Z_{2n+1} ⊂ Z. Pust~ dlØ opredelennosti k > 0, togda dlØ vypolneniØ (16) neobhodimo, qtoby m bylo odnim iz qisel {−n, . . . , n − k}, to est~ ego vybor vozmoßen (2n + 1 − k) sposobami.

Teper~ vyberem proizvol~noe σ ∈ S_{2n+1} ((2n + 1)! sposobami). DlØ vseh t ∈ Zdolßno vypolnØtsØ (17). Pri t > n + k i t < −n ono trivial~no vvidu togo, qto σ, π, π^{[−k]} ∈ S_{2n+1}. Pri n < t ≤

n + k ravenstvo (17) ravnosil~no t − k = π(t − k), qto oznaqaet

toßdestvennost~ π na {n + 1 − k, ..., n}. Pri t ∈ Z_{2n+1} ravenstvo (17) moßno perepisat~ v vide π(σ(t) ⊖_n k) ⊕_n k = π(σ(t) − k) + k.

OB APPROKSIMACI˚H GRUPP 249

Oboznaqim z = σ(t). T.k. σ biektivna na Z_{2n+1}, to, kogda t probegaet Z_{2n+1}, z takße probegaet Z_{2n+1}. Potomu poslednee ravenstvo ravnosil~no ∀z ∈ Z_{2n+1} π(z ⊖_n k) ⊕_n k = π(z − k) + k. Pri z ∈ {−n + k, ..., n} ffto ravenstvo oqevidno vypolnØetsØ. V sluqae ße z ∈ {−n, ..., −n + k − 1} ono ravnosil~no π(z ⊖_n k) = z ⊖_n k, qto tak ße oznaqaet toßdestvennost~ π na {n + 1 − k, ..., n}. Takim obrazom, qislo vozmoßnosteæ vybora π ravno (2n + 1 − k)!.

Poluqaem, qto qislo par s fiksirovannym k > 0, udovletvorØ¸wih (15) ravno (2n + 1 − k)(2n + 1)!(2n + 1 − k)!. Pri k ⩽ 0 analogiqnye rassußdeniØ privedut k rezul~tatu (2n+1+k)(2n+

1)!(2n + 1 + k)!.

Itak, qislo par, udovletvorØ¸wih (15), ravno n∑ k=−n (2n + 1 − |k|)(2n + 1)!(2n + 1 − |k|)! =

= 2 nX_{k=1(2n + 1 � k)(2n + 1)!(2n + 1 � k)!+}

+(2n + 1)(2n + 1)!(2n + 1)! =

= (2n + 1)! [ 2 2n∑ t=n+1 t t! + (2n + 1)(2n + 1)! ] =

= (2n + 1)! [ 2 2n∑ t=n+1 ((t + 1) − 1)t! + (2n + 1)(2n + 1)! ] =

= (2n + 1)! [ 2 (_{2n+1} ∑ t=n+2 t! − 2n∑ t=n+1 t! ) + (2n + 1)(2n + 1)! ] = = (2n + 1)! [2 ((2n + 1)! − (n + 1)!) + (2n + 1)(2n + 1)!] = = (2n + 1)! [(2n + 3)(2n + 1)! − 2(n + 1)!]

Sootvetstvenno, ψ(n) = (2n + 1)! [(2n + 3)(2n + 1)! − 2(n + 1)!]

[(2n + 1)(2n + 1)!]^2 =

250 M. A. ALEKSEEV I DR. = 2n + 3 (2n + 1)^2 − 2(n + 1)!

(2n + 1)^2(2n + 1)! ∼ 1 2n −→_{n→∞} 0. 3.2. Gruppa (Q+, ·).

Rassmotrim gruppu (Q_+, ·) poloßitel~nyh racional~nyh qisel s operacieæ umnoßeniØ. Poskol~ku ffta gruppa kommutativna, ona ØvlØetsØ amenabel~noæ LVK-gruppoæ. L¸boe qislo iz

x ∈ Q+ predstavimo edinstvennym obrazom vvide beskoneqnogo

proizvedeniØ x = p^{k1}_1 · p^{k2}_2 · . . .· p^{kn}_n · . . . , gde p_n - prostye, iduwie v estestvennom porØdke, a vse k_n ∈ Z, naqinaØ s nekotorogo, ravny 0. Takim obrazom, Q_+ est~ beskoneqnaØ prØmaØ summa^∞⊕_{n=1} Z^{(n)}. Ots¸da voznikaet ”estestvennaØ” approskimaciØ Q_+.

Itak, pust~ L_n =^n⊕_{i=1} Z^{(i)}_{2n+1}, gde Z_{2n+1} = {−n, −n + 1, . . . , n} - gruppa vyqetov po modul¸ 2n+1. Oqevidno, posledovatel~nost~

L_n ØvlØetsØ approksimiru¸weæ posledovatel~nost~¸ gruppy

(Q+, ·)._{Tak kak dlØ l¸bogo k ∈} Zi dostatoqno bol~xogo n

|(k + Z_{2n+1}) ∩ Z_{2n+1}| = (2n + 1) − |k|,

to dlØ l¸bogo x = p^{k1}_1 · p^{k2}_2 · . . . · p^{km}_m ∈ Q_+ imeem

|xL_n ∩ L_n| = (2n + 1 − |k_1|)(2n + 1 − |k_2|) . . . (2n + 1 − |k_m|)(2n + 1)^{n−m}

i, stalo byt~, |(xL_n) △ L_n| |L_n| = 2 (2n + 1)n � (2n + 1 � jk1j)(2n + 1 � jk2j) . . . (2n + 1 � jkmj)(2n + 1)n�m (2n + 1)n =

2 ( 1 − 2n + 1 − |k_1| 2n + 1

2n + 1 − |k_2|

2n + 1 . . . 2n + 1 − |k_m| 2n + 1 ) −→_{n→∞} 0. Takim obrazom, L_n est~ fœlnerovskaØ posledovatel~nost~, t.e. vypolneno uslovie predloßeniØ 3.15.

Netrudno poluqit~, qto qislo par fflementov Z_{2n+1}, pri obyqnom sloßenii popada¸wih tuda ße, ravno (2n + 1)^2 − n(n + 1) =

3n^2 +3n+1. Teper~ dlØ postroennoæ approksimacii funkciØ (12)

legko vyqislØetsØ ψ(n) = (3n^2 + 3n + 1)^n

(2n + 1)^{2n} = (3n^2 + 3n + 1)^n (4n^2 + 4n + 1)^n ∼ ( 3 4 )_n −→_{n→∞} 0.

OB APPROKSIMACI˚H GRUPP 251

4. Approksimiruemost~ diskretnyh grupp i ih algebr Hopfa Opredelenie 4.1. Budem govorit~, qto bialgebra (A, · , Δ) ap-

proksimiruetsØ koneqnomernymi bialgebrami (A_n, ⊙_n, Δ_n), esli (1) A_n est~ lineænoe podprostranstvo A_{n+1} i A = ∪_nA_n; (2) ∀a, b ∈ A ∃n ∀m > n a · b = a ⊙_m b; (3) ∀a ∈ A∃n∀m > nΔ_m(a) = Δ(a). Napomnim opredelenie kokomutativnoæ algebry Hopfa A(G) diskretnoæ gruppy G (nad polem C ). Kak lineænoe prostranstvo A(G) = { n∑ i=1 a_ig_i ; a_i ∈ C , g_i ∈ G, n < ∞}. Umnoßenie (·), koumnoßenie (Δ), antipod S, i koedinicu ϵ dostatoqno opredelit~ na gruppovyh fflementah, dal~xe oni rasprostranØ¸tsØ po lineænosti: umnoßenie sovpadaet s gruppovym umnoßeniem, dlØ g ∈ G imeem Δ(g) = g ⊗ g, S(g) = g^{−1}, ϵ(g) = 1. Teorema 4.2. KokommutativnaØ algebra Hopfa sqetnoæ diskret-

noæ gruppy G approksimiruetsØ (kak bialgebra) koneqnomernymi bialgebrami togda i tol~ko togda, kogda G – LVK gruppa.

DlØ dokazatel~stva teoremy napomnim opredelenie group-like fflementa bialgebry.

Opredelenie 4.3. Group-like fflementom bialgebry A nazyvaetsØ

a ∈ A, takoe qto a ≠ 0 i Δ(a) = a ⊗ a.

Nam potrebu¸tsØ takße dva poqti oqevidnyh svoæstva group-

like fflementov.

Predloßenie 4.4. Group-like fflementy bialgebry lineæno neza-

visimy.

Dokazatel~stvo. Pust~ a = λ1g1 + λ2g2 + ... + λngn – group-like fflement, gde λ_i ≠ 0 i g_1, g_2, ..., g_n – lineæno-nezavisimye group-

like fflementy. No togda x = a ⊗ a − Δ(a) = 0. Imeem x = n∑ i=1_j =1 λ_iλ_j g_i ⊗ g_j − n∑ i=1 λ_ig_i ⊗ g_i = 0,

qto ne verno, tak kak, naprimer, δ_i ⊗ δ_j (x) = λ_iλ_j , gde δ_k(g_i) = 1, esli k = i, i δ_k(g_i) = 0, esli k ≠ i.

252 M. A. ALEKSEEV I DR.

Predloßenie 4.5. Proizvedenie group-like fflementov bialgebry

libo group-like fflement, libo 0.

Dokazatel~stvo. Δ(g1 · g2) = Δ(g1) · Δ(g2) = g1g2 ⊗ g1g2. Dokazatel~stvo teoremy. Pust~ A(G) – approksimiruemaØ kokomutativnaØ algebra Hopfa diskretnoæ gruppy G; (A_n, ⊙_n, Δ_n) – approksimiru¸wie bialgebry. Po l¸bomu naboru fflementov {g_1, g_2, ..., g_n} ⊂ G my postroim gruppu (H, ⊙), {g_1, g_2, ..., g_n} ⊂ H ⊂ G, taku¸ qto

(1) (H, ⊙) – koneqnaØ gruppa; (2) g^{±1}_i · g^{±1}_j = g^{±1}_i ⊙ g^{±1}_j .

�to i budet oznaqat~, qto G – LVK-gruppa. Vyberem takoe m, qto i). g^{±1}_1 , g^{±1}_2 , ..., g^{±1}_n ∈ A_m, ii). g^{±1}_i · g^{±1}_j = g^{±1}_i ⊙_m g^{±1}_j , i, j = 1, ..., n,

iii). Δ_m(g^{±1}_i ) = g^{±1}_i ⊗ g^{±1}_i , i = 1, ..., n.

Rassmotrim v (A_m, ⊙_m), podpolugruppu H, poroßdennu¸ fflementami {g^{±1}_i , i = 1, ..., n}. V silu svoæstva ii) poroßda¸wee mnoßestvo fftoæ polugruppy vmeste s kaßdym fflementom soderßit i obratnyæ k nemu (otnositel~no umnoßeniØ ⊙_m). Sledovatel~no H – gruppa. V silu predloßeniØ 4.5 i svoæstva iii) gruppa H sostoit iz group-like fflementov bialgebry A_m. Iz predloßeniØ 4.4 sleduet, qto vse fflementy H lineæno nezavisimy v A_m, a poskol~ku algebra A_m koneqnomerna, to gruppa H koneqna.

Pust~, naoborot G – LVK-gruppa. Rassmotrim ee approksimiru¸wu¸ posledovatel~nost~ (K_n, ⊙_n) (opredelenie approksimiru¸weæ posledovatel~nosti sm. v razdele 3 posle predloßeniØ 3.15). Togda algebry A(K_n) approksimiru¸t A(G). Deæstvitel~- no, pust~ a = ∑_k i=1 a_ig_i i b = ∑_k′ i=1 b_ih_i, gde b_i, h_i ∈ C , h_i, g_i ∈ G.

Vyberem n takoe, qto h_i, g_j, h_i · g_j ∈ K_n, i = 1, ..., k^′, j = 1, ..., k, no togda a ⊙_m b = a · b dlØ vseh m ⩾ n, a Δ_m(a) = Δ(a) pri vseh m, poskol~ku lineænoe prostranstvo A(K_m) est~ podprostranstvo

A(G) pri l¸bom m.

5. Approksimiruemost~ kompaktnyh grupp i ih algebr Hopfa

V nastoØwem razdele my rassmotrim svØz~ aproksimiruemosti kompaktnyh grupp i ih kommutativnyh algebr Hopfa.

OB APPROKSIMACI˚H GRUPP 253

Pust~ G – kompaktnaØ gruppa, A(G) – kommutativnaØ algebra Hopfa gruppy G, to est~ A(G) – algebra (nad C ) matriqnyh fflementov koneqnomernyh predstavleniæ gruppy G. Umnoßenie (·), koumnoßenie (Δ), antipod S, i koedinica ϵ opredelØ¸tsØ sledu¸wim obrazom: dlØ f, h ∈ A(G) i g, g^′ ∈ G imeem (f · h)(g) =

f(g)h(g), (Δf)(g, g^′) = f(gg^′), (Sf)(g) = f(g^{−1}, ϵ(f) = f(e), gde e –

edinica gruppy G. Budem sqitat~, qto na A(G) vvedena norma ‖f(·)‖ = sup_{g∈G} |f(g)|. Opredelenie 5.1. Budem govorit~, qto normirovannaØ bialgebra

(A, ‖ ‖, ·, Δ) approksimiruetsØ koneqnomernymi normirovan-

nymi bialgebrami (A_n, ‖ ‖_n, ⊙_n, Δ_n), esli suwestvu¸t otobraßeniØ ψ_n : A → A_n, takie qto

(1) ψ_n(·) – nepreryvnyæ gomomorfizm, t.e. ψ_n(ab) = ψ_n(a) ⊙_n ψ_n(b) i ‖ψ_n(a)‖_n < C_n‖a‖ (2) ∃0 < ϵ < C∀a ∈ A∃m ∈ N∀n > m ϵ‖a‖ < ‖ψ_n(a)‖ < C‖a‖ (3) ∀a ∈ A‖ψ_n ⊗ ψ_nΔa − Δ_nψ_n(a)‖_{n×n} → 0 pri n → ∞, gde predpolagaetsØ, qto na A_n ⊗ A_n vvedena sledu¸waØ norma: ‖r‖_{n×n} = sup α,β∈A∗_n ‖α‖∗=‖β‖∗ =1 | < α ⊗ β, r > |.

Sledu¸wee opredelenie approksimiuemosti kompaktnyh grupp koneqnymi gruppami ffkvivalentno sootvetstvu¸wemu opredeleni¸ iz [4] (sm. takße [15]).

Opredelenie 5.2. Budem govorit~, qto kompaktnaØ gruppa G ap-

proksimiruetsØ koneqnymi gruppami (G_n, ∗_n), esli ∃ϕ_n : G_n → G, takie qto:

(1) ∀ otkrytogo U ⊂ G ∃m ∈ N∀n > m ϕ_n(G_n) ∩ U ≠ ∅ (2) ∀U_e∃m ∈ N∀n > m∀g_1, g_2 ∈ G_n ϕ^{−1}_n (g_1 ∗_n g_2)ϕ_n(g_1)ϕ_n(g_2) ∈

U_e, gde U_e – okrestnost~ edinicy v G.

Iz opredeleniØ 5.2 srazu vytekaet Predloßenie 5.3. Pust~ kompaktnaØ gruppa G approksimiruet-

sØ koneqnymi gruppami G_n, a ϕ_n : G_n → G – otobraßeniØ opredeleniØ 5.2. Togda

3. ∀U_e∃m∀n > m ϕ_n(e_n) ∈ U_e, gde e_n – edinica G_n. 4. ∀U_e∃m∀n > m∀g ∈ G_n ϕ_n(g)ϕ_n(g^{−1}) ∈ U_e

254 M. A. ALEKSEEV I DR.

Dokazatel~stvo. Poloßiv g2 = en v punkte 2) opredeleniØ 5.2, poluqim ϕ(e_n) ∈ U_e, qto dokazyvaet 3).

Poloßiv g_1 = g i g_2 = g^{−1}, a tak ße zameniv U_e na U^′_e v punkte 2) opredeleniØ 5.2, poluqim ϕ^{−1}_n (e_n)ϕ_n(g)ϕ_n(g^{−1}) ∈ U^′_e. Vospol~zovavxis~ dokazatel~stvom predyduwego punkta, poluqaem

ϕ_n(g)ϕ_n(g^{−1}) ∈ {xy; x, y ∈ U^′_e}. Ostalos~ vybrat~ nomera tak,

qtoby vypolnØlos~ {xy; x, y ∈ U^′_e} ⊂ U_e. □ Teorema 5.4. KommutativnaØ algebra Hopfa kompaktnoæ gruppy

G approksimiruema (kak normirovannaØ bialgebra) koneqnomernymi kommutativnymi poluprostymi normirovannymi algebrami Hopfa togda i tol~ko togda, kogda gruppa G approksimiruema koneqnymi gruppami.

Dokazatel~stvo. ⇐. Pust~ gruppa G approksimiruetsØ koneqnymi gruppami G_n, ϕ_n – otobraßeniØ opredeleniØ 5.2. Togda prØmye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto algebra A(G) approksimiruetsØ algebrami A(G_n), gde na A(G_n) vvedena norma ‖f‖ =

sup_{g∈Gn} |f(g)|, dlØ f ∈ A(G_n); ψ_n opredeleniØ 5.1 zada¸tsØ sle-

du¸wim sootnoxeniem: dlØ f ∈ A(G), g ∈ G_n vypolnØetsØ

ψ_n(f)(g) = f(ϕ_n(g)).

⇒. Kak izvestno, prostranstvo nepreryvnyh harakterov X algebry A = A(G) s umnoßeniem χ_1χ_2(a) = χ_1 ⊗ χ_2(Δa) i ∗- slaboæ topologieæ obrazuet kompaktnu¸ gruppu, izomorfnu¸ gruppe G. Analogiqno, prostranstva harakterov X_n (s umnoßeniem χ_1 ∗_n χ_2(a) = χ_1 ⊗ χ_2(Δ_na)) approksimiru¸wih algebr A_n obrazu¸t koneqnye gruppy^2. Tak kak otobraßeniØ ψ_n opredeleniØ 5.1 – gomomorfizmy, ψ^∗_n(X_n) ⊂ X . Pust~ G_n = X_n, G = X , proverim, qto ϕ_n = ψ^∗_n udovletvorØ¸t svoæstvam 1) i 2) opredeleniØ 5.2. DlØ proizvol~noæ okrestnosti U ⊂ G vyberem funkci¸ f ∈ C(G), taku¸ qto f ≢ 0 i f(G\U ) = {0}. Tak kak A plotna v C(G), to gomomorfizmy ψ_n prodolßa¸tsØ na C(G) s sohraneniem svoæstva 2 opredeleniØ 5.2, t.e. ∃m∀n > m ψ_n(f) ≠ 0, a iz poluprostoty A_n sleduet ∃χ_n ∈ G_n < ψ_n(f), χ_n >≠ 0, a znaqit ψ^∗_n(χ_n) ∈ U (Zdes~ X i G otoßdestvleny). Takim obrazom utverßdenie punkta 1) opredeleniØ 5.2 dokazano.

Pust~ χ_0 ∈ X , a_1, a_2, ..., a_r ∈ A, ϵ ∈ R^+, oboznaqim U_{χ0} (a_1, a_2, ..., a_r, ϵ) = {χ ∈ X : |χ_0(a_i) − χ(a_i)| < ϵ, pri i = 1, ..., r}, 2Na samom dele, kaßdaØ koneqnomernaØ kommutativnaØ poluprostaØ algebra Hopfa ØvlØetsØ gruppovoæ algebroæ gruppy svoih harakterov.

OB APPROKSIMACI˚H GRUPP 255

Tak kak A plotna v C(G), to ∗-slabaØ topologiØ na X zadaetsØ sistemoæ okrestnosteæ {U_{χ0} (a_1, a_2, ..., a_r, ϵ) : χ_0 ∈ X , r ∈ N, a_1, a_2, ..., a_r ∈ A, ϵ ∈ R^+}. Nam potrebuetsØ sledu¸waØ Lemma 5.5. DlØ l¸byh {a1, a2, ..., ar} ⊂ A i ϵ ∈ R^+ suwestvu¸t

{b_1, b_2, ..., b_k} ⊂ A i ϵ^′ ∈ R^+, takie qto ∀χ_1, χ_2 ∈ X χ_1U_{χ2} (b_1, ..., b_k, ϵ^′) ⊆ U_{χ1χ2} (a_1, ..., a_r, ϵ) Dokazatel~stvo. Po opredeleni¸ algebry Hopfa A

Δa_i = k_i∑

j=1 a^j_i ⊗ b_{i,j}. V kaqestve {b_1, ..., b_k} moßno vzØt~ mnoßestvo vseh b_{i,j} (ffto mnoßestvo koneqno), a v kaqestve ϵ^′ – l¸boe poloßitel~noe qislo, udovletvorØ¸wee neravenstvu ϵ^′ ≤ ϵ sup_i ∑ j ‖a^j_i ‖ . Deæstvitel~no, pust~ χ ∈ U_{χ2} (b_1, ..., b_k, ϵ^′). Togda, uqityvaØ, qto

‖χ_1‖ = 1, poluqim

|χ_1χ(a_i) − χ_1χ_2(a_i)| = |(χ_1 ⊗ χ − χ_1 ⊗ χ_2)( ∑ a^j_i ⊗ b_{i,j})| ≤ ≤ ∑ |χ_1(a^j_i )| · |χ(b_{i,j}) − χ_2(b_{i,j})| < ϵ^′ ∑ ‖a^j_i ‖ ≤ ϵ, no ffto oznaqaet, qto χ_1χ ∈ U_{χ1χ2} . □

Poloßiv v lemme χ_2 = χ, χ_1 = χ^{−1}, poluqim Sledstvie 5.6. DlØ l¸byh {a1, a2, ..., ar} ⊂ A i ϵ ∈ R^+ suwestvu-

¸t {b_1, b_2, ..., b_k} ⊂ A i ϵ^′ ∈ R^+, takie qto ∀χ ∈ X U_χ(b_1, ..., b_k, ϵ^′) ⊆ χU_e(a_1, ..., a_r, ϵ) VernemsØ k dokazatel~stvu teoremy. Nam ostalos~ dokazat~

∀U_e∃m ∈ N∀n > m∀χ_1, χ_2 ∈ X_n ϕ^{−1}_n (χ_1 ∗_n χ_2)ϕ_n(χ_1)ϕ_n(χ_2) ∈ U_e,

256 M. A. ALEKSEEV I DR.

gde moßno sqitat~ U_e = U_e(a_1, a_2, ..., a_r, ϵ). Po sledstvi¸ 5.6 uslo- vie ϕ_n(χ_1)ϕ_n(χ_2) ∈ ϕ_n(χ_1 ∗_n χ_2)U_e(a_1, a_2, ..., a_r, ϵ)

moßno zamenit~ usloviem ϕ_n(χ_1)ϕ_n(χ_2) ∈ U_{ϕn(χ1∗n χ2)}(b_1, ..., b_k, ϵ^′). Pokaßem, qto poslednee uslovie vypolnØetsØ dlØ dostatoqno bol~xih n:

|ϕ_n(χ_1)ϕ_n(χ_2)(b) − ϕ_n(χ_1 ∗_n χ_2)(b)| =

= |χ_1 ⊗ χ_2(ψ_n ⊗ ψ_nΔb) − χ_1 ⊗ χ_2(Δ_nψ_n(b))| =

= |χ_1 ⊗ χ_2(ψ_n ⊗ ψ_nΔb − Δ_nψ_n(b))| ≤ ‖ψ_n ⊗ ψ_nΔb − Δ_nψ_n(b)‖_{n×n}.

Teper~ v silu usloviØ 3 opredeleniØ 5.1 poluqaem, qto ‖ψ_n ⊗ ψ_nΔb − Δ_nψ_n(b)‖_{n×n} → 0 pri n → ∞ □ ZameqaniØ. V sledu¸wem razdele budet pokazano, qto mnogie kompaktnye gruppy Li, v qastnosti, gruppa SO(3), ne approksimiru¸tsØ koneqnymi gruppami v smysle opredeleniØ 5.2. V svØzi s fftim estestvenno voznikaet vopros o takoæ modifikacii dannogo opredeleniØ, otnositel~no kotoroæ klass topologiqeskih grupp approksimiruemyh koneqnymi suwestvenno rasxirilsØ by. SleduØ ideØm A. M. Verxika [16, 15], moßno rassmotret~ razliqnye modifikacii opredeleniØ 5.1 approksimimruemosti algebr Hopfa. Otmetim nekotorye iz nih

1. Esli, podobno tomu, kak v predyduwem razdele sqitat~, qto approksimiru¸wie algebry ne obØzatel~no algebry Hopfa, a tol~ko bialgebry, to my pridem k opredeleni¸ approksimacii gruppy koneqnymi polugruppami, analogiqnomu opredeleni¸ 5.2. Pri fftom soverxenno takße, kak teorema 5.6 moßet byt~ dokazana Teorema 5.7. KommutativnaØ algebra Hopfa kompaktnoæ gruppy

G approksimiruema (kak normirovannaØ bialgebra) koneqnomernymi kommutativnymi poluprostymi normirovannymi bialgebrami togda i tol~ko togda, kogda gruppa G approksimiruema koneqnymi polugruppami.

OB APPROKSIMACI˚H GRUPP 257

2. Moßno oslabit~ opredelenie 5.1, predpoloßiv, qto lineænye operatory ψ_n ne ØvlØ¸tsØ, voobwe govorØ, gomomorfizmami, no udovletvorØ¸t uslovi¸ ∀a, b ∈ A lim_{n→∞} ‖ψ_n(ab) − ψ_n(a)ψ_n(b)‖_n = 0. �ta modifikaciØ opredeleniØ 5.1 poka ne issledovana.

3. V modifikacii opredeleniØ 5.1, ukazannoæ v predyduwem punkte moßno otkazat~sØ ot kommutativnosti approksimiru¸- wih koneqnomernyh algebr. Otmetim, qto nekommutativnye koneqnomernye deformacii algebr funkciæ na nekotoryh simplektiqeskih mnogoobraziØh rassmatirvalis~ v [3] v svØzi s problemoæ kvantovaniØ. Na tot fakt, qto ukazannye deformacii mogut rassmatrivat~sØ kak approksimacii v rassmatrivaemom zdes~ smysle obratil vnimanie I.A.Xerexevskiæ. 5.1. Approksimiruemost~ kompaktnyh grupp Li.

DlØ dal~neæxego izloßeniØ nam budet udobno pereformulirovat~ opredelenie approksimiruemosti kompaktnoæ gruppy koneqnymi. Kak izvestno, topologiØ separabel~noæ kompaktnoæ gruppy moßet byt~ opredelena pri pomowi invariantnoæ metriki. V dal~neæxem takaØ metrika sqitaetsØ zadannoæ i oboznaqaetsØ qerez d.

Opredelenie 5.8. Budem govorit~, qto A ⊂ G obrazuet ϵ-set~ v

G, esli ∀g ∈ G∃a ∈ A (d(g, a) < ϵ) Opredelenie 5.9. Pust~ H – gruppa, a G – kompaktnaØ to-

pologiqeskaØ gruppa s invariantnoæ metrikoæ d. Otobraßenie ρ : H → G nazavem ϵ-gomomorfizmom, esli ∀x, y ∈ H (d(ρ(xy), ρ(x)ρ(y)) < ϵ) Neposredstvenno iz fftih opredeleniæ i opredeleniØ approksimiruemosti kompaktnoæ gruppy koneqnymi vytekaet Sledstvie 5.10. KompaktnaØ gruppa G approksimiruema koneq-

nymi togda i tol~ko togda, kogda dlØ l¸bogo ϵ > 0 suwestvuet koneqnaØ gruppa H i ϵ-gomomorfizm ρ, takie qto ρ(H) obrazuet ϵ-set~ v G.

Sledu¸waØ teorema daet neobhodimoe i dostatoqnoe uslovie approksimiruemosti kompaktnyh grupp Li.

258 M. A. ALEKSEEV I DR.

Teorema 5.11. KompaktnaØ koneqno-mernaØ gruppa Li G approk-

simiruema koneqnymi gruppami togda i tol~ko togda, kogda dlØ l¸bogo ϵ > 0 suwestvuet koneqnaØ podgruppa H ⊂ G, obrazu¸waØ ϵ-set~ v G.

Iz fftoæ teoremy i iz koneqnosti qisla podgrupp gruppy

SO(3), ne sostoØwih celikom iz vraweniæ otnositel~no odnoæ

osi, vytekaet

Sledstvie 5.12. Gruppa SO(3) ne approksimiruema koneqnymi

gruppami.

VernemsØ k teoreme 5.11. Approksimiruemost~ grupp, udovletvorØ¸wih uslovi¸ teoremy oqevidna. NeoqevidnaØ implikaciØ vytekaet iz sledu¸weæ teoremy.

Teorema 5.13. DlØ l¸boæ koneqno-mernoæ kompaktnoæ gruppy Li

G naædetsØ takoe ϵ^′ > 0, qto dlØ l¸bogo ϵ-gomomorfizma ρ : H → G, gde H – kompaktnaØ (v qastnosti, koneqnnaØ) gruppa i 0 < ϵ < ϵ^′, naædetsØ gomomorfizm ϕ : H → G, takoæ qto ∀h ∈ H d(ϕ(h), ρ(h)) < 2ϵ. Faktiqeski, teorema 5.13 ØvlØetsØ modifikacieæ teoremy Kaßdana ob ϵ-predstavleniØh, dokazannoæ dlØ amenabel~nyh grupp v [7]. DlØ polnoty izloßeniØ zdes~ privoditsØ dokazatel~stvo teoremy 5.13, neskol~ko bolee fflementarnoe, qem to, kotoroe privedeno v [7]. �to dokazatel~stvo prohodit i dlØ sluqaØ amenabel~nyh grupp.

My moßem sqitat~, qto G – podgruppa Li koneqnomernoæ unitarnoæ gruppy U (n) (u kaßdoæ kompaktnoæ gruppy Li suwestvuet toqnoe unitarnoe predstavlenie); v kaqestve d(g_1, g_2) voz~mem

d(g_1, g_2) = ‖g_1 − g_2‖, a ‖.‖ – standartnaØ norma v L(n) ⊃ U (n), gde L(n) – mnoßestvo vseh lineænyh operatorov n-mernogo unitar-

nogo prostranstva. Qerez ∫ x∈H ...dx oboznaqim integrirovanie po

invariantnoæ mere, v sluqae koneqnoæ gruppy ∫ x∈H f(x)δx = 1 |H| ∑ x∈H f(x) Osnovnym xagom dokazatel~stva teoremy ØvlØetsØ dokazatel~- stvo sledu¸wego

OB APPROKSIMACI˚H GRUPP 259

Predloßenie 5.14. Pust~ ϵn > 0 dostatoqno malo. Togda dlØ

l¸bogo ϵ_n-gomomorfizma ρ_n : H → G moßno postroit~ 6ϵ^2_ngomomorfizm ρ_{n+1} : H → G, takoæ qto ‖ρ_n(x)−ρ_{n+1}(x)‖ ≤ ϵ_n+^{ϵ2n}_{1−ϵn} .

Dalee, voz~mem ϵ_0 = ϵ, ρ_0 = ρ i postroim posledovatel~nost~

ρ_k predloßeniØ 5.14. Netrudno proverit~, qto ϕ = lim_{k→∞} ρ_k udo-

vletvorØet utverßdeni¸ teoremy, pri dostatoqno malom ϵ > 0.

Dokaßem predloßenie 5.14.

1. Pust~ ρ̃_1 : H → L(n), zadaetsØ ravenstvom

ρ̃_1(h) = ∫ x∈H ρ^{−1}(x)ρ(xh)dx, togda

∀h, g ∈ H ‖ρ̃_1(h)ρ̃_1(g) − ρ̃_1(hg)‖ ≤ 2ϵ^2 i ‖ρ̃_1(h) − ρ(h)‖ ≤ ϵ. (18)

Dokaßem ffto.

ρ̃_1(h)ρ̃_1(g) − ρ̃_1(hg) = = ∫ x∈H ∫ y∈H (ρ^{−1}(x)ρ(xh)ρ^{−1}(y)ρ(yg) − ρ^{−1}(x)ρ(xhg))dxdy = I_1 + I_2, gde I_1 = ∫ ∫ [ρ^{−1}(x)ρ(xh) − ρ(h)][ρ^{−1}(y)ρ(yg) − ρ(g)]dxdy i I_2 = ∫ ∫ [ρ^{−1}(x)ρ(xh)ρ(g) + ρ(h)ρ^{−1}(y)ρ(yg)− −ρ(h)ρ(g) − ρ^{−1}(x)ρ(xhg)]dxdy. Togda ‖I_1‖ ≤ ‖ ∫ ρ^{−1}(x)[ρ(xh) − ρ(x)ρ(h)]dx‖· ·‖ ∫ ρ^{−1}(y)[ρ(yg) − ρ(y)ρ(g)]dx‖ ≤ ϵ^2 I_2 = ∫ [ρ^{−1}(x)ρ(xh)ρ(g) − ρ^{−1}(x)ρ(xhg)]dx−

260 M. A. ALEKSEEV I DR. − ∫ [ρ(h)ρ^{−1}(x)ρ(x)ρ(g) − ρ(h)ρ^{−1}(x)ρ(xg)]dx = ∫ ρ^{−1}(x)[ρ(xh)ρ(g) − ρ(xhg)]dx − ∫ ρ(h)ρ^{−1}(x)[ρ(x)ρ(g) − ρ(xg)]dx, zameniv xh → x v poslednem integrale poluqim: ‖I_2‖ = ‖ ∫ [ρ^{−1}(x) − ρ(h)ρ^{−1}(xh)][ρ(xh)ρ(g) − ρ(xhg)]dx‖ ≤ ϵ^2, tak kak ‖ρ^{−1}(x) − ρ(h)ρ^{−1}(xh)‖ = ‖ρ^{−1}(x)(ρ(xh) − ρ(x)ρ(h))ρ^{−1}(xh)‖. Takim obrazom pervoe neravenstvo (18) dokazano, dokazatel~- stvo vtorogo neravenstva oqevidno.

2. Voobwe govorØ ρ̃_1(H) ⊄ G. Teper~ po ρ̃_1 postroim ρ_1, udovletvorØ¸wee usloviØm predloßeniØ. Pust~ U_ϵ = {g ∈ U (n) | ‖g −

e‖ < ϵ}. Pri ϵ < 1 suwestvuet ln : U_ϵ → su(n), kotoryæ moßno

predstavit~ v vide shodØwegosØ rØda

ln(u) = ∞∑ i=1 −(−1)^i (u − e)^i i . Nam potrebu¸tsØ nekotorye ocenki na ln i exp, vyteka¸wie iz ih predstavleiæ vvide rØda.

Lemma 5.15. Pri ‖u − e‖ < ϵ < 1 vypolnØetsØ ‖ ln(u) − (u − e)‖ < ϵ^2 2(1 − ϵ) . Pri x ∈ L(n) i ‖x‖ < ϵ verno neravenstvo ‖ exp(x) − (x + e)‖ < ϵ^2 2(1 − ϵ)

Dokazatel~svo – ocenka rØdov sverhu geometriqeskimi progressiØmi.

Soglasno [12] moßno vybrat~ ϵ > 0 nastol~ko malym, qto

ln(U_ϵ ∩ G) soderßitsØ v algebre Li gruppy G, a stalo byt~

∀x (x ∈ span(ln(U_ϵ ∩ G)) =⇒ exp(x) ∈ G) (19)

OB APPROKSIMACI˚H GRUPP 261

Pust~ b(h) = ∫ ρ^{−1}(x)[ln(ρ(xh)ρ^{−1}(h)ρ^{−1}(x))]ρ(x)dx, soglasno (19) exp[b(h)] ∈ G. Poloßim ρ_1(h) = exp[b(h)]ρ(h).

Togda iz lemmy 5.15 sleduet

‖ρ_1(h) − ρ̃_1(h)‖ ≤ ϵ^2 1 − ϵ Stalo byt~,

‖ρ_1(gh) − ρ_1(g)ρ_1(h)‖ =

‖ρ_1(gh) − ρ̃_1(gh)‖ + ‖ρ̃_1(gh) − ρ̃_1(g)ρ̃_1(h)‖+

+‖ρ̃_1(g)ρ̃_1(h) − ρ_1(g)ρ̃_1(h)‖ + +‖ρ_1(g)ρ̃_1(h) − ρ_1(g)ρ_1(h))‖ ≤ ≤ ϵ^2 1 − ϵ + 2ϵ^2 + ϵ^2

1 + ϵ 1 − ϵ + ϵ^2 1 − ϵ = ϵ^2(2 +

3 + ϵ 1 − ϵ ); Literatura

1. S. Albeverio, J-E. Fenstad, R. Høegh-Krohn, T. Lindstrøm, Nonstandard Methods in Stochastic Analysis and Mathematical Physics. Academic Press, New York (1986).

2. S. Albeverio, E. Gordon, A. Khrennikov, Finite dimensional approximations of operators in the spaces of functions on locally compact abelian groups. Reports from MASDA, Report 9841, Sept. 1998.

3. V. Bergelson, Ergodic Ramsey theory. Comtemporary Math., 57 (1987), 63–87. 4. E. Gordon, Nonstandard Methods in Commutative Harmonic Analysis. AMS, Providence, Rhode Island. (1997).

5. F. Grinlif, Invariantnye srednie na topologiqeskih gruppah i ih priloßeniØ. M., Mir. (1973).

6. M. Gromov, Endomorphosms of symbolic algebraic varieties. To appear (1998). 7. D. Kazhdan, On ϵ-representations. Israel J. Math., 43, No. 4 (1982), 315–323. 8. C. C. Chang, H. J. Keisler, Model Theory. North–Holland, Amsterdam, American Elsevier, NY (1973).

9. P. Loeb, Conversion from nonstandard to standard measure spaces and applications in probability theory. Trans. Amer. Math. Soc., 211 (1975), 113–122.

10. A. I. Mal~cev, Algebraiqeskie Sistemy. M., “Nauka” (1967).

11. A. M. Stepin, Approximations of groups and group actions. Cayley topology. Ergodic Theory of Z^d-Actions. London Math. Society Lecture Notes Series. V. 228. Cambridge University Press (1996), 475–484.

12. L. S. PontrØgin, Nepreryvnye gruppy. 2-e izd. M., Gostehizdat (1954). 13. A. B. Sosinskiæ, Umer li Nikola Burbaki?. Matematiqeskoe prosvewenie (tret~Ø seriØ). Vyp. 2 (1998), 4–12.

262 M. A. ALEKSEEV I DR.

14. J. W. Cannon, W. J. Floid, W. R. Parry, Introductory notes on Richard Thompson’s groups. L”Enseigneman Mathematique, 42 (1996), 215–256.

15. A. M. Verxik, E. I. Gordon, Gruppy, lokal~no vloßimye v klass koneqnyh grupp. Algebra i Analiz., No. 1 (1997), 72–86.

16. A. M. Verxik, Sqetnye gruppy, blizkie k koneqnym. V kn.[5] (1973), 112–135.

17. F. A. Berezin, Kvantovanie. Izv. AN SSSR, ser mat., 38, No. 5 (1974), 1116–1175.

Alekseev M. A., Glebskii L. Yu., and Gordon E. I. On approximations of the groups, group actions and Hopf algebras.

Continuing ideas of [15] we give new examples and criterias in the approximation theory.

Postupilo 1 i¸lØ 1999g.

Nißnenovgorodskiæ gosudarstvennyæ Universitet