Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 257, 1999 g.

V. M. Babiq, V. V. Kamockiæ

O RASQETE DIAGRAMMY NAPRAVLENNOSTI VOLNY, RASSE˚NNO` VERXINO` PROIZVOL^NOGO KONUSA 1. Vvedenie

�ta rabota posvØwena obosnovani¸ metoda vyqisleniØ sferiqeskoæ volny, voznika¸weæ v rezul~tate rasseØniØ pada¸weæ ploskoæ volny konusom.

Rassmotrim zadaqu difrakcii ploskoæ volny u_{inc}(x, ω_0) = e^{−ik(x,ω0)}, gde x = (x_1, x_2, x_3) ∈ R^3, −ω_0 – ediniqnyæ vektor, v napravlenii kotorogo rasprostranØetsØ volna, na konuse Ξ = ~N ×R+ ( ~N ⊂ S2): (Δ + k^2)u = o u | ∂Ξ = 0 ili ∂u ∂n | | ∂Ξ = 0. (1) Predpoloßim, u = u_{inc} + u_{sc}, gde u_{sc} – volna, rasseØnnaØ konusom. V rezul~tate processa difrakcii poØvlØetsØ sferiqeskaØ volna, rasseØnnaØ verxinoæ konusa

G_{diff} = 2π e^{ikr} kr ( f(ω, ω_0) + O ( 1 kr )) , (2)

gde r = |x|, ω =^x_{|x|} . V rabote [3] V. P. SmyxlØevym byla poluqena formula dlØ amplitudy rasseØniØ:

f(ω, ω_0) = i π ∫ γ e^{−iπν} g(ω, ω_0, ν)νdν. (3) Zdes~ g – funkciØ Grina operatora Q_ν = ~Δ + ν^2 −^1_4 (gde ~Δ – oboznaqaet operator Bel~trami–Laplasa na S^2), t.e.

Q_ν g(ω, ω_0, ν) = δ(ω, ω_0), (4)

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke programmy INTAS-RFBR 95-0012. 7

8 V. M. BABIQ, V. V. KAMOCKI` g | ∂N = 0 ili ∂g ∂n | | ∂N = 0, (5)

gde N = S^2 \ ~N , a kontur integrirovaniØ imeet vid, izobraßennyæ na Ris. 1.

Ris. 1.

Integral v (3) ne shoditsØ v obyqnom smysle, no shoditsØ v prostranstve raspredeleniæ D^′_Q(N ) (sm. [4]), poqti vs¸du f regulØrna. Deæstvitel~no, rassmotrim funkci¸ Φ(ω, ω_0, s) = i π ∫ γ e^{−iνs}g(ω, ω_0, ν)νdν (togda f(ω, ω_0) = Φ(ω, ω_0, π)), ona ØvlØetsØ

rexeniem giperboliqeskogo uravneniØ: ( ∂^2 ∂s^2 − ~Δ + 1 4 ) Φ = 0 (6)

s naqal~nymi dannymi Φ | s=0 = δ(ω, ω_0), ∂Φ ∂s | | s=0 = Aδ(ω, ω_0), gde A = √ − ~Δ +^1_4 , i kraevym usloviem (5). Soglasno teorii rasprostraneniØ osobennosteæ [1], W F (Φ) est~ ob¨edinenie traektoriæ vseh obobwennyh biharakteristik uravneniØ (6) s naqalom vida (ω_0, 0, ξ, |ξ|) v sluqae, esli oni (biharakteristiki) ime¸t koneqnyæ porØdok kasaniØ s graniceæ T^∗(N × R^+). �to uslovie zavedomo vypolnØetsØ, naprimer, esli ∂N analitiqna

O RASQETE DIAGRAMMY NAPRAVLENNOSTI VOLNY 9 ili obladaet poloßitel~noæ geodeziqeskoæ kriviznoæ. Predpoloßim spravedlivost~ fftogo usloviØ dlØ dannyh ω_0 i N . Togda sing supp f = sing supp Φ | s=π opisyvaetsØ sledu¸wim obrazom:

pust~ γ_ξ (τ ) – geodeziqeskaØ na sfere, takaØ qto γ_ξ (0) = ω_0, γ^′_ξ(0) = ξ, prodolßim ee za toqku dostißeniØ granicy soglasno zakonam geometriqeskoæ optiki, i tak dalee. Togda sing supp f = ⋃ ξ γ_ξ(π). Takim obrazom, f poqti vs¸du regulØrna, odnako formula (3) neprigodna dlØ vyqisleniæ daße esli ω /∈ sing supp f. Poloßim f(ω, ω_0, t) = i π ∫ γ e^{−iπν−tν2}g(ω, ω_0, ν)νdν. (7)

Pri t > 0 f( · , ω_0, t) ∈ C^∞(N ) i netrudno pokazat~ (sm. [4]), qto f( · , ω_0, t) → f( · , ω_0) pri t → 0 v prostranstve raspredeleniæ, no, qto zameqatel~no, v oblasti regulØrnosti f ffto stremlenie okazyvaetsØ stremleniem v C^∞. Dokazatel~stvu fftogo fakta, da- ¸wego dostatoqnye osnovaniØ dlØ vyqisleniØ f po formule (7) pri t, blizkih k 0, posvØwena ffta rabota. Ono poluqaetsØ sledstviem svoæstv rexeniæ paraboliqeskogo uravneniØ, kotoromu udovletvorØet f(ω, ω_0, t).^1 Deæstvitel~no, nesloßnye vyqisleniØ pokazyva¸t: P f = ( ∂ ∂t − ~Δ_ω + 1 4 ) f(ω, ω_0, t) = 0, ∀ t > 0, (8) a niße my pokaßem, qto l¸boe gladkoe rexenie f(ω, t) uravneniØ (8), stremØweesØ pri t → 0 k nekotoromu raspredeleni¸ h, stremitsØ k h v C^∞ na N \ sing supp h. Bolee togo, niße budet poluqeno asimptotiqeskoe razloßenie dlØ f(ω, ω_0, t) pri t → 0.

2. FunkciØ Grina operatora teploprovodnosti

Pust~ Q = − ~Δ +^1_4 , B – graniqnyæ operator iz (5). Vvedem v rassmotrenie prostranstvo D_Q = {h ∈ C^∞(N ) : ∀n ∈ ZBQ^nh = 0} – prostranstvo osnovnyh funkciæ. Nadelim D_Q topologieæ, inducirovannoæ polunormami ‖ · ; C^k(N )‖. Dvoæstvennoe k D_Q prostranstvo raspredeleniæ oboznaqim D^′_Q.

1Avtory vyraßa¸t gluboku¸ blagodarnost~ d-ru f.-m. nauk V. D. Luk~Ønovu, kotoryæ posovetoval rassmotret~ uravnenie vida (8).

10 V. M. BABIQ, V. V. KAMOCKI`

Pust~ ν^2_k, φ_k – sobstvennye znaqeniØ i sobstvennye funkcii Q, togda G(ω, ω_0, t) = ∞∑ k=0 e^{−ν2kt}φ_k(ω)φ_k(ω_0) (9)

funkciØ Grina uravneniØ teploprovodnosti, t.e. rexenie sledu¸weæ zadaqi: P G(ω, ω_0, t) = ( ∂ ∂t + Q ) G = 0 ∀ t > 0, G ∈ C^∞(N ×N ×(0, ∞)), B_ω G = 0 ∀ ω_0 ∀ t > 0, G( · , ω_0, t) → δ(ω, ω_0) v D^′_Q pri t → 0.

Pred¨Øvim teper~ konstruktivnoe postroenie G, opisyva¸- wee ee osobennost~ pri t → 0. Dokaßem

Utverßdenie 1. DlØ l¸byh n > 3 i ω0 ∈ N funkciØ G(ω, ω0, t)

predstavima v vide

G(ω, ω_0, t) = G^{(n)}_0 (ω, ω_0, t)χ^{(n)}(ω, ω_0) + G^{(n)}_1 (ω, ω_0, t) = = exp (_{−τ}2_{(ω,ω0)} 4t ) 4πt 2n∑ k=0 v_k(ω, ω_0) t^k χ^{(n)}(ω, ω_0) + G^{(n)}_1 (ω, ω_0, t),

(9^′)

gde τ = dist, χ^{(n)}( · , ω_0) ∈ C^∞_0 (B_{2δ(ω0)}(ω_0)) i χ^{(n)}( · , ω_0) = 1 v B_δ (ω_0), a v_k ∈ C^∞(B_{2δ}(ω_0)) i G^{(n)}_1 ∈ C^{2n,n}(N ×N ×[0, T )), G^{(n)}_1 (ω, ω_0, 0) = 0.

Dokazatel~stvo. Na protØßenii fftogo dokazatel~stva ω0 fik-

sirovana. Vse v_k opredelØ¸tsØ s toqnost~¸ do mnoßitelØ odnoznaqno iz formal~nogo vypolneniØ sootnoxeniØ^2

P G^{(∞)}_0 = ( ∂ ∂t − ~Δ + 1 4 )( exp (_{−τ}2 4t ) 4πt ∞∑ k=0 v_k t^k ) = 0. (10)

Deæstvitel~no, raskryvaØ skobki v (10), i priravnivaØ kofffficienty pri stepenØh t nul¸, poluqim sledu¸wie uravneniØ

2Anzac vida (9^0 ) byl rassmotren A. A. Arsen~evym v rabote [5].

O RASQETE DIAGRAMMY NAPRAVLENNOSTI VOLNY 11 perenosa, kotorym dolßny udovletvorØt~ v_k: (∇τ, ∇v_0)τ + τ ~Δτ − 1 2 v_0 = 0, (∇τ, ∇v_k)τ + τ ~Δτ + 2k − 1 2 v_k = ( ~Δ − 1 4 ) v_{k−1}, ∀ k > 1. Zapisav ffti sootnoxeniØ v sferiqeskih koordinatah (θ, φ), nesloßno videt~, qto suwestvuet edinstvennyæ (s toqnost~¸ do mnoßitelØ) nabor funkciæ {v_k}^∞_{k=0}, gladkih v okrestnosti ω_0, udovletvorØ¸wiæ fftim uravneniØm:

v_0 = C √ τ sin τ

, (11)

v_k = ( τ^{2k−1} sin τ )_{−1/2}^τ∫ 0 ( s^{2k−3} sin

)_{−1/2} ( d^2 ds^2 + ctgs d ds ) v_{k−1}(s)ds, ∀ k > 1. Iz fftih formul neposredstvenno vidno, qto v_k(τ ) – beskoneqno differenciruemye v nekotoroæ okrestnosti nulØ qetnye funkcii, t.e. funkcii, gladko zavisØwie ot τ^2, i sledovatel~nob v_k(τ (ω, ω_0)) – gladkie v nekotoroæ okrestnosti ω_0 funkcii.

Opredelim teper~ χ^{(n)}(ω, ω_0) tak, qtoby {v_k}^{2n}_1 byli beskoneqno gladkimi v supp χ^{(n)}( · , ω_0) ⊂ B_{2δ(ω0)}(ω_0), a χ^{(n)} i δ gladko zaviseli ot ω_0 v nekotoroæ ee okrestnosti.

Konstantu C v (11) opredelim iz usloviØ G^{(n)}_0 χ(n) → δ(ω, ω_0) v D^′_Q: pust~ φ ∈ D, togda

⟨G^{(n)}_0 χ^{(n)}, φ⟩ = ∫ N G^{(n)}_0 (ω, ω_0, t)χ^{(n)}(ω)φ(ω)dω. PerehodØ k normal~nym rimanovym koordinatam s naqalom v ω_0, i uqityvaØ to, qto τ = |r|, a (g_{ij}(ω_0)) = E, nahodim:

⟨G^{(n)}_0 χ^{(n)}, φ⟩ = ∫ N exp (_{−r}2 4t ) 4πt 2n∑ k=0 v_k(r)t^kχ^{(n)}φ √ g dsdy → v_0(ω_0)φ(ω_0),

12 V. M. BABIQ, V. V. KAMOCKI` pri t → 0; takim obrazom C = 1, i glavnaØ qast~ G postroena. G^{(n)}_1 (ω, ω_0, t) teper~ odnoznaqno opredelitsØ kak rexenie zadaqi

P G^{(n)}_1 = −P ( G^{(n)}_0 χ^{(n)} ) , BG^{(n)}_1 = 0, G^{(n)}_1 | t=0 = 0.

UpomØnutaØ gladkost~ G^{(n)}_1 ØvlØetsØ sledstviem obweæ teoremy o korrektnoæ razreximosti naqal~no-kraevoæ zadaqi dlØ paraboliqeskih uravneniæ v prostranstvah Gel~dera (sm. [2]). To, qto postroennaØ funkciØ budet sovpadat~ s funkcieæ, opredelØemoæ rØdom (9), sleduet iz teoremy edinstvennosti, kotoru¸ my dokaßem niße. �

3. Obosnovanie shodimosti f(ω, ω0, t) → f(ω, ω0)

Dokaßem snaqala nekotorye vspomogatel~nye utverßdeniØ:

Utverßdenie 2. Pust~ F (ω, t) ∈ C^{2,1}_{ω,t}(N × (0, T )) udovletvorØet

usloviØm: P F = 0 ∀ t > 0, BF = 0 ∀ t > 0, F ( · , t) → 0 v D^′_Q pri t → 0, togda F = 0.

Dokazatel~stvo. DlØ proizvol~nogo k rassmotrim ak(t) = ∫ N F (ω, t)φ_k(ω)dω, togda pri t > 0 da_k dt = ∫ N ∂F ∂t (ω, t)φ_k(ω) dω = ∫ N (−QF )φ_k dω =

= − ∫ N (Qφ_k)F dω = − ∫ N F ν^2 φ_k F dω = −ν^2_k a_k,

a tak kak φ_k ∈ D_Q, to poluqaem, qto a_k udovletvorØet ds_k dt + ν^2_k a_k = 0, a_k(0) = 0, i sledovatel~no a_k = 0. Otkuda, v silu proizvol~nosti k, imeem F = 0. �

O RASQETE DIAGRAMMY NAPRAVLENNOSTI VOLNY 13

Lemma 3. DlØ l¸boæ ψ ∈ DQ Ψ(ω, t) := ⟨ G(ω, ω^′, t), ψ(ω^′)⟩ → ψ(ω)

v D_Q pri t → 0.

Dokazatel~stvo. Netrudno videt~, Ψ(ω, t) est~ rexenie zadaqi

P Ψ = 0, BΨ = 0, Ψ | t=0 = ψ. (12)

A tak kak ψ ∈ C^∞(N ) i kraevye usloviØ v (12) vlekut vypolnenie usloviæ soglasovaniØ beskoneqnogo porØdka (v silu BQ^nψ = 0 ∀n), to uße upomivxaØsØ teorema o korrektnoæ razreximosti garantiruet Ψ ∈ C^∞(N ×[0, ∞)). �

Teper~ my gotovy dokazat~ central~nu¸ teoremu.

Teorema 4. Pust~ f ∈ D^′_Q, togda suwestvuet edinstvennoe re-

xenie Φ(ω, t) ∈ C^∞(N ×(0, ∞)) zadaqi

P Φ = ( ∂ ∂t − ~Δ + 1 4 ) Φ = 0 ∀ t > 0, BΦ = 0 ∀ t > 0, Φ( · , t) → f v D^′_Q, priqem ∀ N^′ ⊂⊂ N \ sing supp f Φ( · , t) | N → f | N v C^∞ pri t → 0.

Dokazatel~stvo. Dokaßem suwestvovanie (edinstvennost~ my

poluqim iz utverßdeniØ 2). Pust~ Φ(ω, t) = ⟨ f(ω^′), G(ω, ω^′, t)⟩ pri t > 0. �to opredelenie korrektno, poskol~ku pri t > 0 G(ω, · , t) ∈ C^∞(N ) i B_ω0 Q^n_ω0 G = B_ω0 ( −^∂_{∂t} )_n G = ( −^∂_{∂t} )_n B_ω0 G = 0 dlØ l¸bogo n, t.e. G(ω, · , t) ∈ D_Q. To, qto Φ ∈ C^∞(N ) i P Φ = 0, BΦ = 0 ØvlØetsØ izvestnym sledstviem nepreryvnosti raspredeleniæ (sm. [1]).

Pokaßem Φ( · , t) → f v D^′_Q; pust~ φ ∈ D_Q, togda ⟨ Φ, φ⟩ = ⟨ ⟨ f(ω^′), G(ω, ω^′, t)⟩, φ(ω)⟩ = ⟨ f(ω^′) ⊗ φ(ω), G(ω, ω^′, t)⟩ = ⟨ f(ω^′), ⟨ φ(ω), G(ω, ω^′, t)⟩⟩,

14 V. M. BABIQ, V. V. KAMOCKI` a iz lemmy 3 sleduet ⟨ φ, G⟩ → φ v D_Q, i sledovatel~no ⟨ f, ⟨ φ, G⟩⟩ → ⟨ f, φ⟩, t.e. Φ( · , t) → f v D^′_Q. Dokaßem vtoroe utverßdenie teoremy. Pust~ B_{3ε}(ω_0) ⊂ N \ sing supp f, a φ ∈ C^∞_0 (B_{2ε}(ω_0)) i φ = 1 na B_ε(ω_0). Togda pri ω ∈ B_ε(ω_0) Φ(ω, t) = ⟨ φf, G⟩ + ⟨ (1 − φ)f, G⟩ = = ⟨ φ(ω^′)f(ω^′), G(ω, ω^′, t)⟩ + ⟨ f(ω^′), (1 − φ(ω^′))G(ω, ω^′, t)⟩. (13)

Poskol~ku φf ∈ D_Q, to, soglasno lemme 3, pervoe slagaemoe v (13) stremitsØ k φf v D_Q, i v qastnosti, na B_ε(ω_0) stremitsØ k f v C^∞. Pokaßem teper~, qto i vtoroe slagaemoe v (13) niqem ne huße. Iz vida G (9^′) legko videt~, qto (1 − φ(ω^′))G(ω, ω^′, t) → 0, pri t → 0 so vsemi proizvodnymi po ω, ω^′ ravnomerno na {(ω^′, ω) : ω^′ ∈ N , ω ∈ B_ε(ω_0)}, t.e. ∀ m ‖ (1 − φ( · ))G( · , · , t); C^m(N ×B_ε(ω_0)) ‖ → 0 pri t → 0. (14)

Zametim, qto imeet mesto bolee sil~nyæ fakt: vse (v tom qisle i po t) proizvodnye (1 − φ(ω^′))G(ω, ω^′, t) stremØtsØ k nul¸ pri t → 0 na tom ße mnoßestve. Iz (14) srazu sleduet ∀m ‖ ⟨ f(ω^′), (1 − φ(ω^′)G(ω^′, · , t)⟩; C^m(B_ε(ω_0)) ‖ 6

6 Cf^∑_{|α|}

6m^{supω∈B”(ω0)} ‖ (1 − φ(ω^′))D^αG( · , ω, t); C^m(N ) ‖ → 0. Takim obrazom, Φ( · , t) | N^0 → f | N^0 v C

∞ pri t → 0. �

4. Asimptotiqeskoe razloßenie f(ω, ω0, t)

Naædem asimptotiqeskoe razloßenie dlØ f(ω, ω_0, t) pri t → 0 v oblasti regulØrnosti f(ω, ω_0). Pust~ B_ε(ω_1)⊂N \sing supp f( · , ω_0). Soglasno sdelannomu v predyduwem punkte zameqani¸ o sootnoxenii (14), asimptotika f pri t → 0 vblizi ω_1 sovpadaet s asimptotikoæ integrala ∫ N φ(ω)f(ω^′ , ω_0)G(ω^′, ω, t)dω^′, gde φ – gladkaØ srezka v okrestnosti ω_1, s nositelem N \ sing supp f( · , ω_0). To est~, iskomaØ asimptotika sovpadaet s

O RASQETE DIAGRAMMY NAPRAVLENNOSTI VOLNY 15 asimptotikoæ rexeniØ naqal~no-kraevoæ zadaqi s gladkimi naqal~nymi dannymi, kotoraØ, kak izvestno, poluqaetsØ iz podstanovki v uravnenie formal~nogo rØda po stepenØm t.

Takim obrazom, moßno utverßdat~, qto v oblasti regulØrnosti f(ω, ω_0) f(ω, ω_0, t) ∼ ∞∑ k=0 1 (k + 1)! ( ~Δ_ω − 1 4 )_k f(ω, ω_0) t^k. Literatura

1. L. Hermander, Analiz lineænyh differencial~nyh uravneniæ. t. 1, 3, M.

(1987).

2. O. A. LadyßenskaØ, V. A. Solonnikov, N. N. Ural~ceva, Lineænye i kvazilineænye uravneniØ paraboliqeskogo tipa. M. (1967).

3. V. P. Smyshlyaev, On the diffraction of waves by cones at high frequencies. LOMI, Preprint E-9-89, Leningrad.

4. V. M. Babich, D. B. Dement’ev, B. A. Samokish, V. P. Smyshlyaev, On evaluation of the diffraction coefficients for arbitrary “non-singular” direction of a smooth convex cone. (v peqati).

5. A. A. Arsen~ev, Asimptotika spektral~noæ funkcii uravneniØ Xredingera. — ȷ. Vyq. Mat. i Mat. Fiz. 7 (1967), 1298–1319.

Babich V. M., Kamotski V. V. On computation of the diagram of the wave, scattered by the vertex of a cone of arbitrary shape.

A method of computation (a version of Abel–Poisson method of summation of divergent series) of the diagram of the wave scattered by the vertex of a cone of arbitrary shape is justified. Applying the techniques of parabolic operators it is shown that the approximation, as well as all its derivatives, converges uniformly in the domain of regularity of scattering amplitude.

Postupilo 26 avgusta 1998 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet