Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 257, 1999 g.

A. P. Kiselev, A. A. Klimova

PLOSKA˚ POPEREQNA˚ VOLNA, VOZBUȷDAEMA˚ V UPRUGOM POLUPROSTRANSTVE OSCILLIRUıWIM NERAVNOMERNYM NORMAL^NYM DAVLENIEM 1. Vvedenie

My rassmatrivaem trehmernu¸ zadaqu o vozbußdenii uprugogo poluprostranstva neravnomerno raspredelennym po ego poverhnosti sinfazno oscilliru¸wim normal~nym davleniem. UprugaØ sreda lineæna, izotropna i odnorodna, vremenn&aØ zavisimost~ garmoniqeskaØ, a vnexnØØ normal~naØ sila raspredelena gladkim obrazom, priqem masxtab ee izmeneniØ velik po sravneni¸ s dlinami voln. My poluqaem prostoe vyraßenie dlØ beguweæ ot granicy popereqnoæ volny s ploskim frontom, kotoraØ otsutstvuet, kogda davlenie postoØnno.

Bol~xaØ literatura (sm. [1, 2] i dr.) posvØwena rassmotreni¸ dal~neæ zony, t.e. sluqa¸, kogda istoqniki sosredotoqeny v oblasti razmera porØdka L, a pole issleduetsØ v oblasti

–L^2/R ≪ 1, R =^√x^2 + y^2 + z^2, gde – – volnovoe qislo popereqnoæ volny. V fftom sluqae fronty

voln, beguwih ot izluqatelØ, sferiqeskie.

Nas interesuet drugoæ, ne menee vaßnyæ dlØ priloßeniæ i vyzyva¸wiæ interes (naprimer, [3–8]), sluqaæ blißnego polØ,

–^{L2}_R ≫ 1, (1)

priqem izluqatel~ sqitaetsØ bol~xim sravnitel~no s dlino¸ volny,

–L ≫ 1. (2)

Rabota podderßana grantom INTAS-RFFI 95-0012 i grantom 589 Federal~noæ Celevoæ Programmy IntegraciØ. 93

94 A. P. KISELEV, A. A. KLIMOVA

Pri fftom fronty, v sluqae gladkoæ nagruzki (ili, po kraæneæ mere, na nekotorom gorizontal~nom udalenii ot toqek negladkosti, naliqie kotoryh privodit k znaqitel~nomu usloßneni¸ kartiny frontov (sm., naprimer, [8])), moßno sqitat~ ploskimi. Esli nagruzka postoØnna, to rexenie zadaqi soverxenno fflementarno, i predstavlØet sobo¸ plosku¸ prodol~nu¸ volnu, rasprostranØ¸wu¸sØ ot granicy. Pri plavno menØ¸weæsØ nagruzke, kak vpervye otmeqeno v [7], dlØ analogiqnoæ ploskoæ zadaqi, voznikaet i ploskaØ popereqnaØ volna. Ee opisanie v trehmernom sluqae ØvlØetsØ cel~¸ nastoØxeæ zametki. Metodika [7] osnovyvalas~ na svertke funkcii istoqnika s rexeniem klassiqeskoæ zadaqi Lffmba i vela k dovol~no dlinnym vykladkam, ispol~zovavxim raznye modifikacii metoda stacionarnoæ fazy. Voznikavxee pri fftom uslovie na glubinu z nabl¸datelØ

–z ≫ 1 (3)

u nas ne poØvlØetsØ. My rexaem zadaqu neposredstvenno metodom Fur~e, qto okazyvaetsØ koroqe i prowe. Voznika¸wie u nas po hodu dela razloßeniØ ime¸t neobyqnyæ harakter: v nih figuriruet preobrazovanie Fur~e teælorovskogo rØda, t.e. asimptotiqeskoe razloßenie vida

p_0δ(x) + εp_1δ^′(x) + . . . , ε ≪ 1, (4)

gde δ – del~ta funkciØ.

2. KraevaØ zadaqa

RassmatrivaetsØ pole smeweniæ u = u(x, y, z), udovletvorØ¸- wih v poluprostranstve z > 0 uravneni¸

(λ + 2μ) grad div u − μ rot rot u + ρω^2u = 0; z > 0, (5)

gde λ i μ – parametry Lame, μ > 0, 3λ + 2μ > 0, ρ – plotnost~, ω – krugovaØ qastota; λ, μ i ρ postoØnny. Na granice z = 0 otsutstvu¸t kasatel~nye naprØßeniØ,

u_y + v_x = v_z + w_y = 0; z = 0; (6)

i zadano normal~noe,

λ(u_x + v_y) + (λ + 2μ)w_z = p(x, y); z = 0. (7)

PLOSKA˚ POPEREQNA˚ VOLNA 95 Zdes~ p(x, y) – zadannaØ gladkaØ funkciØ, o plavnosti izmeneniØ kotoroæ budet skazano dal~xe, a u = u(x, y, z), v = v(x, y, z) i w = w(x, y, z) – komponenty vektora u,

u = exu + eyv + ezw, (8) ex, ey i ez – orty oseæ x, y i z. GarmoniqeskaØ zavisimost~ po-

lØ ot vremeni prinimaetsØ v vide exp(−iωt), i podrazumevaetsØ sootvetstvu¸wee eæ uslovie izluqeniØ. My predpolagaem, qto

grad_⊥ p(x, y) ≠ 0, (9) gde grad_⊥ = e_x ∂ ∂x + ey^∂_{∂y} .

Ris. 1. GeometriØ zadaqi.

3. Malyæ parametr i asimptotiqeskoe uprowenie zadaqi

Esli p(x, y) = const, (10) to rexenie zadaqi mgnovenno nahoditsØ v vide

u =^p

(ik)^2(λ + 2μ) grad e^{ikz} = −ip k(λ + 2μ) e^{ikz} e_z, (11) gde k = ω a , a = √ λ + 2μ ρ , (12)

k – volnovoe qislo prodol~noæ volny, a a – ee skorost~. V sluqae (10) popereqnoæ volny net: ee poØvlenie est~ ffffekt otliqiØ funkcii p(x, y) ot konstanty. Sootvetstvu¸wiæ malyæ parametr my vvodim, polagaØ p(x, y) = P ( x L , y L ) , (13)

96 A. P. KISELEV, A. A. KLIMOVA gde L – parametr, harakterizu¸wiæ plavnost~ izmeneniØ davleniØ, ili harakternyæ masxtab neodnorodnosti. My smotrim na L kak na bol~xoæ parametr.

Razloßim davlenie v rØd Teælora, dlØ opredelennosti, v toqke x = 0, y = 0:

p(x, y) = p_0 + grad_⊥ p | x=0,y=0 · (exx + eyy) + . . . . (14) Vyberem osi koordinat tak, qtoby os~ x byla napravlena vdol~ vektora grad_⊥ p | x=0,y=0. DlØ opisaniØ interesu¸wego nas

ffffekta nußno uqityvat~ tol~ko dva qlena teælorovskogo rØda dlØ p(x, y): p(x, y) t p_0 + p_1x, (15) gde p_1 e_x = grad_⊥ p | x=0,y=0. (16)

My prihodim k priblißennoæ zadaqe, v kotoroæ p(x, y) = P ( x L ) . (17)

�ta zadaqa, vsledstvie simmetrii otnositel~no osi x, okazyvaetsØ ploskoæ, t.e. dlØ nee u = u(x, z), v ≡ 0, w = w(x, z). (18) 4. Integraly Fur~e

Rexenie uravneniØ (5) v sluqae (18) predstavlØetsØ v vide [9]

u = u^P + u^S, (19) u^P = grad φ, u^S = rot (eyψ), (20)

priqem prodol~nyæ φ i popereqnyæ ψ potencialy ime¸t, dlØ vypolneniØ usloviØ izluqeniØ, vid φ(x, z) = +∞∫ −∞ A(ξ) · e^{i(ξx+α(ξ)z)} dξ, (21) i ψ(x, z) = +∞∫ −∞ B(ξ) · e^{i(ξx+β(ξ)z)} dξ, (22)

PLOSKA˚ POPEREQNA˚ VOLNA 97 gde α(ξ) = √ k^2 − ξ^2, β(ξ) =

√–^2 − ξ^2. (23)

Zdes~ k, opredelennoe v (12), i –:

– =^ω_b , b =^{√ μ}_ρ (24)

– volnovye qisla prodol~noæ i popereqnoæ voln (b – popereqnaØ skorost~), a A(ξ) i B(ξ) opredelØ¸tsØ iz graniqnyh usloviæ (6) i (7), dopolnennyh (18). DlØ nahoßdeniØ A i B razloßim funkci¸ p(x, y) v integral Fur~e p(x) = +∞∫ −∞ ^p(ξ) e^{iξx} dξ, ^p(ξ) = 1 2π +∞∫ −∞ p(x) e^{−iξx} dx. (25) Vsledstvie izvestnoæ, [10], formuly 1 2π +∞∫ −∞ e^{−iξx} dx = δ(ξ), (26)

^p razlagaetsØ po stepenØm 1/L sledu¸wim obrazom

^p(ξ) = p_0δ(ξ) + p_1 i L δ^′(ξ) + . . . . (27)

Iz (6) i (7) vytekaet, qto A(ξ) = β^2 − ξ^2 Δ(ξ) ^p(ξ), (28)

B(ξ) = 2αξ Δ(ξ) ^p(ξ), (29) gde Δ(ξ) – obyqnyæ rffleevskiæ znamenatel~,

Δ(ξ) = ( −λξ^2 − (λ + 2μ)α^2 ) (β^2 − ξ^2) − 4αβμξ^2. (30)

Otmetim, qto pri malyh ξ

Δ(ξ) = −(λ + 2μ)k^2–^2 + O(ξ^2). (31)

98 A. P. KISELEV, A. A. KLIMOVA

5. Asimptotiki integralov

V otliqie ot dal~neæ zony, gde pole opredelØetsØ stacionarnymi toqkami fazovyh funkciæ integralov (21), (22), sm. [1, 2], blißnØØ zona opisyvaetsØ povedeniem podyntegral~nyh funkciæ v okrestnosti naqala koordinat. Pereædem v integrale dlØ φ k peremennoæ η = ξL, φ(x, z) = 1 L +∞∫ −∞ e^{iη} xL · e^{iz} √_{k2−η2/L2} · –^2 − 2^{η2}_L2_{Δ( η} L ) · ^p ( η L ) dη. Pri uslovii, qto kL^2 z ≫ 1, poluqim: φ(x, z) = = −e^{ikz} (λ + 2μ)k^2 · 1 L +∞∫ −∞ e^{iη} xL ·^p ( η L ) · ( 1 + O(η^2/(k^2L^2)) + O(η^2/L^2) ) dη. Otbrasyvanie ostatoqnyh qlenov sootvetstvuet usloviØm (1) i (2). Zameniv ^p na ego asimptotiku (27), pridem k sledu¸wemu: φ(x, z) t −p_0 (λ + 2μ)k^2 e^{ikz}. (32) Ots¸da

u^P t^{−ip0} (λ + 2μ)k e^{ikz} e_z. (33)

Asimptotika prodol~noæ volny (33) sovpadaet s (11) pri p = p_0.

Starxiæ qlen asimptotiki popereqnoæ volny annuliruetsØ, poskol~ku predffksponencial~nyæ mnoßitel~ (29) v (22) imeet pri ξ = 0 prostoæ nul~, a, kak izvestno, [10],

ξδ(ξ) = 0. (34)

Glavnyæ vklad v integral daet vtoroæ qlen razloßeniØ (27). Vospol~zuemsØ formuloæ ξδ^′(ξ) = (ξδ(ξ))^′ − δ(ξ) = −δ(ξ). (35)

PLOSKA˚ POPEREQNA˚ VOLNA 99 UqityvaØ (31), legko videt~, qto lineænaØ po ξ qast~ podyntegral~nogo vyraßeniØ v (22) voznikaet pri razloßenii ffksponenty. Pofftomu

ψ t^{2ip1}

(λ + 2μ)k–^2 e^i–^z , (36)

otkuda

u^S t^{p1}_{λ + 2μ} ·^{2i}–_{2k} · rot^(ey e^{i–z )} =^{p1}_{λ + 2μ} ·^2_k– · e^{i–z} ex. (37)

6. Obobwenie

Pri otkaze ot special~nogo vybora koordinatnyh oseæ (x, y), v formulah (33), (36), (37) proizoædut oqevidnye izmeneniØ: p_0 na p(x, y) i p_1e_x na ( grad_⊥ p)×e_z .

Dalee, razloßenie (14) i vse dal~neæxie vykladki moßno, s tem ße uspehom, proizvodit~ ne v toqke (0, 0), a v l¸boæ toqke

(x, y). Pri fftom vmesto p_0 = p(0, 0) i grad_⊥ p | (0,0) budem imet~

p(x, y) i grad_⊥ p(x, y). V rezul~tate, dlØ prodol~noæ i popereqnoæ voln poluqim sootvetstvenno u^P (x, y, z) t^{−ip(x, y)} (λ + 2μ)k e^{ikz} e_z, (38) i u^S(x, y, z) t^1_{λ + 2μ}^2_k– [ grad ⊥ p(x, y)×ez ] e^{i–z} . (39)

7. Obsußdenie

Otmetim, qto qastotnaØ zavisimost~ dlØ u^S otliqaetsØ ot takovoæ dlØ u^P mnoßitelem 1/(−iω). Pofftomu dlØ sootvetstvu¸- weæ nestacionarnoæ zadaqi forma impul~sa v popereqnoæ volne okazyvaetsØ integralom ot formy impul~sa v prodol~noæ.

8. Blagodarnost~

Pervyæ avtor sohranØet teplye vospominaniØ o svoem vizite, podderßannom Korolevskim obwestvom, v Londonskiæ universitet Saut Bank, gde on stolknulsØ k tematikoæ, zatronutoæ v fftoæ stat~e.

Literatura

1. G. F. Miller, H. Pursey, The field and radiation impedance of mechanical radiators on the free surface of a semi-infinite isotropic solid. — Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 227 (1954), 521–541.

100 A. P. KISELEV, A. A. KLIMOVA 2. V. T. Grinqenko, V. V. Melexko, Garmoniqeskie kolebaniØ v uprugih telah. Naukova dumka, Kiev (1981).

3. C. F. Ying, Photoelastic visualisation and theoretical analysis of scattering in solids. Ultrasonic measurments methods, Academic Press, Boston (1990), pp. 291–343.

4. H. Djelouah, J. C. Baboux, Transient ultrasonic field radiated by a circular transducer in a solid medium. — J. Acoust. Soc. Am. 92, No. 5 (1990), 2932–2941.

5. X. M. Tang, M. N. Toksöz, C. H. Cheng, Elastic wave radiation and diffraction by piston source. — J. Acoust. Soc. Am. 87, No. 5 (1990), 1894–1902.

6. A. S. Zil~bergleæt, O dinamiqeskih osesimmetriqnyh zadaqah dlØ upru-

gogo sloØ. — ȷTF 62, No. 3 (1992), 95–99.

7. A. P. Kiselev, E. Krylova, L. ı. Fradkin, Vozbußdenie kvaziplos-

koæ popereqnoæ volny poverhnostnym akustiqeskim istoqnikom, sozdava¸wim normal~nye naprØßeniØ. — Pis~ma v ȷTF 23, No. 23 (1997),

91–94.

8. L. Ju. Fradkin, A. P. Kiselev, E. Krylova, The radiating near-field asymptotics of a normal time-harmonic circular ultrasonic transducer in an elastic half-space. — J. Acoust. Soc. Am. 104, No. 3 (1998), 1178–1187.

9. V. Novackiæ, TeoriØ uprugosti. Mir, M. (1975).

10. I. M. Gel~fand, G. E. Xilov, Obobwennye funkcii i deæstviØ nad nimi.

Fizmatgiz, M. (1959).

Kiselev A. P., Klimova A. A. Plane shear wave emitted into elastic half space by an oscillating nonuniform normal pressure.

Excitation of an elastic half space by an oscillating normal load nonuniformly distributed over its surface is considered. The medium is assumed to be linear, isotropic and homogeneous. Exterior load distribution is smooth and the scale of its variation is small compared to wave lengths. A simple expression is found describing the shear wave with a plane front running away from the surface. This wave vanishes when the load is taken uniform.

Postupilo 15 noØbrØ 1998 g.

Institut problem maxinovedeniØ RAN Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet telekommunikaciæ im. M. A. Bonq-Brueviqa