Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 257, 1999 g.

M. A. LØlinov

O RASSE˚NII VOLN MEDLENNO RASXIR˚ıWIMS˚ KONTUROM 1. Postanovka zadaqi

My rassmatrivaem sledu¸wu¸ zadaqu. Nevozmuwennoe volnovoe pole – ploskaØ volna zavisit ot dvuh prostranstvennyh peremennyh i vremeni, U^i = e^{−ik(τ−y)}, k = ω/c volnovoe qislo, c = 1. V moment vremeni τ = 0 voznikaet ploskaØ oblast~, graniceæ kotoroæ ØvlØetsØ ravnomerno rasxirØ¸wiæsØ kontur. V rezul~tate vzaimodeæstviØ rasxirØ¸weæsØ ploskoæ oblasti (s usloviem Dirihle na granice) i nevozmuwennogo volnovogo polØ U^i voznikaet rasseØnnoe konturom pole v(τ, x, y). Front volny vozmuweniØ rasprostranØetsØ so skorost~¸ voln c = 1. Formal~naØ postanovka zadaqi predpolagaet, qto polnoe pole

U = v + U^i udovletvorØet volnovomu uravneni¸

� U =^{( ∂2}_{∂x2} +^{∂2}_{∂y2} −^{∂2}_{∂τ 2}^)U = 0 (1)

vnutri svetovogo konusa Γ = {(x, y, τ ) : x^2 + y^2 − τ^2 = 0, τ > 0} i vne poverhnosti S konusa, S = {(x, y, τ ) : Φ(x/τ, y/τ ) = 0, τ > 0}, Φ – gladkaØ funkciØ. Poverhnost~ S opisyvaet poloßenie rasseiva¸wego kontura vo vse momenty vremeni τ > 0. Na koniqeskoæ poverhnosti S vypolneno uslovie Dirihle

(v + U^i) | S = 0. (2)

Vozmuwennoe volnovoe pole v obrawaetsØ v nol~ na svetovom konuse Γ v | Γ = 0 (3)

i udovletvorØet uslovi¸ tipa Meæksnera [1] v okrestnosti singulØrnoæ toqki granicy konusov O (Ris. 1). Kak sleduet iz rezul~tatov raboty [1], upomØnutomu uslovi¸ moßno pridat~ vid v = O ([ 1 − √ x^2 + y^2 τ ]_{1/2}) , τ → 0. (4) 149

150 M. A. L˚LINOV

Ris. 1.

Esli skorost~ rasxireniØ kontura mala, to est~ konus K s graniceæ S uzkiæ, my postroim formal~noe asimptotiqeskoe rexenie zadaqi. Asimptotiqeskoe rexenie imeet razliqnyæ vid v

D_0 – okrestnosti verxiny O (τ . β^{1−δ} , δ > 0 malo), i pod-

oblastØh D_1 i D_2 ⊂ G \ K, β malyæ parametr zadaqi, proporcional~nyæ otnositel~noæ skorosti rasxireniØ. D_1 ⊂ G \ K – nekotoraØ okrestnost~ granicy S vne D_0, D_2 ostavxaØsØ qast~ oblasti G \ K, priqem my sqitaem qto G ffto ograniqennyæ konus, t.e. τ ∈ (0, τ_0), τ_0 < const). Bolee toqnoe opisanie oblasteæ

D_1 i D_2, a takße parametra β, my privedem niße.

2. Asimptotika rexeniØ vne maloæ okrestnosti toqki O

ObratimsØ k formal~nomu asimptotiqeskomu rexeni¸ zadaqi (1)–(4) vne oblasti D_0. Vvedem v G \ K psevdosferiqeskie koordinaty

x = r sh θ sin φ,

y = r sh θ cos φ, τ = r ch θ, gde 0 < r < ∞, 0 < θ < ∞ i 0 6 φ < 2π. Uravnenie (1) prinimaet vid r^{−2}�_0v − r^{−2} ∂ ∂r ( r^2 ∂ ∂r v ) = 0, (5)

gde v (5) vvedeno oboznaqenie

�0 =^1_{sh θ}^∂_{∂θ}^( sh θ^∂_{∂θ}^) +^1_{sh 2θ}^{∂2}_{∂φ2}

O RASSE˚NII VOLN 151

operator Laplasa–Bel~trami na psevdosfere H, r = 1 (Ris. 1). DlØ nevozmuwennoæ ploskoæ volny my legko poluqaem razloße- nie U^i = exp(−ikr[ ch θ − sh θ cos φ]) = ∞∑ m=0 (−ikr)^m m! ( ch θ − sh θ cos φ)^m.

Estestvenno iskat~ rexenie zadaqi (1)–(4) v vide v(r, θ, φ) = ∞∑ m=0 r^m v_m (θ, φ). (6)

PodstavlØØ vyraßenie (6) v uravnenie (5) i v graniqnoe uslovie, my prihodim k zadaqe

�0vm − λmvm = 0, λm = m(m + 1), (7)

v_m | σ = − (−ik)^m m! ( ch θ − sh θ cos φ)^m | σ, (8) gde σ = S ∪ H. S zadaqeæ (7), (8) na ediniqnoæ psevdosfere s otverstiem moßno svØzat~ operator, kotoryæ v suwestvennom samosoprØßen. Pri fftom okazyvaetsØ, qto zadaqa (7), (8) odnoznaqno razrexima v sootvetstvu¸wem klasse funkciæ, tak kak toqki λ_m ne prinadleßat spektru fftogo operatora. Zametim, qto, pol~zuØs~ preobrazovaniem Mellina vmesto (6), moßno dokazat~ i odnoznaqnu¸^∗ razreximost~ ishodnoæ zadaqi (1)–(4).

My nazyvaem konus K uzkim, esli diametr oblasti Σ_β, otsekaemoæ v H koniqeskoæ poverhnost~¸ S, ØvlØetsØ malym. Pust~ pol¸s P psevdosfery H prinadleßit oblasti Σ_β. Provedem kasatel~nu¸ ploskost~ R^2 k H v toqke P i sproektiruem oblast~

Σ_β na R^2. My poluqim malu¸ oblast~ –_β. Pust~ (x_1, x_2, x_3) ko-

ordinatnaØ sistema v prostranstve Minkovskogo M_3 s naqalom v toqke P : (x_1, x_2) ∈ R^2, x_3 = τ − 1. Uravnenie psevdosfery v fftih koordinatah imeet vid x_3 = √ 1 + x^2_1 + x^2 − 1, a koordinaty x_1 i x_2 mogut rassmatrivat~sØ kak koordinaty na psevdosfere.

My predpolagaem, qto oblast~ –_β mala ili, bolee toqno, toqki ee granicy ∂–_β poluqa¸tsØ preobrazovaniem podobiØ iz toqek (X_1, X_2) fiksirovannoæ zamknutoæ krivoæ ∂– ∂–β = { (x1, x2) : xi = βXi, i = 1, 2; (X1, X2) ∈ ∂– } , �V rabote [1] dokazatel~stvo edinstvennosti rexeniØ zadaqi dlØ uravneniæ Maksvella soderßit oxibku.

152 M. A. L˚LINOV

t.e. ∂–_β ffto obraz krivoæ ∂– pri preobrazovanii podobiØ s kofffficientom β, β ≪ 1.

My sleduem rabote [2] i naædem asimptotiku v_m v okrestnosti

∂–β (a znaqit i v oblasti D1 ⊂ G\K), kotoru¸ my nazyvaem vnu-

trenneæ oblast~¸, i vne ee, v tak nazyvaemoæ vnexneæ oblasti (sledovatel~no i v oblasti D_2 ⊂ G\K). Sootvetstvu¸wie asimptotiqeskie razloßeniØ my nazovem vnutrennim i vnexnim. Po opredeleni¸ vnexnØØ oblast~ ffto podoblast~ H, kotoraØ proektiruetsØ na vnexnost~ kruga ρ = √ x^2_1 + x^2 6 c_2β^{α2} , c_2 > 0, 0 < α_2 < 1.

VnutrennØØ oblast~ ffto podoblast~ H \ Σ_β, kotoraØ proektiruetsØ v krug ρ 6 c1β^{α1} , c1 > 0, 0 < α1 < α2. Estestvenno iskat~ asimptotiqeskoe rexenie zadaqi (7), (8) vo vnutrenneæ oblasti [2] v rastØnutyh koordinatah (X_1, X_2). DlØ fftogo, my preßde vsego perepixem (7), (8) v koordinatah

(x_1, x_2) na psevdosfere H. Imeem

dℓ^2 = (dx^2_3 − dx^2_1 − dx^2) | H = g_{ij} dx_idx_j, gde g_{ij} = −δ_{ij} + x_ix_j 1 + x^2_1 + x^2 , g = det{g_{ij}}, i

�0 =^1√_g^∂_{∂xi}^(g^{ij√}g^∂_{∂xi}^).

Tenzor g^{ij} ØvlØetsØ obratnym k metriqeskomu g_{ij}. V rastØnutyh koordinatah uravnenie (7) prinimaet vid β^{−2} √ G_0 ∂ ∂X_i ( G_{ij} √ G_0 ∂v_m ∂X_j ) − m(m + 1)v_m = 0, (9)

G_0 = det{I + O(β^2)} = 1 + O(β^2), G^{ij} √ G_0 = −δ_{ij} + O(β^2).

Vo vnutrenneæ oblasti rexenie zadaqi (7), (8) iwetsØ v vide razloßeniØ

V_m = ∞∑ p=0 V_p(X_1, X_2, log β, m)β^p , (10)

O RASSE˚NII VOLN 153

gde V_p iskomye funkcii mogut racional~no zaviset~ ot log β. Vvedem fundamental~noe rexenie sootvetstvu¸wee operatoru

�0 − m(m + 1)

q(P, R) = − 1 2π Q_m( ch θ_0), R ∈ H,

gde θ_0 = dist(P, R) rasstoØnie meßdu toqkami P i R vdol~ psevdosfery H, Q_m(x) funkciØ Leßandra vtorogo roda [3]

Q_m(x) = ζ(x)∫

0 ( x − √ x^2 − 1 ch ψ ) dψ,

ζ(x) = 1 2 log ( x + 1 x − 1 ) . Vnexnee razloßenie iwem v vide mul~tipol~nogo anzaca

v_m = A_0q + β ( A_1q + A^j_1 ∂q ∂x^0_j ) + . . . , (11)

gde ∂/∂x^0_j oznaqaet differencirovanie po koordinatam toqki P . Neobhodimo sxit~ razloßeniØ (10) i (11) v kol~ce

c_2β^{α2} < ρ < c_1β^{α1} ,

gde vnexnee i vnutrnnee razloßeniØ primenimy odnovremenno. My naædem lix~ starxie qleny razloßeniæ (10) i (11), nahoßdenie posledu¸wih qlenov ne vyzyvaet zatrudneniæ. PodstavlØØ razloßenie (10) v uravnenie (9), my poluqim v starxem porØdke

Δ_{X1,X2} V_0 = 0, Δ_{X1,X2} =

∂^2 ∂X^2_1 + ∂^2 ∂X^2_2

. (12)

Iz graniqnogo usloviØ sleduet

V_0 | ∂– = (−1) (−ik)^m m! . (13)

UravneniØ (12), (13) dolßny byt~ dopolneny usloviem na beskoneqnosti, kotoroe sleduet iz usloviØ sxivaniØ razloßeniæ (10) i (11) v ukazannom kol~ce. PrinimaØ vo vnimanie razloßeniØ

ch θ_0 = √ 1 + x^2_1 + x^2 = 1 + ρ^2/2 + 0(ρ^4),

154 M. A. L˚LINOV

Q_m(x) = − 1 2 log ( x − 1 2 ) − ψ(m + 1) + ψ(1) + O ((x − 1) log(x − 1)) ,

gde ψ(x) logarifmeqeskaØ proizvodnaØ gamma funkcii i −ψ(1) = c postoØnnaØ �ælera, poluqim

V_0 ∼ ( − A_0 2π ) (− log(βR_0) + log 2 − ψ(m + 1) − c) , (14)

R_0 = √ X^2_1 + X^2_2 → ∞, β → 0.

DlØ izuqeniØ zadaqi (12)–(14) vvedem vspomogatel~nu¸ funkci¸ E(X_1, X_2) po formule

V_0 = D + B · E,

gde D i B postoØnnye, a E ØvlØetsØ rexeniem zadaqi ΔE = 0, E | ∂– = 0, E = log R^0 + O(1). (15) Legko pokazat~, qto rexenie zadaqi (15) imeet asimptotiku [2]

E = log R_0 + W + O(1/R_0). (16)

Po opredeleni¸ postoØnnaØ W v (16) vinerovskaØ emkost~ obla-

sti R^2 \–. Ona svØzana s vnexnim konformnym radiusom a obla-

sti sootnoxeniem a = exp(−W ). Posledniæ moßet byt~ vyqislen dlØ mnogih oblasteæ s pomow~¸ konformnyh otobraßeniæ. PrinimaØ vo vnimanie zadaqi (12)–(14) i (15), legko nahodim D = −(−ik)^m /m!, A_0 = (−2πD)/(W − log(β/2) − ψ(m + 1) − c),

B = A_0/(2π).

V starxem porØdke dlØ vnexnego i vnutrennego razloßeniæ my poluqim

v_m = (−1)

(−ik)^mQ_m( ch θ_0) m!(W_{β/2} − ψ(m + 1) − c) ((1 + O(β/ log β)) ,

v_m = (−1) (−ik)^m m! ( 1 − E(X_1, X_2) W_{β/2} − ψ(m + 1) − c ) ((1 + O(β/ log β)) ,

O RASSE˚NII VOLN 155

gde W_{β/2} = W − log(β/2). Takim obrazom, v oblasti D_2 v starxem porØdke asimptotika imeet vid v = − ∞∑ m=0 (−ikr)^m m! Q_m( ch θ_0) W_{β/2} − ψ(m + 1) − c ((1 + O(β/ log β)) . (17)

Formula (17) moßet byt~ dopolnitel~no uprowena dlØ dostatoqno malyh znaqeniæ (log β)^{−1}. Tak kak W_{β/2} ∼ log β, my moßem formal~no prenebreq~ ψ(m + 1) + c po sravneni¸ s W_{β/2}, vospol~zovat~sØ integral~nym predstavleniem dlØ Q_m(x) i perestavit~ porØdok summirovaniØ i integrirovaniØ. Vospol~zovavxis~ razloßeniem Teælora dlØ ffksponenty, my prihodim k formule v = − 1 W_{β/2} ξ(x,y,τ) ∫ 0 exp ( −ik [ τ √ x^2 + y^2 ch ψ ]) dψ ( 1 + O ( 1 log β )) , (18) ξ(x, y, τ ) = 1 2 log τ + √ τ^2 − x^2 − y^2 τ − √ τ^2 − x^2 − y^2 . V otliqie ot (17) otnositel~naØ pogrexnost~ starxego priblißeniØ v (18) ravna O(^1_{log β} ). VyqisleniØ, privodØwie k (18), mogut byt~ legko obosnovany.

Zametim, qto dlØ znaqeniæ malogo parametra β = β(m), udovletvorØ¸wih uravneni¸ W_{β(m)/2} = ψ(m + 1) + c, znamenatel~ v formule (18) obrawaetsØ v nol~. Odnako, dlØ takih m sootvetstvu¸wimi slagaemymi v rØde uße moßno prenebreq~, tak kak m! v znamenatele oqen~ veliko, | log β(m)| ∼ log m. Pri obosnovanii asimptotik sootvetstvu¸wie znaqeniØ β(m) dolßny byt~ iskl¸qeny iz intervala (0, β_0), β → 0. Asimptotika rexeniØ v oblasti D_0 moßet byt~ naædena metodami raboty [1].

Literatura

1. V. M. Babiq, M. A. LØlinov, O rasseØnii voln rasxirØ¸weæsØ poverhnost~¸. — Zap. nauqn. semin. POMI 250 (1998), 35–48.

2. V. M. Babiq, O difrakcii vysokoqastotnoæ akustiqeskoæ volny na uzkom absol¸tno ßestkom konuse proizvol~noæ formy. — PrikladnaØ matematika i mehanika 60(1) (1996), 72–78.

3. F. Olver, Asimptotika i special~nye funkcii. Nauka, M. (1990).

156 M. A. L˚LINOV

Lyalinov M. A. On scattering of waves by a slowly expanding contour. Scattering of a plane wave by an expanding contour which arises at the initial moment of time is discussed. Formal asymptotic solutions in characteristic subdomains are computed for the small relative speed of expansion.

Postupilo 10 sentØbrØ 1998 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet