Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 257, 1999 g.

L. A. Molotkov O KO�FFICIENTAH IZVILISTOSTI POR V �FFEKTIVNO` MODELI BIO

V nastoØwee vremØ dlØ issledovaniØ rasprostraneniØ voln v tverdyh poristyh sredah, nasywennyh ßidkost~¸, ispol~zu¸tsØ uravneniØ ffffektivnoæ modeli Bio. �ta dvuhfaznaØ model~, ob¨edinØ¸waØ dvißeniØ tverdyh i ßidkih qastic, byla predloßena Bio [1] bolee 40 let tomu nazad, odnako do sih por ne ustanovlen toqnyæ fiziqeskiæ smysl smeweniæ i naprØßeniæ, a takße ne poluqeny vyraßeniØ dlØ vseh parametrov, vhodØwih v uravnenie Bio. V qastnosti, neobosnovannymi okazalis~ uravneniØ modeli Bio kak sploxnoæ sredy. DlØ obosnovaniØ fftih uravneniæ v rabote Bio [2] predlagaetsØ lineænaØ svØz~ meßdu sostavlØ¸wimi skorosti ßidkih mikroqastic v porah i otnositel~noæ skorost~¸ v ßidkoæ faze. Odnako vsledstvie neopredelennosti kofffficientov v fftoæ svØzi obosnovanie nel~zØ sqitat~ udovletvoritel~nym, hotØ sami uravneniØ Bio ne vyzyva¸t somneniØ.

V svØzi s fftim v predlagaemoæ rabote issleduetsØ toqnoe vyraßenie dlØ plotnosti kinetiqeskoæ ffnergii v poristoæ fl¸idonasywennoæ srede i vvoditsØ dispersiØ normirovannyh skorosteæ ßidkih qastic. �tot novyæ parametr okazalsØ svØzannym prostym sootnoxeniem s izvestnoæ ranee izvilistost~¸ por. V rezul~tate ustanavliva¸tsØ fiziqeskiæ smysl i toqnye vyraßeniØ dlØ izvilistosti v sluqaØh, kogda fazy poristoæ sredy ØvlØ¸tsØ ili izotropnymi, ili transversal~no-izotropnymi, pri fftom uravneniØ sploxnoæ poristoæ sredy poluqa¸t obosnovanie.

Pust~ zadana tverdaØ poristaØ sreda, nasywennaØ ßidkost~¸. Uprugiæ skelet i ßidkost~ zanima¸t svØzannye i pronika¸wie drug v druga oblasti. Qasticy ßidkosti i skeleta razmeweny tak, qto v maloæ sfere vokrug l¸boæ toqki sredy na-

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (RFFI) grant 99-05-64127. 157

158 L. A. MOLOTKOV hodØtsØ kak ßidkie, tak i tverdye qasticy i ih otnositel~nye ob¨emy ravny sootvetstvenno poristosti ε i parametru 1 � ε. DlØ prostoty predpoloßim, qto volnovoe pole v poristoæ srede ne zavisit ot koordinaty y i ne soderßit sostavlØ¸wih smeweniæ vdol~ fftoæ koordinaty. Pole harakterizuetsØ smeweni- Ømi u_x, u_z, U_x, U_z sootvetstvenno v uprugih i ßidkih oblastØh, naprØßeniØmi v skelete σ_{xx}, σ_{zz}, σ_{xz} i davleniem v ßidkosti – σ. �ti veliqiny budut zameneny osrednennymi smeweniØmi i naprØßeniØmi, kotorye vhodØt v uravneniØ ffffektivnoæ modeli Bio [1, 2]. Budem predpolagat~, qto stroenie por i svoæstva ßidkosti takovy, qto ffffektivnaØ model~ budet odnorodnoæ i transversal~no-izotropnoæ s os~¸ anizotropii vdol~ osi z.

Pri vyvode ffffektivnoæ modeli Bio smeweniØ i naprØßeniØ v poristoæ srede zamenØ¸tsØ osrednennymi po maloæ sfere smeweniØmi i naprØßeniØmi. Qtoby vyrazit~ osrednennye veliqiny razdelim malu¸ sferu na dve oblasti: oblast~ ßidkoæ sredy Ω_0 i oblast~ skeleta Ω_1 i oboznaqim ih ob¨emy sootvetstvenno qerez V_0 i V_1. Osrednennye smeweniØ predstavØtsØ ravenstvami

ū_x = 1 V_1 ∫∫ Ω1 u_x dx dz, ū_z = 1 V_1 ∫∫ Ω1 u_z dx dz, Ū_x = 1 V_0 ∫∫ Ω0 U_x dx dz, Ū_z = 1 V_0 ∫∫ Ω0 U_z dx dz. (1)

NaprØßeniØ σ_{xx}, σ_{zz}, σ_{xz} i σ osrednØ¸tsØ po vsemu ob¨emu maloæ sfery, vkl¸qaØ i oblasti, gde oni obrawa¸tsØ v nul~ [3, 4]. Rezul~taty fftih osredneniæ oboznaqa¸tsØ qerez τ_{xx}, τ_{zz}, τ_{xz} i τ i vyraßa¸tsØ ravenstvami τ_{xx} = 1 V_0 + V_1 ∫∫ Ω1 σ_{xx} dx dz τ_{zz} = 1 V_0 + V_1 ∫∫ Ω1 σ_{zz} dx dz, τ_{xz} = 1 V_0 + V_1 ∫∫ Ω1 σ_{xz} dx dz, τ = 1 V_0 + V_1 ∫∫ Ω0 σ dx dz. (2)

Qtoby osrednennye veliqiny imeli by smysl, sleduet predpoloßit~, qto sreda i volnovoe pole oblada¸t takim svoæstvom, qto rezul~taty osredneniæ ne zavisØt suwestvenno ot radiusa maloæ sfery. DlØ vypolneniØ fftogo predpoloßeniØ neobhodimo, qtoby upomØnutyæ radius byl mnogo men~xe dominiru¸weæ

O KO�FFICIENTAH IZVILISTOSTI POR 159 dliny volny i qtoby v maloæ okrestnosti nahodilos~ neskol~- ko por. Vse osrednennye veliqiny opredeleny vo vseh toqkah oblasti i v kaßdoæ toqke volnovoe pole harakterizuetsØ dvumØ vektorami smeweniæ i dvumØ tenzorami naprØßeniæ. Pofftomu osrednennaØ model~ ØvlØetsØ dvuhfaznoæ.

DlØ vyvoda uravneniæ dvißeniØ modeli kak sploxnoæ sredy sostavim vyraßenie dlØ plotnosti kinetiqeskoæ ffnergii. Plotnost~ kinetiqeskoæ ffnergii transversal~no-izotropnoæ uprugoæ sredy vyraßaetsØ ravenstvom

W_k = ρ_s 2 [( ∂u_x ∂t )_2 + ( ∂u_z ∂t )_2] , (3)

gde ρ_s – plotnost~ sredy. V kaqestve transversal~no-izotropnoæ ßidkoæ sredy rassmotrim ffffektivnu¸ model~, kotoraØ poluqaetsØ posle osredneniØ ßidkih sloev [5]. V fftoæ modeli ffffektivnaØ plotnost~ vdol~ sloev ravna ρ_{fx}, a ffffektivnaØ plotnost~ v perpendikulØrnom napravlenii sovpadaet s real~noæ plotnost~¸ ρ_{fz} [5] i ρ_{fz} > ρ_{fx}. Pofftomu plotnost~ kinetiqeskoæ ffnergii v transversal~no-izotropnoæ ßidkoæ srede opredelØetsØ sootnoxeniem

W_k = ρ_{fx} 2 ( ∂U_x ∂t )_2 + ρ_{fz} 2 ( ∂U_z ∂t )_2

, (4)

a plotnost~ kinetiqeskoæ ffnergii v poristoæ srede vyraßaetsØ ravenstvom

W_k = ρ_s(1 � ε) 2V_1 ∫∫ Ω1 [( ∂u_x ∂t )_2 + ( ∂u_z ∂t )_2] dx dz+

+ ρ_{fx}ε 2V_0 ∫∫ Ω0 ( ∂U_x ∂t )_2 dx dz + ρ_{fz} ε 2V_0 ∫∫ Ω0 ( ∂U_z ∂t )_2 dx dz. (5)

Preobrazuem vyraßenie (5) s pomow~¸ ravenstva 1 V_i ∫∫ Ω_i

u^2 dx dz = ū^2 + 1 V_i ∫∫ Ω_i

(u � ū)^2 dx dz (i = 0, 1), (6)

v kotorom u(x, z) – proizvol~naØ funkciØ, a

ū = 1 V_i ∫∫ Ω_i u dx dz (i = 0, 1). (7)

160 L. A. MOLOTKOV SootnoxeniØ (6) i (7) ØvlØ¸tsØ sledstviem formuly dlØ dispersii sluqaænoæ veliqiny. S uqetom (1), (6) i (7) ravenstvo (5) perehodit v sootnoxenie

W_k = ρ_s(1 � ε) 2 [( ∂ū_x ∂t )_2 + ( ∂ū_z ∂t )_2] +

+ ρ_{fx}ε 2 ( ∂Ū_x ∂t )_2 + ρ_{fz} ε 2 ( ∂Ū_z ∂t )_2 +

+ ρ_s(1 � ε) 2V_1 ∫∫ Ω1 [( ∂u_x ∂t �^{∂ūx}_{∂t}^{)2} +^{(∂uz}_{∂t} �^{∂ūz}_{∂t}^{)2]} dx dz+ (8) + ρ_{fx}ε 2V_0 ∫∫ Ω0 ( ∂U_x ∂t �^{∂Ūx}_{∂t}^{)2} dx dz +^{ρfz ε}_{2V0}^{∫∫}_{Ω0}^{( ∂Uz}_{∂t} �^{∂Ūz}_{∂t}^{)2} dx dz. VhodØwie v ravenstva (8) veliqiny^{∂ūx}_{∂t} ,^{∂ūz}_{∂t} ,^{∂Ūx}_{∂t} i^{∂Ūz}_{∂t} ØvlØ¸tsØ osrednennymi v maloæ sfere skorostØmi smeweniæ v tverdyh i ßidkih sredah i, soglasno formulam (1), predstavlØ¸tsØ sootnoxeniØmi ∂ū_x ∂t = 1 V_1 ∫∫ Ω1 ∂u_x ∂t dx dz, ∂ū_z ∂t = 1 V_1 ∫∫ Ω1 ∂u_z ∂t dx dz, ∂Ū_x ∂t = 1 V_0 ∫∫ Ω0 ∂U_x ∂t dx dz, ∂Ū_z ∂t = 1 V_0 ∫∫ Ω0 ∂U_z ∂t dx dz. (9)

Integraly 1 V_1 ∫∫ Ω1 ( ∂u_x ∂t �^{∂ūx}_{∂t}^{)2} dx dz,^1_{V1}^{∫∫}_{Ω1}^{( ∂uz}_{∂t} �^{∂ūz}_{∂t}^{)2} dx dz, 1 V_0 ∫∫ Ω0 ( ∂U_x ∂t �^{∂Ūx}_{∂t}^{)2} dx dz,^1_{V0}^{∫∫}_{Ω0}^{( ∂Uz}_{∂t} �^{∂Ūz}_{∂t}^{)2} dx dz,_{(10)} vyraßa¸t dispersii skorosteæ smeweniæ v tverdoæ i ßidkoæ sredah. Tak kak skelet malo izmenØet svo¸ formu, to dispersieæ skorosteæ v tverdoæ srede moßno prenebreq~ i otbrosit~ qetvertoe slagaemoe v pravoæ qasti ravenstva (8). PØtoe i xestoe slagaemye v vyraßenii (8), svØzannye s dispersieæ skorosteæ v ßidkoæ srede, kak pravilo, nel~zØ otbrasyvat~, tak kak

O KO�FFICIENTAH IZVILISTOSTI POR 161 ßidkost~ dvißetsØ v porah, kotorye mogut byt~ iskrivlennymi. Poskol~ku daße v maloæ okrestnosti mogut nahodit~sØ ßidkie qasticy, dvißuwiesØ v protivopoloßnyh napravleniØh, to dispersiØ skorosteæ v ßidkoæ srede okazyvaetsØ znaqitel~noæ. �ta dispersiØ sil~no zavisit ot intensivnosti istoqnika.

Qtoby iskl¸qit~ fftu zavisimost~ polezno rassmotret~ dispersi¸ normirovannyh skorosteæ smeweniæ v ßidkosti

β_x = ∫∫ Ω0 ( ∂U_x ∂t �^{∂Ūx}_{∂t}^{)2} dx dz V_0 ( ∂Ū_x ∂t �^{∂ūx}_{∂t}^{)2 , βz =} ∫∫ Ω0 ( ∂U_z ∂t �^{∂Ūz}_{∂t}^{)2} dx dz V_0 ( ∂Ū_z ∂t �^{∂ūz}_{∂t}^{)2 ,}_{(11)}

Budem predpolagat~, qto dispersii β_x i β_z ne zavisØt ot istoqnika, vozbußda¸wego volnovoe pole, i opredelØ¸tsØ tol~- ko stroeniem por sredy. �to predpoloßenie ØvlØetsØ neobhodimym dlØ obosnovaniØ modeli Bio. V sluqae otsutstviØ por ili kogda tverdaØ sreda ne prepØtstvuet dvißeni¸ ßidkih qastic, dispersiØ skorosteæ smeweniæ v ßidkosti mala. Esli ße srednie vdol~ odnoæ iz oseæ skorosti v ßidkoæ i tverdoæ sredah sovpada¸t, to sootvetstvu¸waØ veliqina (11) obrawaetsØ v beskoneqnost~. Oba kraænih sluqaØ realizu¸tsØ v srede, sosto- Øweæ iz qeredu¸wihsØ tonkih uprugih i ßidkih sloev. Vdol~ sloev (osi x) uprugie sloi ne prepØtstvu¸t dvißeni¸ ßidkih qastic i pofftomu skorosti vseh ßidkih qastic priblizitel~no odinakovye i β_x = 0 [4]. V napravlenii perpendikulØrnom sloØm (os~ z) srednie skorosti smeweniæ uprugih i ßidkih qastic sovpada¸t i β_z = 1 [4]. V promeßutoqnyh sluqaØh veliqiny β_x i β_z ØvlØ¸tsØ koneqnymi. DlØ soglasovaniØ s teorieæ Bio vvedem kofffficienty izvilistosti por po formulam

α_x = 1 + 2β_x, α_z = 1 + 2β_z . (12)

Parametry α_x i α_z izmenØ¸tsØ v promeßutke [1, 1) i takße harakterizu¸t stroenie poristoæ sredy.

Posle otbrasyvaniØ qetvertogo slagaemogo v formule (8) i vvedeniØ parametrov (11) i (12) sootnoxenie (8) zamenØetsØ ra-

162 L. A. MOLOTKOV venstvom

W_k = ρ_s(1 � ε) 2 [( ∂ū_x ∂t )_2 + ( ∂ū_z ∂t )_2] +

+ ρ_{fx}ε 2 ( ∂Ū_x ∂t )_2 + ρ_{fz} ε 2 ( ∂Ū_z ∂t )_2 + + ρ_{fx} ε(α_x � 1) 2 ( ∂Ū_x ∂t �^{∂ūx}_{∂t}^{)2} +^{ρfz ε(αz} �^{1)}_2^{( ∂Ūz}_{∂t} �^{∂ūz}_{∂t}^{)2} ,

(13)

kotoroe soderßit tol~ko osrednennye skorosti smeweniæ. Esli raskryt~ skobki v vyraßenii (13), to pridem k sootnoxeni¸

W_k = ρ_{11x} 2 ( ∂ū_x ∂t )_2 + ρ_{11z} 2 ( ∂ū_z ∂t )_2 + ρ_{22x} 2 ( ∂Ū_x ∂t )_2 + ρ_{22z} 2 ( ∂Ū_z ∂t )_2 + +ρ_{12x} ∂ū_x ∂t ∂Ū_x ∂t + ρ_{12z} ∂ū_z ∂t ∂Ū_z ∂t , (14) v kotorom ρ_{11x} = ρ_s(1 � ε) + ερ_{fx}(α_x � 1), ρ_{11z} = ρ_s(1 � ε) + ερ_{fz} (α_z � 1), ρ_{22x} = ερ_{fx}α_x, ρ_{22z} = ερ_{fz} α_z, ρ_{12x} = �ρ_{fx}ε(α_x � 1), ρ_{12z} = �ρ_{fz} ε(α_z � 1).

(15)

Vyraßenie (14) dlØ plotnosti kinetiqeskoæ ffnergii dolßno byt~ poloßitel~no opredelennym. �to trebovanie vypolnØetsØ, tak kak kofffficienty (15) udovletvorØ¸t neravenstvam ρ_{11x} > 0, ρ_{22x} > 0, ρ_{11x}ρ_{22x} � ρ^2_{12x} = ρ_{fx}ε[ρ_sα_x(1 � ε) + ρ_{fx}ε(α_x � 1)] > 0, ρ_{11z} > 0, ρ_{22z} > 0, ρ_{11z}ρ_{22z} � ρ^2_{12z} = ρ_{fz} ε[ρ_sα_z(1 � ε) + ρ_{fz} ε(α_z � 1)] > 0

(16)

i obrazu¸t poloßitel~no opredelennye matricy ( ρ_{11x} ρ_{12x} ρ_{12x} ρ_{22x} ) , ( ρ_{11z} ρ_{12z} ρ_{12z} ρ_{22z} ) . (17)

Iz vyraßeniæ dlØ plotnosti kinetiqeskoæ ffnergii (14), s uqetom izvestnyh formul dlØ plotnosti potencial~noæ ffnergii i na osnovanii principa Gamil~tona, sledu¸t uravneniØ

O KO�FFICIENTAH IZVILISTOSTI POR 163 sploxnoæ sredy ∂τ_{xx} ∂x + ∂τ_{xz} ∂z = ρ_{11x}

∂^2ū_x ∂t^2 + ρ_{12x}

∂^2Ū_x ∂t^2 , ∂τ_{xz} ∂x + ∂τ_{zz} ∂z = ρ_{11z}

∂^2ū_z ∂t^2 + ρ_{12z}

∂^2Ū_z ∂t^2 , ∂τ ∂x = ρ_{12x}

∂^2ū_x ∂t^2 + ρ_{22x}

∂^2Ū_x ∂t^2 , ∂τ ∂z = ρ_{12z}

∂^2ū_z ∂t^2 + ρ_{22z}

∂^2Ū_z ∂t^2 .

(18)

UravneniØ (18) sovmestno s zakonom Guka opisyva¸t ffffektivnu¸ osrednennu¸ model~ sredy, v kotoroæ qeredu¸tsØ odnorodnye izotropnye sloi Bio [6]. Obe fazy fftoæ modeli ØvlØ¸tsØ transversal~no-izotropnymi, a sama model~ nazvana v rabote [6] obobwennoæ transversal~no-izotropnoæ model~¸ Bio. ObyqnaØ transversal~no-izotropnaØ model~ Bio uqityvaet anizotropi¸ tol~ko uprugoæ fazy. �ta model~ Bio takße harakterizuetsØ uravneniØmi (18) i ravenstvami (8), (12)–(15), v kotoryh ρ_{fx} = ρ_{fz} , α_x 6= α_z. (19) IzotropnaØ model~ Bio opisyvaetsØ uravneniØmi (18) i ravenstvami (8), (12)–(15), pri fftom

ρ_{fx} = ρ_{fz} , α_x = α_z, ρ_{11x} = ρ_{11z}, ρ_{12x} = ρ_{12z}, ρ_{22x} = ρ_{22z}. (20) Qislo neravnyh kofffficientov v uravneniØh (18) v fftom sluqae sokrawaetsØ do treh. Literatura

1. M. A. Biot, Theory of propagation of elastic waves in fluid-saturated porous solid.

I Low-frequency range. — J. Acoust. Soc. Am. 28, No. 2 (1956), 168–178. 1. M. A. Biot, Mechanics of deformation and acoustic propagation in porous media.

— J. Appl. Phys. 33, No. 4 (1962), 1482–1498.

3. O. Coussy, T. Bourbie, Propagation des ondes, acoustiques dans les milieux poreux satures. — Revue de L’Institut Francais du Petrole 39, No. 1 (1984), 47–66.

4. L. A. Molotkov, A. V. Bakulin, �ffektivnaØ model~ sloistoæ upru-

go-ßidkoæ sredy kak qastnyæ sluqaæ modeli Bio. — Zap. nauqn, semin.

POMI 230 (1995), 172–195.

5. L. A. Molotkov, Ob ffkvivalentnosti sloisto-periodiqeskih i trans-

versal~no-izotropnyh sred. — Zap. nauqn, semin. LOMI 89 (1979),

219–233.

164 L. A. MOLOTKOV 6. L. A. Molotkov, A. V. Bakulin, �ffektivnye modeli sloistyh sred, so-

derßawih poristye sloi Bio. — Zap. nauqn, semin. POMI 239 (1997),

140–163.

Molotkov L. A. On coefficients of pore tortuosity in the effective Biot model.

In order to satisfy the derivation of the effective Biot model of porous medium the exact expression of density of kinetic energy is established and studied. In investigating this expression the displacements and their velocities are averaged and dispersion of normalized velocities in the fluid phase is introduced. The involved in Biot equations coefficients of pore tortuosity are expressed in term of dispersion. As result the Biot equations of porous continuous medium are justified.

Postupilo 9 fevralØ 1999 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im.V. A. Steklova RAN