Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 257, 1999 g.

L. A. Molotkov O RASPROSTRANENII NORMAL^NYH VOLN V IZOLIROVANNOM PORISTOM FLıIDONASYWENNOM SLOE BIO

V svØzi s bol~xim interesom k rasprostraneni¸ voln v poristyh fl¸idonasywennyh sredah predlagaemaØ stat~Ø posvØwena analitiqeskomu issledovani¸ rasprostraneniØ normal~nyh voln v svobodnom sloe Bio [1]. Izuqenie volnovyh processov v takom sloe ØvlØetsØ vaßnym kak osnova dlØ issledovaniØ interferencionnyh voln v sloistyh sredah i, v qastnosti, v poristom sloe, razdelØ¸wem dva poristyh ili uprugih poluprostranstva. Osobenno vaßnymi ØvlØ¸tsØ dispersionnye krivye, opredelØ¸wie zavisimost~ fazovyh skorosteæ normal~nyh voln v izolirovannom sloe ot qastoty ili volnovogo qisla, tak kak ffti krivye mogut rassmatrivat~sØ kak qastnyæ sluqaæ dispersionnyh krivyh dlØ poristogo sloØ, nahodØwegosØ v kontakte s drugimi sredami. Provedennye v rabote issledovaniØ dispersionnyh krivyh normal~nyh voln byli vypolneny ne qislennymi, a analitiqeskimi metodami, i pofftomu poluqennye rezul~taty otnosØtsØ k l¸bym vozmoßnym parametram poristyh sloev Bio. Ispol~zuemye v rabote metody ØvlØ¸tsØ obobweniem podhodov, kotorye primenØlis~ v stat~Øh [2, 3] pri issledovanii dispersionnyh uravneniæ v sluqae izolirovannyh uprugih sloev.

DrugaØ tema fftoæ raboty sostoit v issledovanii vozmoßnosti obrazovaniØ poverhnostnoæ volny ReleØ na svobodnoæ ploskoæ granice poristoæ sredy Bio. V rabote ustanovleno, qto volna ReleØ na ukazannoæ granice obrazuetsØ ne pri vseh parametrah, i vyvodØtsØ neravenstva, pri udovletvorenii kotoryh volna ReleØ otsutstvuet. SvobodnaØ granica poristoæ sredy Bio suwestvenno otliqaetsØ ot svobodnoæ granicy uprugoæ sredy, tak kak na neæ volna ReleØ vsegda voznikaet, i podobna granice dvuh uprugih sred, na kotoroæ volna Stounli obrazu-

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (RFFI) grant 99-01-00107. 165

166 L. A. MOLOTKOV etsØ tol~ko pri vypolnenii opredelennogo usloviØ. Issledovanie volnovyh poleæ v poristyh sredah Bio provodilos~ v rØde rabot (naprimer, [4, 5]). Odnako v fftih rabotah issledovanie volnovyh poleæ osuwestvlØlos~ tol~ko qislennymi metodami, pofftomu vopros o vozmoßnom otsutstvii volny ReleØ ne stavil- sØ. §1. Postanovka i rexenie zadaqi o volnovom pole v izolirovannom poristom fl¸idonasywennom sloe Pust~ zadan izolirovannyæ odnorodnyæ izotropnyæ poristyæ sloæ Bio −h 6 z 6 h. Pole smeweniæ i naprØßeniæ v fftom sloe opisyvaetsØ uravneniØmi τ_{xx} τ_{yy} τ_{zz} −p = P A A M A P A M A A P M M M M R

∂u_x/∂x ∂u_y /∂y ∂u_z/∂z ϑ, ,

τ_{xy} = L ( ∂u_x ∂y + ∂u_y ∂x ) , τ_{xz} = L ( ∂u_x ∂z + ∂u_z ∂x ) , (1.1) τ_{yz} = L ( ∂u_y ∂z + ∂u_z ∂y ) , ϑ = ∂w_x ∂x + ∂w_y ∂y + ∂w_z ∂z , ( Div ø −∇p ) = ( ρ ρ_f ρ_f m ) ( ∂^2u/∂t^2 ∂^2w/∂t^2 ) , v kotoryh ø – tenzor polnogo naprØßeniØ, p i w – davlenie i vektor otnositel~nyh smeweniæ v ßidkoæ faze, u – vektor smeweniæ v uprugoæ faze, P , A, M , R i L – modeli (P = A + 2L), ρ – obwaØ plotnost~, ρ_f – plotnost~ ßidkoæ fazy i m – kofffficient s razmernost~¸ plotnosti. VhodØwie v uravnenie (1.1) matricy predpolaga¸tsØ poloßitel~no opredelennymi. �to predpoloßenie delaet poloßitel~nymi plotnosti kinetiqeskoæ i potencial~noæ ffnergiæ. Granicy sloØ z = −h i z = h rassmatriva¸tsØ svobodnymi ot naprØßeniæ za iskl¸qeniem toqki (0, 0, −h), k kotoroæ s momenta vremeni t = 0 priloßena vnexnØØ normal~naØ sila f(t). Tak kak obrazu¸weesØ volnovoe pole obladaet osevoæ simmetrieæ, to ego udobno predstavlØt~ v cilindriqeskoæ sisteme koordinat r, θ, z. V fftoæ sisteme koordinat naprØßeniØ

O RASPROSTRANENII NORMAL^NYH VOLN 167 i smeweniØ vyraßa¸tsØ qerez potencialy φ, ϕ i ψ s pomow~¸ ravenstv τ_{zz} = ρ ∂^2φ ∂t^2 + ρ_f ∂^2ϕ ∂t^2 − 2L ( ∂^2φ ∂r^2 + 1 r ∂φ ∂r − ∂^2ψ ∂r∂z − 1 r ∂ψ ∂z ) , τ_{xz} = L ( 2 ∂^2φ ∂r∂z − ∂^2ψ ∂z^2 + ∂^2ψ ∂r^2 + 1 r ∂ψ ∂r − ψ r^2 ) , −p = ρ_f ∂^2φ ∂t^2 + m ∂^2ϕ ∂t^2 , (1.2)

u_z = ∂φ ∂z + ∂ψ ∂r + ψ r , u_r = ∂φ ∂r − ∂ψ ∂z , w_z = ∂ϕ ∂z + ρ_f m ( ∂ψ ∂r + ψ r ) , w_r = ∂ϕ ∂r + ρ_f m ∂ψ ∂z . Ispol~zuemye potencialy udovletvorØ¸t uravneniØm P Δφ + M Δϕ = ρ ∂^2 φ ∂t^2 + ρ_f ∂^2ϕ ∂t^2 , M Δφ + RΔϕ = ρ ∂^2 φ ∂t^2 + m ∂^2ϕ ∂t^2 , (1.3) Δψ − ψ r^2 = ρ mρ − ρ^2_f m ∂^2ψ ∂t^2 . Graniqnye usloviØ zada¸tsØ sootnoxeniØmi τ_{zz} = δ(r)f(t) 2πr , τ_{θz} = p = 0 pri z = −h,

τ_{zz} = τ_{θz} = p = 0 pri z = h. (1.4)

Tak kak sloæ vozbußdaetsØ istoqnikom (1.4) tol~ko s momenta vremeni t = 0, to potencialy dolßny udovletvorØt~ nulevym naqal~nym usloviØm

φ = ϕ = ψ = 0, ∂φ ∂t = ∂ϕ ∂t = ∂ψ ∂t = 0 (1.5) pri t = 0. DlØ postroeniØ volnovogo polØ polezno s uqetom naqal~nyh usloviæ (1.5) vyrazit~ funkci¸, harakterizu¸wu¸ istoqnik, integralami Fur~e–BesselØ i Mellina δ(r)f(t) 2πr = 1 2π 1_∫ 0 k^2J_0(kr)dk 2πi σ+i1_∫ σ�i1^{F (kη)e} ktη dη, (1.6)

168 L. A. MOLOTKOV v kotoryh F (kη) = 1_∫ 0 f(t) e�^{kηt} dt. (1.7) Krome togo, istoqnik, zadannyæ sootnoxeniØmi (1.4), polezno predstavit~ v vide naloßeniØ dvuh istoqnikov: simmetriqnogo istoqnika τ_{zz} = δ(r)f(t) 4πr , τ_{θz} = p = 0 pri z = ±h (1.8)

i antisimmetriqnogo istoqnika τ_{zz} = ∓ δ(r)f(t) 4πr , τ_{θz} = p = 0 pri z = ±h (1.9)

Simmetriqnyæ istoqnik (1.8) sozdaet pole smeweniæ, simmetriqnoe otnositel~no sredneæ ploskosti z = 0, a pole smewniæ ot istoqnika (1.9) ØvlØetsØ antisimmetriqnym otnositel~- no z = 0.

RexeniØ uravneniæ (1.3) predstavlØ¸tsØ ravenstvami φ = 1_∫ 0 J_0(kr)dk 2πi σ+i1_∫ σ�i1^{[X ch kzα1 + Y ch kzα2] e} ktη dη,

ϕ = 1_∫ 0 J_0(kr)dk 2πi σ+i1_∫ σ�i1^{[A1X ch kzα1 + A2Y ch kzα2] e} ktη dη, (1.10)

ψ = 1_∫ 0 J_1(kr)dk 2πi σ+i1_∫ σ�i1^{Z sh kzβ e} ktη dη;

φ = 1_∫ 0 J_0(kr)dk 2πi σ+i1_∫ σ�i1^{[X sh kzα1 + Y sh kzα2] e} ktη dη,

ϕ = 1_∫ 0 J_0(kr)dk 2πi σ+i1_∫ σ�i1^{[A1X sh kzα1 + A2Y sh kzα2] e} ktη dη, (1.11)

O RASPROSTRANENII NORMAL^NYH VOLN 169 ψ = 1_∫ 0 J_1(kr)dk 2πi σ+i1_∫ σ�i1^{Z ch kzβ e} ktη dη, sootvetstvu¸wimi simmetriqnomu i antisimmetriqnomu sluqaØm. V formulah (1.10) i (1.11) ispol~zovany oboznaqeniØ

α_i = √ 1 + η^2 v^2_i

(i = 1, 2), β = √ 1 + η^2 v^2_3 ,

v^2_{1,2} = P m+Rρ−2M ρ_f ± √ (P m+Rρ−2M ρ_f )^2 −4(P R − M^2)(ρm−ρ^2_f )

2(ρm−ρ^2_f ) ,

v^2_3 = Lm ρm − ρ^2_f , A_{1,2} = P − ρv^2_{1,2} ρ_f v^2_{1,2} − M = M − ρ_f v^2_{1,2} mv^2_{1,2} − R

. (1.12)

Funkcii X(k, η) Y (k, η) i Z(k, η) opredelØ¸tsØ v oboih sluqa- Øh iz graniqnyh usloviæ (1.7) i (1.9). Posle podstanovki formul (1.10) v usloviØ (1.8) i posle priravnivaØ podyntegral~nyh funkciæ prihodim k uravneniØm ( 2L + ρη^2 + A_1ρ_f η^2 ) X ch khα_1 + ( 2L + ρη^2 + A_2ρ_f η^2 ) Y ch khα_2+ +2LβZ ch khβ = F/(4π), (ρ_f + mA_1) X ch khα_1 + (ρ_f + mA_2) Y ch khα_2 = 0, (1.13)

2α_1X sh khα_1 + 2α_2Y sh khα_2 + ( 2 + η^2/v^2_3 ) Z sh khβ = 0, opredelØ¸wim funkcii X, Y i Z v simmetriqnom sluqae. Posle rØda fflementarnyh preobrazovaniæ uravneniØ (1.13) zamenØ¸tsØ sistemoæ uravneniæ g ch khα_1X + g ch khα_2Y + 2β ch khβZ = F/(4πL), ( v^2 − v^2_4 ) ch khα_1X + ( v^2_1 − v^2_4 ) ch khα_2Y = 0, (1.14)

2α_1 sh khα_1X + 2α_2 sh khα_2Y + g sh khβZ = 0,

v kotoroæ

g = 2 + η^2/v^2_s , v^2_4 = R/m. (1.15)

170 L. A. MOLOTKOV Rexenie sistemy (1.14) predstavlØetsØ ravenstvami

Δ_0 = (v^2_1 − v^2 )g^2 th khβ − 4(v^2_1 − v^2_4 )α_1β th khα_1 − 4(v^2_4 − v^2 )α_2β th khα_2, X = (v^2_1 − v^2_4 )gF th khβ

4πLΔ_0 ch khα_1 , Y = (v^2_4 − v^2 )gF th khβ 4πLΔ_0 ch khα_2

, (1.16) Z = − F [(v^2_1 − v^2_4 )α_1 th khα_1 + (v^2_4 − v^2 )α_2 th khα_2] 2πLΔ_0 ch khβ . Poluqennye formuly (1.16) sovmestno s sootnoxeniØmi (1.2), (1.7), (1.10) i (1.12) opredelØ¸t polØ potencialov, smeweniØ i naprØßeniæ simmetriqnogo istoqnika (1.8).

Analogiqnyæ vyvod provoditsØ v sluqae antisimmetriqnogo istoqnika (1.9). V rezul~tate fftogo vyvoda prihodim k sisteme uravneniæ g sh khα_1X + g sh khα_2Y + 2β sh khβZ = −F/(4πL), (v^2_4 − v^2 ) sh khα_1X + (v^2_1 − v^2_1 ) sh khα_2Y = 0, (1.17)

2α_1 ch khα_1X + 2α_2 ch khα_2Y + g ch khβZ = 0,

rexenie kotoroæ vyraßaetsØ sootnoxeniØmi

Δ_1 = (v^2_1 −v^2 )g^2 cth khβ−4(v^2_1 −v^2_4 )α_1β cth khα_1−4(v^2_4 −v^2 )α_2β cth khα_2, X = − (v^2_1 − v^2_4 )gF cth khβ

4πLΔ_1 sh khα_1 , Y = − (v^2_4 − v^2 )gF cth khβ 4πLΔ_1 sh khα_2

, (1.18) Z = F [(v^2_1 − v^2_4 )α_1 cth khα_1 + (v^2_4 − v^2 )α_2 cth khα_2] 2πLΔ_1 sh khβ . §2. Issledovanie dispersionnyh uravneniæ DlØ issledovaniØ volnovyh poleæ (1.2), (1.10), (1.11), (1.16) i (1.18) neobhodimo vyØsnit~ osobennosti podyntegral~nyh funkciæ na ploskosti η. Qtoby iskl¸qit~ zavisimost~ polØ ot priloßennoæ sily, budem predpolagat~, qto funkciØ F (kη) ne imeet osobennosteæ. �to predpoloßenie sootvetstvuet sluqa¸

f(t) = δ(t). S uqetom fftogo predpoloßeniØ funkcii X ch kzα_1, Y ch kzα_2, Z sh kzβ, X sh kzα_1, Y sh kzα_2 i Z ch kzβ ne ime¸t to-

qek vetvleniØ, a ime¸t tol~ko pol¸sa, sovpada¸wie s kornØmi uravneniæ

Δ_0(k, η) = 0, (2.1)

O RASPROSTRANENII NORMAL^NYH VOLN 171

Δ_1(k, η) = 0, (2.2)

sootvetstvu¸wih simmetriqnomu i antisimmetriqnomu sluqa- Øm. Korni oboih uravneniæ raspoloßeny tol~ko na mnimoæ osi ploskosti η. Qtoby ubedit~sØ v spravedlivosti fftogo utverßdeniØ, zametim, qto veliqiny Δ_0(k, η) i Δ_1(k, η) ØvlØ¸tsØ vewestvennymi na vseæ mnimoæ osi. Ots¸da sleduet, qto, esli suwestvuet kompleksnyæ ili vewestvennyæ koren~ uravneniØ (2.1) ili (2.2) v levoæ poluploskosti η, to v pravoæ poluploskosti nahoditsØ emu simmetriqnyæ otnositel~no mnimoæ osi koren~ togo ße uravneniØ. Suwestvovanie korneæ uravneniæ (2.1) i (2.2) v levoæ poluploskosti iskl¸qaetsØ, tak kak v fftom sluqae, v sootvetstvii s lemmoæ ȷordana, ne vypolnØ¸tsØ nulevye naqal~nye usloviØ (1.5). Poskol~ku iskl¸qa¸tsØ korni vne mnisoæ osi, to prihodim k vyvodu, qto uravneniØ (2.1) i (2.2) mogut imet~ tol~ko qisto mnimye korni η = iτ .

Integraly Mellina, vhodØwie v vyraßeniØ dlØ potencialov (1.10) i (1.11), a takße v vyraßeniØ dlØ smeweniæ i naprØßeniæ, mogut byt~ predstavleny v vide summ vyqetov v pol¸sah (2.1) ili (2.2), raspoloßennyh na mnimoæ osi. �ti vyqety v sluqae pol¸sov pervogo porØdka osta¸tsØ s rostom vremeni koneqnymi i vozrastali by lineæno so vremenem, esli im sootvetstvoval by pol¸s vtorogo porØdka pri η ≠ 0. Tak kak takoæ rost vyqetov nevozmoßen vsledstvie ograniqennosti ffnergii i tak kak po fftoæ ße priqine ne mogut byt~ pol¸sa bolee vysokih porØdkov, to prihodim k zakl¸qeni¸, qto uravneniØ (2.1) i (2.2) mogut imet~ tol~ko prostye korni.

V sootvetstvii s vyraßeniØmi integralov Mellina qerez summu vyqetov, volnovoe pole, kak i v rabotah [2, 3, 6], predstavlØetsØ v vide naloßeniØ normal~nyh voln. Veliqina τ ØvlØetsØ fazovoæ sorost~¸ v_{ph} normal~noæ volny vdol~ ploskosteæ

z = const i funkcieæ τ (k) ot volnovogo qisla k. Oblada¸waØ

dispersieæ normal~naØ volna harakterizuetsØ takße gruppovoæ skorost~¸ v_{gr} = τ + kdτ /dk (2.3) i cikliqeskoæ qastotoæ

ω = kτ (k). (2.4)

172 L. A. MOLOTKOV Na osnovanii funkcional~noæ zavisimosti τ (k) formuly (2.3) i (2.4) pozvolØ¸t rassqityvat~ funkcii v_{ph}(ω) i v_{gr}(ω) dlØ plastinqatoæ volny i drugih normal~nyh voln.

Tak kak korni uravneniæ (2.1) i (2.2) simmetriqno raspoloßeny otnositel~no vewestvennoæ osi, to budem ih issledovat~ tol~ko pri τ ¿ 0. �to issledovanie naqnem so sluqaØ, kogda

kh ≪ 1 i kogda dlØ koneqnyh τ giperboliqeskie funkcii polez-

no zamenit~ pervymi qlenami rØdov po formulam

th z = z − z^3 3 , cth z = 1 z + z 3 . (2.5)

V rezul~tate fftih zamen uravnenie (2.1) pri kh ≪ 1 perehodit v uravneniØ

τ^2 = 0, τ^2 = v^2_{pl} + 0(k^2h^2), (2.6)

a uravnenie (2.2) – v uravneniØ

τ^2 = 0, τ^2 = 1 3 k^2h^2v^2_{pl}. (2.7)

Korni τ = 0 ØvlØ¸tsØ kornØmi uravneniæ (2.1) i (2.2) pri vseh vewestvennyh kh, no podyntegral~nye vyraßeniØ dlØ smeweniæ pri τ = 0 i kh ≠ 0 ne ime¸t pol¸sov, tak kak osobennosti v fftih toqkah sokrawa¸tsØ. Veliqina v_{pl} imeet vyraßeniØ

v^2_{pl} = 4v^2_3 ( 1 − v^2_3 v^2_4 v^2_1 v^2 ) = 4Lm(P R − M^2 − RL) (ρm − ρ^2_f )(P R − M^2) =

= m | | | | | P A M A P M M M R

| | | | | / (| | ρ ρ^f ρ_f m | | | | | | P M M R | | | ) , (2.8)

iz kotoryh s ispol~zovaniem poloßitel~noæ opredelennosti matric, vhodØwih v uravneniØ (1.1), sleduet, qto v^2_{pl} > 0. So skorost~¸ v_{pl} rasprostranØetsØ nizkoqastotnaØ normal~naØ volna v poristoæ plastine Bio, pri fftom ee fazovaØ i gruppovaØ skorosti pri k = 0 i ω = 0, soglasno formulam (2.3) i (2.6), sovpada¸t. �ta volna analogiqna plastinqatoæ volne v uprugoæ plastine [3, 6]. VtoraØ formula (2.7) opisyvaet izgibnu¸ volnu, kotoraØ svØzana s antisimmetriqnymi kolebaniØmi sloØ i kotoraØ analogiqna izgibnoæ volne v uprugom sloe [2, 6]. PlastinqataØ i izgibnaØ volny ØvlØ¸tsØ nizkoqastotnymi, tak kak

O RASPROSTRANENII NORMAL^NYH VOLN 173 spektr fftih voln, soglasno formulam (2.4), (2.6) i (2.7), naqinaetsØ s nulevoæ qastoty. DlØ izgibnoæ volny, kak i v uprugom sluqae [6], moßno zapisat~ uravnenie Kirhgoffa.

Vse ostal~nye korni uravneniæ (2.1) i (2.2) pri k = 0 nahodØtsØ v beskoneqno dalekoæ toqke η = i∞, a pri kh ≪ 1 udovletvorØ¸t uslovi¸

τ ≫ v_1. (2.9)

V fftoæ oblasti uravneniØ (2.1) i (2.3) predstavlØ¸tsØ ravenstvami

(v^2_1 − v^2 )g^2 tg khβ + 4(v^2_1 − v^2_4 )α_1 β tg khα_1+

+4(v^2_4 − v^2 )α_2 β tg khα_2 = 0, (2.10)

(v^2_1 − v^2 )g^2 ctg khβ + 4(v^2_1 − v^2_4 )α_1 β ctg khα_1+

+4(v^2_4 − v^2 )α_2 β ctg khα_2 = 0, (2.11)

v kotoryh

α_i = √ τ^2/v^2_i − 1 (i = 1, 2), β = √ τ^2/v^2_3 − 1, g = 2−τ^2/v^2_3 . (2.12)

Tak kak kofffficienty pri tangensah v oblasti (2.9) ØvlØ¸tsØ veliqinami raznyh porØdkov, to uravnenie (2.10) raspadaetsØ na tri priblißennyh uravneniØ

tg khβ = 0, tg khα_1 = ∞, tg khα_2 = ∞. (2.13)

Analogiqnym obrazom uravnenie (2.11) perehodit v tri drugih priblißennyh uravneniØ

ctg khβ = 0, ctg khα_1 = ∞, ctg khα_2 = ∞. (2.14)

S uqetom pogrexnosti perehoda ot ravenstv (2.10) i (2.11) k sootnoxeniØm (2.13) i (2.14) i s uqetom rexeniæ uravneniæ (2.13) i (2.14) poluqim asimptotiqeskie formuly τ = nπv_3 kh [ 1 + O(k^2h^2) ] , τ = (2n − 1)πv_i 2kh [ 1 + O(k^2h^2)

] i = 1, 2 n = 1, 2, . . . ; (2.15) τ = (2n − 1)πv_3 2kh [ 1 + O(k^2h^2) ] ,

174 L. A. MOLOTKOV τ = nπv_i 2kh [ 1 + O(k^2h^2)

] i = 1, 2

n = 1, 2, . . . (2.16)

dlØ korneæ sootvetstvu¸wih uravneniæ (2.10) i (2.11). Iz sootnoxeniæ (2.15) i (2.16) sleduet, qto vse korni τ s rostom kh dviga¸tsØ v storonu naqala koordinat.

Pered tem, kak pristupit~ k issledovani¸ korneæ uravneniæ (2.1) i (2.2) v oblasti koneqnyh τ , otmetim, qto skorosti v_1, v_2 i v_3 udovletvorØ¸t ili neravenstvam

v_3 < v_2 < v_1 (sluqaæ a), (2.17)

ili sootnoxeniØm

v_2 < v_3 < v_1 (sluqaæ v), (2.18)

a parametr v_4 s razmernost~¸ skorosti ograniqen usloviØmi

v_2 < v_4 < v_1, (2.19)

kotorye mogut byt~ legko provereny. V sootvetstvii s neravenstvami (2.17) i (2.18), razdelim poluos~ τ ¿ 0 na intervaly

I v_1 6 τ < ∞,

II a v_2 6 τ < v_1, II b v_3 6 τ < v_1,

III a v_3 6 τ < v_2, III b v_2 6 τ < v_3, (2.20)

IV a 0 6 τ < v_3, IV b 0 6 τ < v_2.

Pokaßem, qto v rØde ukazannyh intervalov korni uravneniæ (2.1) i (2.2) monotonno dviga¸tsØ s rostom kh v napravlenii naqala koordinat. V intervale I oba uravneniØ vyraßa¸tsØ ravenstvami (2.10) i (2.11). Oboznaqim ih levye qasti sootvestvenno qerez δ_0 (kh, τ ) i δ_1(kh, τ ) i poluqim uravneniØ

δ_0(kh, τ ) = 0, δ_1(kh, τ ) = 0, (2.21)

iz kotoryh sledu¸t sootnoxeniØ dτ dkh = − ∂δ_0 ∂kh / ∂δ_0 ∂τ , dτ dkh = − ∂δ_1 ∂kh / ∂δ_1 ∂τ . (2.22)

Tak kak uravneniØ ne mogut imet~ dvoænyh korneæ, to proizvodnye ∂δ_0/∂τ i ∂δ_1/∂τ v toqkah nepreryvnosti sohranØ¸t znaki. Takße ffti proizvodnye ne menØ¸t znaki pri perehode korneæ

O RASPROSTRANENII NORMAL^NYH VOLN 175 qerez pol¸sa levyh qasteæ uravneniæ (2.10) i (2.11). Drugie proizvodnye ∂δ_0 /∂kh i ∂δ/∂kh soglasno ravenstvam (2.10), (2.11) i uslovi¸ (2.19), takße sohranØ¸t znaki. Ots¸da sleduet, qto veliqina dτ /dkh dlØ oboih uravneniæ ØvlØetsØ znakopostoØnnoæ, i s uqetom formul (2.15) i (2.16), – otricatel~noæ.

Analogiqnyæ vyvod delaetsØ dlØ uravneniæ (2.10) i (2.11) v intervalah II a, II b i III a. V fftih promeßutkah takße vypolnØetsØ neravenstvo dτ /dkh < 0. DlØ uravneniæ (2.10) i (2.11). V intervalah II a i II b ffti uravneniØ zamenØ¸tsØ ravenstvami

(v^2_1 − v^2 )g^2 tg khβ th khα_1 − 4(v^2_1 − v^2_4 )α_1 β+

+4(v^2_4 − v^2 )α_2 β tg khα_2 th khα_1 = 0,

(v^2_1 − v^2 )g^2 ctg khβ + 4(v^2_1 − v^2_4 )α_1 β cth khα_1+

+4(v^2_4 − v^2 )α_2 β ctg khα_2 = 0, (2.23)

a v promeßutke III a vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ

(v^2_1 − v^2 )g^2 tg khβ th khα_2 − 4(v^2_1 − v^2_4 )α_1 β th khα_1 th khα_2 − 4(v^2_4 − v^2 )α_2 β = 0,

(v^2_1 − v^2 )g^2 ctg khβ + 4(v^2_1 − v^2_4 )α_1 β cth khα_1+

+4(v^2_4 − v^2 )α_2 β cth khα_2 = 0, (2.24)

Pri poluqenii fftih uravneniæ levye qasti pervyh uravneniæ (2.23) i (2.24) byli razdeleny sootvetstvenno na veliqiny th khα_1 i th khα_2 i pri fftoæ operacii poloßenie korneæ ne menØlos~. Pofftomu proizvodnye levyh qasteæ uravneniæ (2.23) i (2.24) po τ takße sohranØ¸t znaki. Tak kak dlØ l¸byh a > 0,

b > 0 vypolnØetsØ neravenstvo

d ( tg ax/ th bx) /dx > 0 (2.25)

i pri b > a > 0 spravedlivo sootnoxenie

d ( th ax/ th bx) /dx > 0 (2.26)

to, s uqetom usloviØ α_1 > α_2, prihodim k vyvodu, qto proizvodnye po kh ot levyh qasteæ uravneniæ (2.23) i (2.24) takße sohranØ¸t znaki. Pofftomu v promeßutkah II a, II b i III a korni

176 L. A. MOLOTKOV uravneniæ (2.1) i (2.2) monotonno dviga¸tsØ s rostom k v storonu naqala koordinat.

V intervale III uravneniØ (2.1) i (2.2) predstavlØ¸tsØ ravenstvami

(v^2_1 − v^2 )g^2 th khβ th khα_1 − 4(v^2_1 − v^2_4 )α_1β+ + 4(v^2_4 − v^2 )α_2 β tg kh α_2 th khα_1 = 0,

(v^2_1 − v^2 )g^2 cth khβ − 4(v^2_1 − v^2_4 )α_1β cth khα_1−

−4(v^2_4 − v^2 )α_2 β ctg kh α_2 = 0. (2.27)

Iz pervogo sootnoxeniØ (2.27), s uqetom neravenstva (2.26) i usloviØ β < α_1, sleduet, qto korni uravneniØ (2.1) v intervale

III b monotonno peremewa¸tsØ v storonu men~xih τ . Korni vto-

rogo uravneniØ (2.27) takße monotonno dviga¸tsØ v tom ße napravlenii, odnako ffto utverßdenie okazyvaetsØ spravedlivym tol~ko s nekotorogo znaqeniØ kh, kotoroe moßet byt~ opredeleno iz usloviØ

4(v^2_4 − v^2 )α^2 cos^2 kh α_2 − (v^2_1 − v^2 )g^2 ch^2khβ + 4(v^2_1 − v^2_4 ) ch^2khα

= 0, (2.28)

poluqennogo posle differencirovaniØ po kh vtorogo uravneniØ (2.27).

Takim obrazom, vse korni uravneniæ (2.1) i (2.2) v intervalah I, II i III peremewa¸tsØ pri bol~xih kh v napravlenii naqala koordinat. Qtoby utoqnit~ harakter dvißeniØ korneæ, provedem na ploskosti τ , kh linii 2khβ = (2n − 1)π, 2khα_i = (2n − 1)π (i = 1, 2; n = 1, 2, 3, . . .), (2.29)

na kotoryh vhodØwie v uravneniØ (2.1) trigonometriqeskie tangensy ime¸t pol¸sa. Na osnovanii zapisannyh dlØ intervalov

I, II i III uravneniæ (2.1), moßno utverßat~, qto v kaßdoæ po-

lose, ograniqennoæ sosednimi liniØmi (2.29), peremewaetsØ s rostom kh odin i tol~ko odin koren~ uravneniØ (2.1). V sluqae uravneniØ (2.2) provodØtsØ analogiqnye linii khβ = nπ, khα_i = nπ (i = 1, 2; n = 1, 2, 3, . . .), (2.30)

O RASPROSTRANENII NORMAL^NYH VOLN 177 na kotoryh vhodØwie v uravneniØ (2.2) trigonometriqeskie kotangensy ime¸t pol¸sa, i vo vseh polosah, obrazovannyh sosednimi liniØmi, takße peremewaetsØ izolirovannyæ koren~ uravneniØ (2.2).

Tak kak imeet mesto shodstvo v raspoloßenii liniæ (2.9), (2.30) i liniæ korneæ uravneniæ (2.1) i (2.2), to ukazannye linii v oboih sluqaØh mogut byt~ shematiqeski izobraßeny na odnom ris. 1. Pri fftom linii (2.29) i (2.30) pokazany sploxnymi, a linii korneæ punktirnymi liniØmi i v_{2,3} = max(v_2, v_3),

v_{3,2} = min(v_2, v_3).

Ris. 1.

Pri τ → ∞ vse linii (2.29) i (2.30) asimptotiqeski priblißa¸tsØ k osi τ i v oblasti τ ≫ v_1 ffti linii, kak pravilo, ne pereseka¸tsØ. S umen~xeniem τ linii (2.29) i (2.30) naqina¸t peresekat~sØ, i oblast~ ih pereseqeniæ ograniqivaetsØ neravenstvom τ > v_{2,3}. Qerez kaßdu¸ toqku pereseqeniØ ukazannyh liniæ obØzatel~no prohodit odna iz liniæ korneæ uravneniæ (2.1) i (2.2). Po mere neograniqennogo rosta parametra kh vse linii (2.29) i (2.30) v oblasti v_{3,2} < τ < v_{2,3} asimptotiqeski priblißa¸tsØ k prØmoæ τ = v_{3,2}. Iz fftogo fakta sleduet, qto vse korni, udovletvorØ¸wie pri kh ≪ 1 ravenstvam (2.15) i (2.16), predstavlØ¸tsØ v sluqae kh ≫ 1 sootnoxeniem

v = v_{3,2} + 0(1/kh) (2.31)

i priblißa¸tsØ k predel~noæ toqke τ = v_{3,2}.

178 L. A. MOLOTKOV

Korni s rostom kh dviga¸tsØ po mnimoæ osi neravnomerno. Tak kak qast~ liniæ (2.29) i (2.30) priblißaetsØ asimptotiqeski k prØmym τ = v_1 i τ = v_{2,3}, to plotnost~ polos sokrawaetsØ po mere perehoda ot intervala I k intervalu II, a zatem k intervale III (ris. 1). V rezul~tate fftih sokraweniæ voznikaet skoplenie korneæ uravneniæ (2.1) i (2.2) okolo toqek τ = v_1 i

τ = v_{2,3}. Kaßdyæ koren~ iz fftih skopleniæ pri opredelennyh kh

popadaet v okrestnost~ toqki τ = v_{3,2} i udovletvorØet uslovi¸ (2.3). Osoboe peremewenie nabl¸daetsØ u korneæ, kotorye vyhodØt iz toqek τ = v_{pl} i τ = 0. V intervalah I, II i III ffti korni mogut nahodit~sØ v oblasti meßdu os~¸ τ i blißaæweæ k neæ linieæ (2.29) ili (2.30). Dvißenie fftih korneæ budet rassmatrivat~sØ v §3.

§3. UsloviØ obrazovaniØ volny ReleØ. Issledovanie osobyh korneæ dispersionnogo uravneniØ

DlØ analiza osobyh korneæ uravneniæ (2.1) i (2.2) pri kh ≫ 1 polezno predvaritel~no issledovat~ kori uravneniØ

(v^2_1 − v^2 )g^2 − 4(v^2_1 − v^2_4 )α_1 β − 4(v^2_4 − v^2 )α_2 β = 0 (3.1)

na intervale mnimoæ osi

0 < τ < min(v_2, v_3). (3.2)

Uravnenie (3.1) ØvlØetsØ uravneniem ReleØ dlØ poristogo poluprostranstva Bio so svobodnoæ graniceæ. Koren~ uravneniØ (3.1) v promeßutke (3.2) opredelØet skorost~ v_R poverhnostnoæ volny ReleØ na svobodnoæ granice poristoæ sredy Bio. Suwestvovanie fftoæ volny tesno svØzano s naliqiem fftogo kornØ. Krome togo, koren~ uravneniØ (3.1) v intervale (3.2) ØvlØetsØ predelom dlØ osobyh korneæ uravneniæ (2.1) i (2.2) pri kh → ∞.

DlØ issledovaniØ suwestvovaniØ kornØ uravneniØ (3.1) v intervale (3.2) oboznaqim levu¸ qast~ uravneniØ (3.1) qerez φ(τ ). RazlagaØ v rØd funkci¸ φ(τ ), poluqim sootnoxenie φ(τ ) = − τ^2(v^2_1 − v^2 ) 2v^2_1 v^2 v^2_3 ( v^2_1 v^2 − v^2_3 v^2_4 ) [ 1 + O ( τ^2 v^2_3 )] < 0 (3.3)

pri malyh τ . V sluqae v_3 < v_2 na drugom konce intervala (3.2), pri τ = v_3, vypolnØetsØ sootnoxenie

φ(v_3) = v^2_1 − v^2_3 > 0, (3.4)

O RASPROSTRANENII NORMAL^NYH VOLN 179 kotoroe pokazyvaet, qto pri v_3 < v_2 koren~ ReleØ τ = v_R vsegda suwestvuet. Esli vypolnØetsØ uslovie v_2 < v_3, to dlØ suwestvovaniØ kornØ ReleØ neobhodimo udovletvorit~ neravenstvu

φ(v_2) = [ (v^2_1 − v^2 )g^2 − 4(v^2_1 − v^2_4 )α_1β ] | | | |_{τ =v2} > 0. (3.5)

V sluqae [ (v^2_1 − v^2 )g^2 − 4(v^2_1 − v^2_4 )α_1β ] | | | |_{τ =v2} < 0 (3.6)

koren~ i volna ReleØ otsutstvu¸t. Neravenstvo (3.5) ffkvivalentno uslovi¸ ( 2 − v^2 v^2_3 )_2/√ 1 − v^2 v^2_3 > 4 ( 1 − v^2_4 v^2_1 )/√ 1 − v^2 v^2_1

, (3.7)

kotoroe svØzyvaet tri veliqiny v_2/v_1, v_4/v_1 i v_2/v_3, udovletvorØ¸wie dopolnitel~nym neravenstvam

v_2/v_1 < v_4/v_1 < v_2/v_3. (3.8)

Oblasti, gde vypolnØetsØ i ne vypolnØetsØ sootnoxenie (3.7) ime¸t dovol~no sloßnye granicy. Pofftomu ukaßem tol~ko, qto neravenstvo (3.7) spravedlivo pri uslovii v_2/v_3 = 0.82, v_4/v_1 =

0, 6, v_2/v_1 = 0, 5 i ne vypolnØetsØ, kogda v_2/v_3 = 0.82, v_4/v_1 = 0, 5, v_2/v_1 = 0, 4. Takim obrazom, poristaØ sreda Bio otliqaetsØ ot

uprugoæ sredy tem, qto na svobodnoæ granice poristoæ sredy Bio moßet ne rasprostranØt~sØ volny ReleØ.

Issledovanie osobyh korneæ uravneniæ (2.1) i (2.2) pri kh ≫ 1 budem provodit~ v treh sluqaØh: sluqaæ 1, kogda v_3 < v_2; sluqaæ 2, kogda v_2 < v_3 i neravenstvo (3.5) vypolnØetsØ; sluqaæ 3, kogda v_2 < v_3 i neravenstvo (3.6) vypolnØ¸tsØ.

V sluqae 1 uravnenie (2.1) pri τ = ν_3 [ (v^2_1 − v^2 )g^2 kh − 4(v^2_1 − v^2_4 )α_1 th khα_1−

−4(v^2_4 − v^2 )α_2 th khα_2 ] | | | |_{τ =v3} = 0. (3.9)

imeet edinstvennyæ koren~. S dal~neæxim rostom kh fftot koren~ perehodit v interval IV i stremitsØ k korn¸ ReleØ τ = v_R.

180 L. A. MOLOTKOV Uravnenie (2.2) pri τ = v_3 ne imeet korneæ. Iz korneæ uravneniØ (2.2) k korn¸ ReleØ τ = v_R pri kh → ∞ podhodit izgibnoæ koren~, kotoryæ pri kh ≪ 1 vyraßaetsØ vtorym sootnoxeniem (2.7). Oba kornØ priblißa¸tsØ k predel~nomu znaqeni¸ τ = v_R monotonno. V fftom legko ubedit~sØ, esli zapisat~ uravneniØ (2.1) i (2.2) v vide ravenstv

(v^2_1 − v^2 )g^2 − 4(v^2_1 − v^2_4 )α_1β th khα_1 th khβ − 4(v^2_4 − v^2 )α_2β th khα_2 th khβ = 0,

(v^2_1 −v^2 )g^2 −4(v^2_1 −v^2_4 )α_1β th khβ th khα_1 −4(v^2_4 −v^2 )α_2β th khβ th khα_2 = 0. (3.10)

Takim obrazom, peremewenie osobyh korneæ pri v_3 < v_2 podobno dvißeni¸ analogiqnyh korneæ v sluqae uprugogo sloØ (ris. 2) [2, 3].

V sluqae 2 uravnenie (2.1) pri τ = v_2 predstavlØetsØ sootnoxeniem [ (v^2_1 − v^2 )g^2 th khβ − 4(v^2_1 − v^2_4 )α_1β th khα_1 ] | | | |_{τ =v2} = 0. (3.11)

LevaØ qast~ fftogo sootnoxeniØ pri kh ≪ 1 ravna kh ( v^2_‘ − v^2 ) v^2 v�^4_3 ( v^2 − v^2_{pl} ) , (3.12)

monotonno vozrastaet s rostom kh i perehodit pri kh = ∞ v vyraßenie [ (v^2_1 − v^2 )g^2 − 4(v^2_1 − v^2_4 )α_1β ] | | |_{τ =v2} , (3.13)

kotoroe v sluqae 2, kogda vypolnØetsØ neravenstvo (3.5), ØvlØetsØ poloßitel~nym. Pofftomu uravnenie (3.11) pri uslovii

v_2 < v_{pl} (3.14)

imeet koren~, kotoryæ posle pereseqeniØ prØmoæ τ = v_2 stremitsØ k releevskomu korn¸ τ = v_R (ris. 2). Esli ße vypolnØetsØ protivopoloßnoe uslovie v_{pl} < v_2, to uravnenie (3.11) ne imeet korneæ, a koren~, zadannyæ pri kh ≪ 1 vtorym ravenstvom (2.6), stremitsØ k znaqeni¸ τ = v_R vnutri intervala 0 < τ < v_2. Esli

O RASPROSTRANENII NORMAL^NYH VOLN 181 ispol~zovat~ vyraßeniØ dlØ moduleæ sredy Bio P = (K_r − K_b)^2 D − K_b + K_b + 4 3 L, M = K_r(K_r − K_b) D − K_l , (3.15) R = K^2_r D − K_b , D = K_r [ 1 + ε ( K_r K_f − 1 )]

qerez moduli vsestoronnego sßatiØ K_b, K_f i K_r sootvetstvenno poristoæ sredy, ßidkoæ fazy i skeleta i qerez poristost~ ε [7], to sootnoxenie v_{pl} < v_2 okazyvaetsØ nevozmoßnym pri v_2 < v_3. V samom dele, s uqetom sootnoxeniæ (3.15) kvadrat skorosti v_{pl} vyraßaetsØ formulami

v^2_{pl} = Lm ρm − ρ^2_f 4K_b +^4_3 L

K_b +^4_3 L

= v^2_3

4K_b +^4_3 L

K_b +^4_3 L

, (3.16)

iz kotoryh sleduet neravenstvo

v^2_{pl} > v^2_3 , (3.17)

spravedlivoe pri vseh znaqeniØh moduleæ vsestoronnego sßatiØ. Iz usloviØ (3.17) vytekaet, qto neravenstvo (3.14) takße vypolnØetsØ pri vseh znaqeniØh moduleæ vsestoronnego sßatiØ.

Uravnenie (2.2) pri τ = v_2 perehodit v sootnoxenie [ (v^2_1 − v^2 )g^2 cth khβ − 4(v^2_1 − v^2_4 )α_1β cth khα_1−

−4(v^2_4 − v^2 )β/(kh) ] | | | |_{τ =v2} = 0. (3.18)

LevaØ qast~ uravneniØ (3.18) pri kh ≪ 1 ØvlØetsØ poloßitel~- noæ, a pri kh ≫ 1 perehodit v vyraßenie (3.13), kotoroe vo vtorom sluqae takße poloßitel~noe. Poskol~ku ne udaetsØ dokazat~, qto levaØ qast~ uravneniØ (3.18) monotonno izmenØetsØ s rostom kh, to koren~ uravneniØ (2.2) v sluqae 2 ili ne peresekaet prØmu¸ τ = v_2, ili pereseka¸t ee dva raza. �ti obe vozmoßnosti opredelØ¸tsØ parametrami sredy. Vozmoßnye peremeweniØ korneæ pokazany na ris. 2 punktirnymi liniØmi. Vo vseh sluqaØh izgibnyæ koren~ pri kh → ∞ stremitsØ k releevskomu korn¸ v_R.

182 L. A. MOLOTKOV

Ris. 2 Ris. 3.

V sluqae 3 uravnenie (2.1) pri τ = v_2 takße predstavlØetsØ ravenstvom (3.11), levaØ qast~ kotorogo monotonno vozrastaet s rostom kh ot (3.12) do vyraßeniØ (3.13). Tak kak poslednee vyraßenie v sluqae 3 ØvlØetsØ otricatel~nym, to uravnenie (3.11) v sluqae 3 ne imeet korneæ i vypolnØetsØ uslovie (3.14). Koren~, vyxedxiæ iz τ = v_{pl}, kak i vse korni uravneniØ (2.1), stremitsØ k τ = v_2. Uravnenie (2.2) v sluqae 3 perehodit pri τ = v_2 v uravnenie (3.15). Tak kak ego levaØ qast~ ØvlØetsØ poloßitel~noæ pri kh ≪ 1 i otricatel~noæ v sluqae kh ≫ 1, to koren~ uravneniØ (2.2) peresekaet prØmu¸ τ = v_2. �to pereseqenie osuwestvlØetsØ izgibnym kornem, kotoryæ ne moßet stremit~sØ k releevskomu korn¸ i pofftomu podnimaetsØ vyxe prØmoæ τ = v_2, a zatem, kak i drugie korni, podhodit asimptotiqeski k prØmoæ τ = v_2 (ris. 3).

V zakl¸qenie otmetim, qto v izolirovannom poristom sloe Bio mogut takße rasprostranØt~sØ volny LØva. Odnako pri vozdeæstvii (1.4) ffti volny ne obrazu¸tsØ. Volny LØva voznika¸t, v qastnosti, v sluqae istoqnika tipa centra vraweniØ. Dispersionnoe uravnenie dlØ voln LØva predstavlØetsØ ravenstvom

sh 2khβ = 0, (3.19)

iz kotorogo sleduet sootnoxenie

τ = v_3 √ 1 + n^2π^2 4k^2h^2

(n = 1, 2, . . .) (3.20)

dlØ fazovyh skorosteæ. Uravnenie (3.19) i ego rexeniØ (3.20) otnosØtsØ k simmetriqnomu i antisimmetriqnomu sluqaØm. Oba ffti sootnoxeniØ analogiqny sootvetstvu¸wim ravenstvam v sluqae izolirovannogo uprugogo sloØ.

O RASPROSTRANENII NORMAL^NYH VOLN 183

Literatura

1. M. A. Biot, Theory of propagation of elastic waves in fluid-saturated porous solid.

I Low-frequency range. — J. Acoust. Soc. Am. 28, No. 2 (1956), 168–178.

2. N. S. Smirnova, L. A. Molotkov, Ob issledovanii antisimmetriqnyh

kolebaniæ v uprugom sloe. — V kn.: Voprosy dinamiqeskoæ teorii ras-

prostraneniØ seæsmiqeskih voln. 9, (1968), 97–107.

3. L. A. Molotkov, U. Baæmagambetov, N. S. Smirnova, Ob issledovanii

dispersionnyh uravneniæ svobodnogo transversal~no-izotropnogo uprugogo sloØ. — Zap. nauqn. semin. LOMI 99 (1980), 85–103.

4. A. J. Philippacopoulos, Waves in partially saturated layered half-space analytic formulation. — Bull. Seim. Soc. Am. 77, No. 5 (1987), 1838–1853.

5. A. J. Philippacopoulos, Lamb’s problem for fluid-saturated, porous media. — Bull.

Seim. Soc. Am. 78, No. 2 (1988), 908–923.

6. G. I. Petraxen~, L. A. Molotkov, O nekotoryh problemah dinamiqeskoæ

teorii uprugosti v sluqae sred, soderßawih tonkie sloi. — Vestnik

LGU 22 (1958), 137–156.

7. R. D. Stoll, Akustiqeskie volny v vodonasywennyh osadkah. — V kn.:

Akustika morskih osadkov. Mir, M. (1977), 28–46.

Molotkov L. A. On propagation of normal waves in an isolated porous saturated by fluid Biot layer.

For a porous saturated by fluid Biot layer with boundaries where stresses and pressure vanish wave field is established and dispersion equations are derived. The roots of the dispersion equation and the dependence of phase velosities of the normal waves on wave number are investigated by analytical methods. It is shown that the phase velocities of the most of normal waves decrease with increasing of the wave number. The special investigations are fulfilled in the case of the bend wave and the plate wave and their phase velocities on high frequences. It is shown too that on the boundary of the porous halfspace Biot the Rayleigh wave propagates not always and the conditions of its existence are established.

Postupilo 25 noØbrØ 1998 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN