Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 257, 1999 g.

S. A. Nazarov

ZADAQA NAV^E–STOKSA V DVUMERNO` OBLASTI S UGLOVYMI VYHODAMI NA BESKONEQNOST^

1. Postanovka zadaqi i predvaritel~noe opisanie rezul~- tatov. Pust~ Ω – oblast~ na ploskosti R^2. Rassmatriva¸tsØ

sistema uravneniØ Stoksa −ν∇ · ∇v(x) + ∇p(x) = f(x), −∇ · v(x) = g(x), x ∈ Ω, (1) ili sistema uravneniØ Nav~e–Stoksa −ν∇ · ∇v(x) + ( v(x) · ∇ ) v(x) + ∇p(x) = f(x), −∇ · v(x) = g(x), x ∈ Ω, (2) s kraevymi usloviØmi v(x) = h(x), x ∈ ∂Ω. (3) Pri fftom x = (x_1, x_2), ∇ = (∂/∂x_1, ∂/∂x_2), toqkoæ oboznaqeno skalØrnoe proizvedenie v R^2; u = (u_1, u_2) i p – vektor skorosteæ i davlenie v potoke, a ν – vØzkost~ (nesßimaemoæ) ßidkosti. Krome togo, f = (f_1, f_2), h = (h_1, h_2), a g – skalØrnaØ funkciØ.

Sqitaem, qto oblast~ Ω imeet dva uglovyh vyhoda na beskoneqnost~, t.e. vne kruga B_R = {x ∈ R^2 : |x| < R} s nekotorym radiusom R > 0 ona sovpadaet s ob¨edineniem dvuh uglov K_± = {x : r > 0, |φ − φ_±| < α_±} . (4) Zdes~ (r, φ) – polØrnye koordinaty, x_1 = r cos φ, x_2 = r sin φ; veliqiny φ_± i α_± vybrany tak, qto 0 6 φ+ − α+ < φ+ + α+ 6 π 6 φ− − α− < φ− + α− 6 2π. (5) RazumeetsØ, verxiny uglov (4) moßno bylo by raz¨edinit~ i vvesti polØrnye koordinaty (r^±, φ^±) s centrom v kaßdoæ iz nih,

Rabota vypolnena pri qastiqnoæ finansovoæ podderßke Rossiæskogo Fonda Fundamental~nyh Issledovaniæ (grant 96-15-96077). 207

208 S. A. NAZAROV odnako obobweniØmi takogo roda my prenebregaem. Lix~ dlØ uproweniØ formulirovok predpolagaem, qto granica ∂Ω gladkaØ – v principe ona moßet soderßat~ koneqnoe qislo uglovyh toqek (sm. konec razd. 6).

V nastoØweæ rabote izuqaetsØ razreximost~ zadaq (1), (3) i (2), (3), a takße asimptotika ih rexeniæ (malyh v nelineænom sluqae); poputno ustanavliva¸tsØ asimptotiqeski toqnye vesovye ocenki takih rexeniæ. Rezul~taty, predstavlennye v razd. 2 i otnosØwiesØ k lineænoæ zadaqe, poluqa¸tsØ na osnove teorii obwih fflliptiqeskih zadaq v oblastØh s koniqeskimi ili uglovymi toqkami (sm. [1–4] i dr.; dlØ unifikacii ssylok pri citirovanii ukazyva¸tsØ nomera nußnyh utverßdeniæ iz [4]). Odnako nelineænoe slagaemoe iz (2) poroßdaet operator, ne ØvlØ¸wiæsØ nepreryvnym v obyqnyh (sm. [1, 4] i dalee razd. 2) vesovyh klassah V^l_β(Ω) s voznikximi v razd. 2 ograniqeniØmi na vesovoæ pokazatel~ β (ffto – otliqitel~naØ qerta dvumernoæ zadaqi Nav~e–Stoksa; sravni [5], gde analogiqnye voprosy rassmatriva¸tsØ v trehmernoæ situacii). Vmeste s tem, nazvannyæ operator stanovitsØ nepreryvnym na vesovyh prostranstvah s otdelennoæ asimptotikoæ – ih fflementy dopuska¸t vblizi beskoneqnosti razloßeniØ, v kotoryh ostatok prinadleßit V^l_γ (Ω) s γ > β, a uglovye qasti berutsØ iz H^l(φ_± − α_±, φ_± + α_±). Podobnye prostranstva voznikli, po-vidimomu, vpervye i v razd. 3 dokazyvaetsØ fredgol~movo svoæstvo operatora Stoksa S, opredelennogo na nih; tam ße polnost~¸ opisyva¸tsØ Ødro i koØdro operatora S. Posle fftogo v razd. 4 i 5 pri pomowi principa Banaha ustanavlivaetsØ suwestvovanie (malyh) rexeniæ zadaqi Nav~e–Stoksa v postroennyh klassah funkciæ. Iz-za skaqkoobraznogo uveliqeniØ razmernosti koØdra cokerS pri perehode k sluqa¸ α_± = π/2, v razd. 5 prihoditsØ pred¨ØvlØt~ dopolnitel~nye trebovaniØ k dannym zadaqi, svodØwiesØ k usloviØm simmetrii otnositel~no osi absciss. Nakonec, v razd. 6 obsußda¸tsØ vozmoßnye obobweniØ, v qastnosti, perenos rezul~tatov na vesovye klassy Gel~dera i prostranstva L_p.

RassmatrivaemaØ zdes~ zadaqa imeet davn¸¸ istori¸ (sm. [6, 7]). Vpervye ona voznikla v [8], gde bylo ukazano na mnoßestvennost~ rexeniæ v sluqae teqeniØ ßidkosti v dvuh poluprostranstvah, soedinennyh otverstiem v peregorodke, i provereny edinstvennost~ i suwestvovanie malogo rexeniØ pri dopolnitel~-

ZADAQA NAV^E––STOKSA V DVUMERNO` OBLASTI 209 nom zadanii potoka qerez otverstie (v [8, 5] ffto uslovie takße zamenØetsØ ffkvivalentnym – zadaniem perepada davleniØ). Global~naØ razreximost~ poluqena v [9] kak sledstvie bolee obwih rezul~tatov. Dal~neæxie issledovaniØ svoæstv rexeniæ (skorost~ zatuhaniØ na beskoneqnosti, global~naØ edinstvennost~ i pr.) provodilos~ v [5, 7, 10–12] i dr., odnako do sih por ne bylo izuqeno povedenie pri |x| → ∞ rexeniØ dvumernoæ zadaqi (vvidu ee iskl¸qitel~nosti: asimptotiqeski lineænaØ i nelineænaØ qasti odnoæ sily). NastoØwaØ stat~Ø vospolnØet (pri malyh qislah Reænol~dsa) fftot probel. Rezul~taty byli anonsirovany v zametke [13].

Kak nedavno stalo izvestno avtoru, pohoßie ocenki rexeniæ byli nezavisimo poluqeny ȷ. P. Galdi, M. R. Paduloæ, V. A. Solonnikovym, a takße V. G. Maz~Ø, A. S. Sluckim.

2. Vesovye prostranstva i razreximst~ lineænoæ zadaqi. Kak obyqno, qerez V^l_β(Ω) oboznaqaem prostranstvo funkciæ

na Ω, poluqennoe popolneniem mnoßestva C^∞_0 (Ω) po norme ‖ z; V^l_β(Ω) ‖ = (_l∑ k=0 ‖ (1 + r)^{β−l+k} ∇^kz; L_2(Ω) ‖_2)^{1/2} , gde β ∈ R, l – celoe neotricatel~noe, a pod ∇^k z podrazumevaetsØ sovokupnost~ vseh proizvodnyh porØdka k funkcii z. Pri

l ¿ 1 estestvennym obrazom opredelØetsØ sledovoe prostranstvo V^{l−1/2} β (∂Ω); ono snabßaetsØ takoæ normoæ: ‖ ‖w; V^{l−1/2}_β (∂Ω) ‖ ‖ = inf {‖ ‖z; V^l_β(Ω) ‖ ‖ | | z = w na ∂Ω }. ˚sno, qto operator zadaqi (1), (3),

D^l_β ≡ V^{l+1}_β (Ω)^2 ×V^l_β (ω) ∋ (v, p) → S^l_β (v, p) =

= (f, g, h) ∈ V^{l−1}_β (Ω)^2 ×V^l_β (Ω)×V^{l+1/2}_β (∂Ω)^2 ≡ R^l_β (Ω, ∂Ω), (6)

okazyvaetsØ nepreryvnym pri l¸byh β ∈ R i l = 1, 2, . . ..

Stepennym rexeniem odnorodnoæ zadaqi Stoksa v ugle K^± nazyvaetsØ vektor-funkciØ (v^±, p^±),

v^±(x) = r^Λ V^±(φ), p^±(x) = r^{Λ−1} P^±(φ), (7)

210 S. A. NAZAROV udovletvorØ¸waØ kraevoæ zadaqe −ν∇ · ∇v^±(x) = f^±(x), −∇ · v^±(x) = g^±(x), x ∈ K^±, v^±(x) = h^±(x), x ∈ ∂K^± \ O, (8) s nulevymi pravymi qastØmi. PodstavlØØ (7) v odnorodnye uravneniØ (8) i razdelØØ peremennye r i φ, prihodim k kraevoæ zadaqe dlØ sistemy obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ S(Λ, ∂/∂φ)(V^±, P^±) = 0 na Υ± = (φ± − α±, φ± + α±), V^±(φ_± − α_±) = 0, V^±(φ_± + α_±) = 0. (9) Tak kak kofffficienty differencial~nogo operatora S(Λ, ∂/∂φ) postoØnny, zadaqa (9) dopuskaet Øvnoe rexenie. Tak, izvestno (sm. [14–16] i dr.), qto ee sobstvennye qisla Λ (ili, qto to ße, pokazateli v (7)) udovletvorØ¸t transcendentnomu uravneni¸

sin(2α_±Λ) = Λ sin 2α_±, (10)

no ne ravny nul¸. V silu (5) α_± 6 π/2 i, kak netrudno proverit~, v polose {

Λ ∈ C : | Re Λ| < 1^} (11)

net nenulevyh korneæ uravneniØ (10).

Predloßenie 1 (4.1.2, 4.1.5 [4]). Operator (6) fredgol~mov v

tom i tol~ko v tom sluqae, esli na prØmoæ {Λ ∈ C : Re Λ = l − β} net sobstvennyh qisel zadaq (9). Pri takih vesovyh pokazatelØh β rexenie (v, p) ∈ D^l_β(Ω) zadaqi (1), (3) udovletvorØet ocenke ‖ (v, p); D^l_β(Ω) ‖ 6 c^{(‖}(f, g, h); R^l_β(Ω, ∂Ω)^‖+^‖(v, p); L2(Ω∩BR)^{3‖)} (12) s postoØnnoæ c, ne zavisØweæ ot (v, p) i (f, g, h).

Spravedliva formula Grina (−ν∇ · ∇v + ∇p, u)_Ω + (−∇ · v, q)_Ω + (v, nq − ν∂_nu)_{∂Ω} = = (v, −ν∇ · ∇u + ∇q)_Ω + (p, −∇ · u)_Ω + (np − ν∂_nv, u)_{∂Ω}, (13) gde ( , )_Ξ – skalØrnoe proizvedenie v prostranstve L_2(Ξ), skalØrnom ili vektornom; (v, p), (u, q) ∈ C^∞_0 (Ω)^3; n – ediniqnyæ vektor vnexneæ normali k ∂Ω, a ∂_n = n·∇ – proizvodnaØ vdol~ n. BlagodarØ (13) zadaqa (1), (3) ØvlØetsØ formal~no samosoprØßennoæ i potomu verno sledu¸wee utverßdenie.

ZADAQA NAV^E––STOKSA V DVUMERNO` OBLASTI 211

Predloßenie 2 (4.1.2, 4.3.8, 5.1.4 [4]). Operatory S^l_β i S^l_{2l−β}

fredgol~movy odnovremenno, priqem

coker S^l_{2l−β} = {( u, q, ( nq − ν∂_n u )| ∂Ω ) : (u, q) ∈ ker S^l_β } . Tak kak S^l_β = S^l_{2l−β} pri pokazatele β = l, dopustimom v predloßenii 1 (vvidu skazannogo o polose (11)), v silu predloßeniØ 2

Ind S^l ≡ dim ker S^l − dim coker S^l = 0.

Krome togo, dlØ (v, p) ∈ ker S^l poluqaem sootnoxenie 0 = ( − ν∇ · ∇v + ∇p, v ) Ω + ( ν∂_nv − np, v ) ∂Ω = ν 2∑ j=1 ( ∇v_j, ∇v_j ) Ω, t.e. v_i = c_i, a potomu ∇p = 0 i p = c_0. Pri fftom c_i = 0 v sootvetstvii s odnorodnost~¸ usloviØ (3) i c_0 = 0 soglasno 1 /∈ V^l_l (Ω). Takim obrazom, Ødro operatora S^l trivial~no i on ØvlØetsØ izomorfizmom. Nakonec, teoremy 4.2.1, 4.2.4 [4] (sm. takße dalee predloßenie 3) nadelØ¸t fftim svoæstvom i te S^l_β , dlØ kotoryh |β − l| < 1 (opØt~-taki vvidu skazannogo o polose (11)).

Sledstvie 1. Operator S^l_β – izomorfizm pri β ∈ (l − 1, l + 1).

Poskol~ku uveliqenie β privodit k sußeni¸ prostranstva D^l_β(Ω) iz (6), S^l_β – monomorfizm dlØ β > l − 1.

Sledstvie 2. Esli pokazatel~ β > l − 1 dopustim v smyle pred-

loßeniØ 1, to iz (12) moßno ubrat~ poslednee slagaemoe.

3. LineænaØ zadaqa v vesovyh klassah s otdelennoæ asimptoti koæ. Motivacieæ dal~neæxego, bolee glubokogo, izuqeniØ

zadaqi (1), (3) slußit sledu¸waØ lemma.

Lemma 1. Pust~ ℓ ¿ 1. Otobraßenie (nelineænoe)

V^{l+1}_β (Ω)^2 ∋ v → N (v) = (v · ∇)v ∈ V^{l−1}_β (Ω)^2

okazyvaetsØ nepreryvnym lix~ pri uslovii β ¿ l + 1.

Dokazatel~stvo. Vvidu teorem Soboleva o vloßenii H^{l+1} v

C^{l−1} dostatoqno ograniqit~sØ sluqaØmi supp v ⊂ Ξ_± = Ω ∩ ( R^2_± \ B_R), gde R^2_± = {x : ±x_2 > 0}. V polupolose Σ_± = (ln R, ∞) × Υ_± rassmotrim vektor-funkci¸ Σ_± ∋ (t, φ) → u(t, φ) = exp([β − l]t)v ( e^t cos φ, e^t sin φ )

212 S. A. NAZAROV (inymi slovami, vypolnim zamenu koordinat x → (r, φ) → (t, φ), gde t = ln r, i poloßim u(t, φ) = r^{β−l}v(x)). Soglasno opredeleni¸ normy v V^{l+1}_β (Ω) spravedlivo vkl¸qenie u ∈ H^{l+1}(Σ_±) i ocenka ‖ ‖u; H^{l+1}(Σ_±) ‖ ‖ 6 c^‖v; V^{l+1}_β (Ξ±)^‖ (H^l(Σ) – prostranstvo Soboleva). Krome togo, r^{β−l+2}N (v; x) = exp(−[β−l−1]t) { u(t, φ)·L ( φ, ∂ ∂t , ∂ ∂φ )} u(t, φ), (14) priqem L = (L_1, L_2), L_j – differencial~nyæ operator pervogo porØdka s kofffficientami, gladko zavisØwimi ot φ ∈ [φ_± − α_±, φ_± + α_±]. Esli β − l − 1 ¿ 0, to ‖ ‖N (v); V^{l−1}_β (Ξ_±) ‖ ‖ 6 c^‖e^{−[β−l−1]t} (v · L)v; H^{l−1}(Σ±)^‖ 6 6 c^‖(u · L)u; H^{l−1}(Σ±)^‖ 6 c^‖u; C^{l−1}(Σ±)^‖×^‖u; H^l(Σ±)^‖ 6 (15) 6 c^‖u; H^{l+1}(Σ±)^{‖2} 6 c^‖v; V^{l+1}_β (Ξ±)^{‖2}

(primenili neravenstvo ‖ ‖u; Cl−1(Σ_±) ‖ ‖ 6 c^‖u; H^{l+1}(Σ±)^‖, garan-

tiruemoe upomØnutoæ teoremoæ vloßeniØ). V sluqae β − l − 1 < 0 ocenka (15) naruxaetsØ iz-za rastuwego ffksponencial~nogo mnoßitelØ v (14). •

Itak, operator N , otveqa¸wiæ nelineænym slagaemym v (2), okazyvaetsØ nepreryvnym tol~ko dlØ teh l i β, kotorye ne udovletvorØ¸t uslovi¸ sledstviØ 1. Operator S^l_β ne ØvlØetsØ izomorfizmom, esli β ¿ l + 1 (pri β = l + 1 on terØet fredgol~- movost~ soglasno predloßeni¸ 1, a pri β > l + 1 voznikaet netrivial~noe koØdro – sm. dalee predloßenie 3). Pofftomu operator zadaqi Nav~e–Stoksa nel~zØ rassmatrivat~ kak vozmuwenie operatora S^l_β. My ispravim poloßenie del, suziv oblast~ opredeleniØ operatora zadaqi Stoksa za sqet utoqneniØ povedeniØ rexeniØ na beskoneqnosti. Pri fftom situacii α_± < π/2 i α_± = π/2 (sm. (5)) obrabatyva¸tsØ po-raznomu, i v posledneæ prihoditsØ vvodit~ dopolnitel~nye ograniqeniØ na dannye zadaqi. Podqerknem, qto ffti ße ograniqeniØ voznika¸t i togda, kogda hotØ by odin iz rastvorov 2α_± uglovyh vyhodov na beskoneqnost~ raven π, no fftot, kombinirovannyæ, sluqaæ otdel~no

ZADAQA NAV^E––STOKSA V DVUMERNO` OBLASTI 213 ne rassmatrivaetsØ, poskol~ku novye zatrudneniØ pri poluqenii rezul~tata ne voznika¸t.

Sledu¸wee utverßdenie poluqaetsØ posle nesloßnyh vyqisleniæ, otnosØwihsØ k transcendentnomu uravneni¸ (10) i k sisteme (9) (ih moßno naæti, k primeru, v [14–16]). DlØ sokraweniØ zapisi ne budem ukazyvat~ metki “±” u simvolov V^±, P^±, α_±, Υ_± i t.p., a φ_± budem oboznaqat~ φ^0.

Lemma 2. 1) Esli α < π/2, to v polose {Λ ∈ C : | Re Λ| < 1 + δ(a)},

gde δ(α) > 0, δ(α) → +0 pri α → π/2 − 0 i δ(α) → +∞ pri α → +0, ime¸tsØ v toqnosti dva sobstvennyh qisla Λ = ±1 zadaqi (9). Oni prostye, i im sootvetstvu¸t sobstvennye vektory

V^{(+1)}(φ) = 0, P^{(+1)}(φ) = 1;

V^{(−1)}(φ) = [ cos 2(φ − φ^0) − cos 2α ] (cos φ, sin φ), (16)

P^{(−1)}(φ) = 2 cos 2(φ − φ^0).

2) Pri α = π/2 polosa {Λ ∈ C : | Re Λ| < 2} soderßit v toqnosti dva sobstvennyh qisla Λ = ±1 zadaqi (9). Oni prosty algebraiqeski (prisoedinennyh vektorov net), no kaßdomu otveqaet para sobstvennyh vektorov. Pervye sobstvennye vektory zada¸tsØ ravenstvami (16) pri φ^0 = α = π/2, a vtorye ime¸t vid

V^{(+1)}(φ) = (sin φ, 0), P^{(+1)}(φ) = 0;

V^{(−1)}(φ) = sin 2φ(cos φ, sin φ), P^{(−1)}(φ) = 2 sin 2φ.

(17)

Lemma 3.5.9 [4] “dvumernoæ” formule Grina (13) sopostavlØet ee “odnomernyæ” variant (vproqem, nesloßen i ego neposredstvennyæ vyvod): ⟨ S(Λ)(V, P ), (U, Q)⟩ +^∑_± ±V · T(−Λ)(U, Q)^|_{φ=φ0±α} = = ⟨ (V, P ), S(−Λ)(U, Q)⟩ + ∑ ± ±T(Λ)(V, P ) · U^|_{φ=φ0±α}; (18) zdes~ Λ ∈ C , qerta oznaqaet kompleksnoe soprØßenie, ⟨ , ⟩ – skalØrnoe proizvedenie v L_2(Υ), S(Λ) = S(Λ, ∂/∂φ), T(Λ)(V, P ) = (− sin φ, cos φ)P − ν∂U/∂φ

214 S. A. NAZAROV (mnoßitelem pri P slußit ediniqnyæ vektor normali k storone {φ = φ^0 + α} ugla (4)). Iz (18) vytekaet, qto zadaqa

S^(Λ,^∂_{∂φ}^)(V, P ) = (F, G) na Υ, V (φ^0 ± α) = H^{(±α)} (19)

i ta ße zadaqa s zamenoæ Λ na −Λ okazyva¸tsØ formal~no samosoprØßennymi. Teper~, opiraØs~ na izvestnye svoæstva fflliptiqeskih kraevyh zadaq, poluqaem v sootvetstvii s lemmoæ 2 ispol~zuemye dalee usloviØ razreximosti zadaqi (19) pri Λ = −1.

Sledstvie 3. 1) Esli α < π/2 i Λ = −1, to zadaqa (19) s pravoæ

qast~¸ ( F, G, H^{(±α)} ) ∈ H^{l−1}(Υ)^2 ×H^l(Υ)×C^2 ×C^2 (20)

imeet rexenie (V, P ) ∈ H^{l+1}(Υ)^2 ×H^l(Υ) (21)

v tom i tol~ko v tom sluqae, esli ∫ Υ G(φ)dφ + ∑ ± ± [ H^{(±α)}_2 cos φ − H^{(±α)}_1 sin φ ]| |_{φ=φ}0_{±α} = 0. (22)

�to rexenie opredeleno s toqnost~¸ do slagaemogo c(V^{(−1)}, P^{(−1)}).

2) Pri α = π/2 zadaqa (19) s α = −1 i s pravoæ qast~¸ (20) imeet rexenie (21) togda i tol~ko togda, kogda v dopolnenie k (22) spravedlivo sootnoxenie φ0_{+π/2} ∫ φ0_{−π/2} F_1(φ) sin φ dφ + ν ( H^{(+α)}_1 + H^{(−α)}_1 ) = 0. (23)

�to rexenie opredeleno s toqnost~¸ do additivnoæ dobavki c(V^{(−1)}, P^{(1)}) + c(V^{(−1)}, P^{(−1)}).

Zameqanie 1. 1) Kak obyqno, usloviØ razreximosti (22) i (23)

voznika¸t iz formuly Grina (18), esli poloßit~ Λ = −1, zamenit~ S(−1)(V, P ) i V (φ^0 ± α) pravymi qastØmi (F, G) i H^{(±α)}, a na mesto (U, Q) postavit~ sobstvennye vektory iz (16) i (17), otveqa¸wie Λ = 1.

2) Vektor (r^ΛV, r^{Λ−1}P ) slußit rexeniem zadaqi (8) s pravymi qastØmi r^{Λ−2}F , r^{Λ−1}G i r^ΛH.

ZADAQA NAV^E––STOKSA V DVUMERNO` OBLASTI 215 Fiksiruem natural~noe qislo l i vesovoæ pokazatel~ γ ∈ ( l + 1, l + 1 + min { δ(α_+), δ(α_−) }) , (24)

gde δ(α) – veliqina iz lemmy 2(1), priqem v sluqae α_± = π/2 sqitaem dopolnitel~no, qto v (24) min{. . . } = 1. Vvedem prostranstvo D vektor-funkciæ (v, p), predstavimyh v vide v(x) = ~v(x) + ∑ ± χ_±(x)r^{−1} V^±(φ), p(x) = ~p(x) + ∑ ± χ_±(x) [ r^{−2}P^±(φ) + Π^± ] , (25)

gde χ_± – gladkie srezu¸wie funkcii, χ_± = 1 na (Ω \ B_{2R}) ∩ R^2_± i χ_± = 0 na Ω \ (B_R ∩ R^2_±) (inymi slovami, χ_± ravna edinice okolo beskoneqnosti v “svoem” uglovom vyhode K_± i annuliruetsØ v “qußom” vyhode K_±). Naznaqim dlØ D taku¸ normu: ‖ ‖(v, p); D ‖ ‖ = { ‖ ‖(~v, ~p); D^l_γ (Ω) ‖ ‖^2+ + ∑ ± [‖ (V^±, P^±); H^{l+1}(Υ_±)^2 ×H^l(Υ_±) ‖ ‖^2 + | |Π^± | |^2]}^{1/2} (26)

(vernulis~ k zapisi, vkl¸qa¸weæ metki “±”). Dalee qerez π_± oboznaqaem nepreryvnye proekcii v D; imenno, π_±(v, p) = Π^±.

Zameqanie 2. 1) DlØ komponent vj vektora skorosteæ iz (25) ko-

neqny integraly Dirihle (∇v_j, ∇v_j)_Ω. V davlenie p dobavleno soderßawee Π^± slagaemoe, kusoqno postoØnnoe na Ω \ B_{2R}, – ono ne mexaet fiziqeskomu osmysleni¸ zadaqi i, bolee togo, neobhodimo poØvlØetsØ pri obobwennoæ postanovke zadaq Stoksa i Nav~e–Stoksa (sm. [8, 9] i dr.).

2) Netrudno obnarußit~, qto pri π_±(v, p) = 0 vypolnØ¸tsØ vkl¸qenie (v, p) ∈ D^l_β(Ω) i neravenstvo ‖(v, p); D^l_β(Ω)‖ 6 c‖(v, p);

D‖; zdes~ β ∈ (l − 1, l + 1), kak i v sledstvii 1.

Oqevidno, qto operator S zadaqi Stoksa (1), (3) deæstvuet nepreryvno iz D v prostranstvo R, sostoØwee iz teh troek (f, g, h), kotorye dopuska¸t predstavleniØ f(x) = ~f(x) + ∑ ± χ_±(x) r^{−3} F^±(φ), g(x) = ~g(x) + ∑ ± χ_±(x) r^{−2} G^±(φ), (27)

216 S. A. NAZAROV h(x) = ~h(x) + ∑ ± χ_±(x) r^{−1} H^±(φ)

i ime¸t koneqnoæ normu ‖ ‖(f, g, h); R ‖ ‖ = {‖ ‖( ~f , ~g, ~h); R^l_γ (Ω, ∂Ω) ‖ ‖^2+ + ∑ ± [‖ (F^±, G^±); H^{l−1}(Υ_±)^2 ×H^l(Υ_±) ‖ ‖^2+ (28)

+ | |H^±(φ_± − α_±) | |^2 + | |H^±(φ_± + α_±) | |^2] }_{1/2} . Obrawaem vnimanie na to, qto razloßenie h v (27) napisano dlØ podhodØwego prodolßeniØ fftoæ vektor-funkcii, a dlØ samogo sleda na ∂Ω v komponentah H^±(φ) vaßno znat~ tol~ko H^±(φ_± + α_±) i H^−(φ_± − α_±) – ffto obstoØtel~stvo naxlo otraßenie v (28). Otmetim ewe, qto perehod v (25), (27) k novym srezkam χ_± (v tom qisle variaciØ razmera R) ne izmenØet prostranstv D i R ni algebraiqeski, ni topologiqeski.

Preßde qem issledovat~ polnost~¸ svoæstva otobraßeniØ

S : D → R, (29)

privedem konkretizaci¸ izvestnoæ teoremy [1] (sm. takße teoremu 3.2.1 [4]) ob asimptotike rexeniæ fflliptiqeskih zadaq s koniqeskimi ili uglovymi toqkami (pomimo ssylki na obwie rezul~taty, ispol~zu¸tsØ lemma 2 i sledstvie 2).

Predloßenie 3. Pust~ (v, p) ∈ D^l_β(Ω) – rexenie zadaqi (1), (3)

s pravoæ qast~¸ (f, g, h) ∈ R^l_γ (Ω, ∂Ω), gde l, β i γ podqineny uslovi¸ sledstviØ 1 i sootnoxeni¸ (24). Togda dlØ v i p spravedlivy predstavleniØ (25), v kotoryh

(V^±, P^±) = b_± ( V^{±(−1)}, P^{±(−1)} ) + b_± ( V^{±(−1)}, P^{±(−1)} ) ; (30)

vektor-funkcii sprava postroeny v uglovyh vyhodah (4) soglasno lemme 2, a b_± i b_± – postoØnnye (razumeetsØ, b_± = 0 v sluqae α_± < π/2). DlØ kofffficientov b_±, b_± i ostatka (~v, ~p) verna ocen- ka ‖ (~v, ~p); D^l_β(Ω) ‖ + ∑ ± ( |b_±| + |b_±| ) 6 c^‖(f, g, h); R^l_γ(Ω, ∂Ω)^‖. (31) Pereædem k dokazatel~stvu osnovnogo utverßdeniØ fftogo razdela.

ZADAQA NAV^E––STOKSA V DVUMERNO` OBLASTI 217

Teorema 1. 1) Operator S iz (29) fredgol~mov i ego indeks

Ind S = dim ker S − dim coker S raven 0 pri α± < π/2 i −2 pri

α_± = π/2.

2) Podprostranstvo ker S dvumerno i natØnuto na special~nye rexeniØ (0, 0, 1) i (V, P) ∈ D odnorodnoæ zadaqi (1), (3). Vtoroe rexenie harakterizuetsØ sledu¸wimi formulami:

π_±(V, P) = ∓ 1 2 , J(V; Γ) ≡ ∫ γ V · ndsx > 0; (32) zdes~ Γ – proizvol~nyæ prostoæ gladkiæ kontur, soedinØ¸wiæ luqi {x : r > R, φ = φ_+ ± λ_+} vnutri Ω, a n – normal~, vnutrennØØ dlØ oblasti, otsekaemoæ ot Ω dugoæ Γ i soderßaweæ beskoneqnu¸ qast~ ugla K_+.

3) Esli α_± = π/2 (α_± < π/2), to podprostranstvo coker S qetyrehmerno (dvumerno) i defektnye funkcionaly mogut byt~ vybrany v sootvetstvii s lemmoæ 2, t.e. usloviØ razreximosti zadaqi (1), (3) v klasse D ime¸t vid ∫ Υ� G^±(φ)dφ + ∑ θ=±α θ α [ H_2(φ_± + θ) cos(φ_± + θ)−

−H^±_1 (φ_± + θ) sin(φ_± + θ) ] = 0,

(33)

(3π±π)/2 ∫ (π±π)/2 F^±_1 (φ) sin φdφ + ν [ H^±_1 ( π ± π 2 ) + H^±_1 ( 3π ± π 2 )] = 0 (34)

(uslovie (34) ne prinimaetsØ vo vnimanie, esli α_± < π/2).

Dokazatel~stvo. Snaqala rassmotrim takoæ operator zadaqi

Stoksa:

S^0 : D = {(v, p) ∈ D : π±(v, p) = 0} → R^0; (35)

pri fftom v R^0 pomestim te fflementy (f, g, h) ∈ R, dlØ kotoryh vypolneny usloviØ ortogonal~nosti (33) (i (34) v sluqae α_± = π/2). Vvidu zameqaniØ 2(2) i sledstviØ 1 imeem ker S^0 = {0}. Esli (f, g, h) ∈ R^0, to v silu sledstviØ 3 zadaqi (19) na dugah Υ_± razreximy; oboznaqim ih operatory qerez A_± . Fiksiruem kakim-libo sposobom nepreryvnye lineænye obratnye B_± k ffpimorfizmam

A ± : H^{l+1}(Υ±)^2 ×H^l (Υ±) → Im A ±

218 S. A. NAZAROV i, poloßiv (V^{0±}, P^{0±}) = B_± (F^±, G^±, H^±), poluqim ‖ ‖(V^{0±}, P^{0±}); H^{l+1}(Υ_±)^2 ×H^l(Υ_±) ‖ ‖ 6 6 c^‖(F^±, G^±, H^±); H^{l−1}(Υ±)^2 ×H^l(Υ±)×C^{4 ‖} 6 C‖(f, g, h); R‖^{(36)}

(sravni s (28)). Zametim, qto teper~

(f^0, g^0, h^0) ≡ (f, g, h) − ∑ ± S^(χ±(V^{0±}, P^{0±})^) ∈ R^l_γ (Ω, ∂Ω).

Soglasno sledstvi¸ 1 naædetsØ (edinstvennoe) rexenie (v^0, p^0) ∈ D^l_β(Ω) zadaqi (1), (3) s takoæ pravoæ qast~¸, priqem v sootvetstvii s predloßeniem 3 (v^0, p^0) ∈ D^0 i pri uqete (31), (26) i (36), (28) ‖ ‖(v^0, p^0); D ‖ ‖ 6 c^‖(f^0, g^0, h^0); R^‖ 6 C^‖(f, g, h); R^‖.

Itak, (v^0, p) = (v^0, p^0) + ∑ ± χ_±(V^{0±}, P^{0±}) ∈ D^0 – rexenie zadaqi (1), (3) i verna ocenka ‖(v, p); D‖ 6 c‖(f, g, h); R‖, t.e. S^0 – izomorfizm (tak kak dim ker S^0 = 0 po dokazannomu ranee).

Faktoprostranstvo D/D^0 dvumerno i potomu indeks operatora S^0 : D → R^0 takße raven dvum. On – ffpimorfizm, poskol~ku netrudno pred¨Øvit~ dva lineæno nezavisimyh rexeniØ iz D odnorodnoæ zadaqi (1), (3): vo-pervyh, oqevidnoe rexenie (0,0,1) (postoØnnoe davlenie v pokoØweæsØ ßidkosti) i, vo-vtoryh, vektor-funkciØ

(V, P) =^∑_± ±^1_2 χ±(0, 0, 1) + (V^0, P^0),

gde (V^0, P^0) ∈ D^0 ⊂ D^l_β(Ω) – rexenie zadaqi (1), (3) s pravoæ qast~¸ − ∑ ± ± 1 2 S^[χ±(0, 0, 1)^] ∈ C^∞_0 (Ω)^3 ×C^∞_0 (∂Ω)^2.

Izvestno (sm. [1] i lemmy 3.5.11, 3.3.1 [4]), qto pri naruxenii usloviæ ortogonal~nosti (33), (34) rexeniØ (v, p) ∈ D^l_β (Ω) zadaqi (1), (3) s pravoæ qast~¸ (f, g, h) ∈ R predstavlØ¸tsØ kak summa fflementa prostranstva D i vyraßeniØ

log r ∑ ± χ_± { C_± ( r^{−1}V^{±(−1)}, r^{−2}P^{±(−1)} ) + +C_± ( r^{−1}V^{±(−1)}, r^{−2}P^{±(−1)} )}

ZADAQA NAV^E––STOKSA V DVUMERNO` OBLASTI 219 (C_± = 0 v sluqae α_± < π/2), priqem postoØnnye C_± i C_± proporcional~ny integralam sleva v (33) i (34). Takim obrazom, upomØnutoe rexenie popadaet v D tol~ko pri vypolnenii ravenstv C_± = 0 i C_± = 0, ffkvivalentnyh (33) i (34).

Iz privedennyh faktov vyteka¸t vse utverßleniØ teoremy 1, za iskl¸qeniem vtorogo sootnoxeniØ v (32) – proverim ego. Snaqala otmetim, qto blagodarØ uravneniØm ∇·V = 0 v Ω i V = 0 na ∂Ω integral J(V; Γ) ne zavisit ot vybora puti integrirovaniØ Γ. Voz~mem teper~ Γ = ∂B_ρ ∩K_+, sqitaØ ρ skol~ ugodno bol~xim, i vospol~zuemsØ formuloæ Grina v oblasti Ω ∩ B_ρ dlØ vektorov

(V, P − 1/2) i (0,0,1): 0 = ( − ν∇ · ∇V + ∇ [P − 1/2^], V^)_{Ω∩Bæ} = = ν 2∑ j=1 ( ∇Vj, ∇Vj^)_{Ω∩Bæ} −^∑_±^(ν^∂V_{∂r} −^x_ρ^[P−^1_2^], V^)_{∂Bæ∩K�} .^{(37)}

Po postroeni¸ pri l¸bom σ > 0

V ∈ V^{l+1}_{l+1−σ} (Ω)^2, P +^1_2 ∈ V^l_{l+1−σ} (Ω ∩ R^2_+), P −^1_2 ∈ V^l_{l+1−σ} (Ω ∩ R^2_−).

Pofftomu pravaØ qast~ (37) lix~ summoæ ν 2∑ j=1 ( ∇Vj, ∇Vj^)_Ω − J(V; ∂Bρ ∩ K+) otliqaetsØ ot beskoneqno maloæ (pri ρ → ∞). ˚sno, qto pervyæ qlen poloßitel~nyæ (ravenstva V_j = c_j nevozmoßny). VspominaØ nezavisimost~ J(V; Γ) ot puti integrirovaniØ, vybiraem ρ dostatoqno bol~xim i zakanqivaem dokazatel~stvo formuly (32), a vmeste s neæ i vseæ teoremy. •

Ukazannyæ teoremoæ 1 (2) proizvol v vybore additivnoæ postoØnnoæ v davlenii vpolne estestvenen s fiziqeskoæ toqki zreniØ. Naliqie ewe odnogo rexeniØ odnorodnoæ zadaqi Stoksa prinußdaet vvodit~ dopolnitel~noe ograniqenie na rexenie, dobivaØs~ tem samym trebuemoæ edinstvennosti. Tradicionno v podobnyh zadaqah zadaetsØ libo summarnyæ potok qerez seqenie oblasti Ω (qerez otverstie v peregorodke; sm. [8]), libo perepad davleniØ (raznost~ Π^+ − Π^−; sm. [8, 5]). DlØ formalizacii

220 S. A. NAZAROV takih usloviæ rassmotrim nepreryvnyæ lineænyæ funkcional π_Ω : D → R, opredelennyæ odnoæ iz dvuh formul

π_Ω(v, p) = lim_{ρ→∞} J(v; ∂B_ρ ∩ K_+),

π_Ω(v, p) = lim_K +∋x→∞ p(x) − lim K�∋x→∞ p(x). (38)

BlagodarØ asimptotiqeskim predstavleniØm (25) vse predely sprava v (38) deæstvitel~no ime¸t smysl. Pervyæ iz nih sovpadaet v real~noæ situacii g = 0, h = 0 s potokom, vyqislennym po l¸bomu seqeni¸ Γ, opisannomu v teoreme 1 (2). Vo vtorom sluqae π_Ω – raznost~ uße obsußdavxihsØ proekciæ π_+ i π_−.

Sledu¸wee utverßdenie vytekaet iz teoremy 1 i, v qastnosti, iz provozglaxennyh e¸ svoæstv (32) special~nogo rexeniØ

(V, P) ∈ ker S.

Teorema 2. Zadaqa (1), (3), dopolnennaØ uravneniem

π_Ω(v, p) = j, (39)

imeet rexenie (v, p) ∈ D pri l¸boæ pravoæ qasti (f, g, h, j) ∈ R^0 ×R. (40) �to rexenie opredeleno s toqnost~¸ do additivnoæ postoØnnoæ v davlenii, a rexenie, normirovannoe usloviem

T (v, p) = 0, (41)

gde T – nepreryvnyæ lineænyæ funkcional na D, takoæ, qto T (0, 0, 1) ≠ 0, dopuskaet ocenku ‖(v, p); D‖ 6 c ( ‖(f, g, h); R‖ + |j| ) . (42)

4. Zadaqa Nav~e–Stoksa pri α± < π/2. Kak i v sluqae urav-

neniæ Stoksa, snabdim zadaqu (2), (3) asimptotiqeskim usloviem (39).

Lemma 3. Otveqa¸wee nelineænomu qlenu iz (2) otobraßenie

D ∋ (v, 0) → Nv =^([v · ∇] v, 0, 0^) ∈ R, (43)

nepreryvno; spravedliva ocenka ‖Nv; R‖ 6 c‖(v, 0); D‖^2.

Dokazatel~stvo. DlØ kratkosti zapixem pervoe iz razloßeniæ

(25) v vide v = ~v + Σ. Imeem f ≡ (v · ∇)v = (Σ · ∇)Σ + (Σ · ∇) ~v + (~v · ∇)Σ + (~v · ∇) ~v. (44)

ZADAQA NAV^E––STOKSA V DVUMERNO` OBLASTI 221 Predstavim f v forme, predloßennoæ v (27), i ustanovim sootvetstvu¸wie ocenki sostavlØ¸wih ~f i F^±. Vypolniv differencirovanie v polØrnyh koordinatah, zametim, qto ( Σ(x) · ∇ ) Σ(x) = F^0(x) + ∑ ± χ_± r^{−3}F^±(φ),

gde F^± ∈ H^{l−1}Υ_±)^2 v silu vloßeniØ H^{l+1}(Υ_±) ⊂ C^l(Υ_±) i F^0 ∈ H^{l−1}(Ω)^2 – vektor-funkciØ s nositelem v Ω ∩ B_{2R}. Poloßim F^± = F^±, a veliqinu F^0 otnesem k ostatku ~f (ona, koneqno ße, prinadleßit V^{l−1}_γ (Ω)^2). Tak kak ~v ∈ V^{l+1}_γ (Ω)^2 i γ > l + 1, neobhodimaØ informaciØ o (~v · ∇) ~v izvlekaetsØ iz lemmy 1. Krome togo, soglasno opredeleni¸ vesovyh klassov ‖ ‖(Σ · ∇) ~v; V^{l−1}_γ (Ω) ‖ ‖ + ‖ ‖( ~v · ∇)Σ; V^{l−1}_γ (Ω) ‖ ‖ 6 6 cM^{(‖} ~v; V^l_{γ−1}(Ω)^‖ +^‖ ~v; V^{l−1}_{γ−2}(Ω)^{‖)} 6 cM^‖ ~v; V^{l+1}_γ (Ω)^‖, priqem blagodarØ strukture vyraßeniØ Σ

M ≡ sup { |∇^kΣ(x)|(1 + r)^{1+k} | | x ∈ Ω, k = 0, 1, . . . , l} 6 6 c sup^{ |∂^k_φ V^±(φ)|r^{−1−k}(1+r)^{1+k |} φ ∈ Υ±, r > R, k = 0, 1, . . . , l^} 6 6 c^∑_±^‖V^±; C^l(Υ±)^‖ 6 c^∑_±^‖V^±; H^{l+1}(Υ±)^‖.

Teper~ dokazyvaemoe utverßldenie somneniæ ne vyzyvaet. • Pri α_± < π/2 podprostranstvo R^0 (sm. (35)) poluqaetsØ iz

R naloßeniem usloviæ (33), ne zatragiva¸wih F^±. Takim obra-

zom, operator N, opredelennyæ v (43), deæstvuet na samom dele v podprostranstvo R^0, t.e. princip Banaha (princip sßima¸- wih otobraßeniæ) vmeste s teoremoæ 2 i lemmoæ 3 dostavlØet oqerednoe utverßdenie.

Teorema 3. Pust~ α± < π/2. Suwestvuet δ = δ(ν, Ω) > 0, takoe,

qto zadaqa (2), (3), (39) s pravoæ qast~¸ (40) (t.e. vypolneny usloviØ (33)), podqinennoæ sootnoxeni¸ ‖(f, g, h); R‖ + |j| < δ (45) imeet rexenie (v, p) v xare iz D s radiusom Cδ. Rexenie moßno normirovat~ usloviem (41) – takoe rexenie stanet edinstvennym i okaßetsØ vernoæ ocenka (42).

222 S. A. NAZAROV

5. Zadaqa Nav~e–Stoksa pri α± = π/2.. To obstoØtel~stvo,

qto v predyduwem razdele Nv ∈ R^0 pri vseh (v, p) ∈ D, bylo rexa¸wim: usloviØ ortogonal~nosti (33) obespeqivalis~ trebovaniØmi k g i h. V sledu¸weæ lemme my pokaßem, qto pri α_± = π/2 iz-za poØvleniØ novogo usloviØ ortogonal~nosti (34) situaciØ v korne menØetsØ i primenenie principa Banaha stanovitsØ problematiqnym.

VernemsØ k oboznaqeniØm iz lemmy 2 (ne pixem “±”).

Lemma 4. Pust~ φ^0 = α = π/2,

V = aV^{(−1)} + aV^{(−1)} (46)

i r^{−3}F(φ) = (r^{(−1)}V (φ) · ∇)[r^{−1}V (φ)]; togda π∫ 0 F1(φ) sin φ dφ = −^π_2 aa.

Dokazatel~stvo. Pol~zuØs~ ravenstvami (16), (17) i perehodØ

k polØrnym koordinatam pri differencirovanii, poluqaem, qto

F1(φ) = −^[a(1 − cos 2φ) + a sin 2φ^{]2} cos φ.

Ostal~nye vyqisleniØ prosty. •

Itak, daße dlØ rexeniØ (v, p) lineænoæ zadaqi vyraßenie Nv leßit vne R^0 v tom sluqae, kogda uglovaØ qast~ (46) asimptotiki (25) soderßit oba sobstvennyh vektora V^{(−1)} i V^{(−1)}. Inymi slovami, zadaqu Nav~e–Stoksa nel~zØ rassmatrivat~ na D kak vozmuwenie zadaqi Stoksa. Nas spasaet sledu¸wee nabl¸denie: esli H^{(+α)}_1 = −H^{(−α)}_1 i funkciØ (−π/2, π/2) ∋ θ → F_1(θ + π/2) neqetnaØ, to ravenstvo (23) vypolnØetsØ avtomatiqeski (poØsnenie k lemme 4: trebuØ neqetnost~ funkcii θ → V_1(θ + π/2), my tem samym annuliruem a v (46) iz-za otsutstviØ takogo svoæstva u V^{(−1)}_1 ; sm. (17)). Takim obrazom, razumno popytat~sØ dobit~- sØ nußnyh ortogonal~nosteæ, suziv postanovku zadaqi za sqet usloviæ simmetrii:

Ω = {x : (−x_1, x_2) ∈ Ω};

f_1(x) = −f(−x_1, x_2), h_1(x) = −h(−x_1, x_2), (47)

ZADAQA NAV^E––STOKSA V DVUMERNO` OBLASTI 223 f_2(x) = f_2(−x_1, x_2), h_2(x) = h_2(−x_1, x_2), g_1(x) = g(−x_1, x_2),

V fftom sluqae rexenie (v, p) takße moßno podqinit~ sootnoxeniØm

v_1(x) = −v_1(−x_1, x_2), v_2(x) = v_2(−x_1, x_2), p(x) = p(−x_1, x_2). (48)

˚sno, qto v silu (48) (v · ∇)v_2 i (v · ∇)v_1 – sootvetstvenno qetnaØ i neqetnaØ funkciØ peremennoæ x_1. Pofftomu sledu¸wee utverßdenie, dopolnØ¸wee lemmu 3 v sluqae α_± = π/2, oqevidno.

Lemma 5. Esli dlØ (v, p) ∈ D vypolnØetsØ (48), to Nv ∈ R^0.

ObrawaØ vnimanie na to, qto rexeniØ uravneniæ Nav~e– Stoksa, voobwe govorØ, mogut terØt~ svoæstva qetnosti (48). Tem ne menee, interpretiruØ nelineænyæ qlen N kak maloe vozmuwenie operatora S, sußennoe na podprostranstvo v D, kotoroe vydeleno formulami (47), prihodim k ßelannomu rezul~tatu pri pomowi lemmy 5 vkupe s principom Banaha.

Teorema 4. Pust~ α± = π/2, no oblast~ Ω simmetriqna otno-

sitel~no osi absciss. Togda naædetsØ δ = δ(ν, Ω) > 0 takoe, qto zadaqa (2), (3), (39) s pravoæ qast~¸, podqinennoæ sootnoxeni- Øm (40), (45), (47) (pri fftom trebovaniØ (33), (34) sobl¸deny), imeet rexenie (v, p) v xare iz D s radiusom Cδ. �to rexenie udovletvorØet (48) i ego moßno normirovat~ usloviem (41).

6. Neskol~ko zameqaniæ. 1) Privedem ewe odno ob¨Øsnenie

priqin poØvleniØ ograniqeniæ (48). Pust~ w(x) = r^{−1} W (φ) i w udovletvorØet sootnoxeniØm ∇ · w = 0 v R^2_+ i w = 0 na ∂R^2_+ (fiziqeski estestvennye usloviØ). Poloßim r^{−3}F (φ) = f(x) = (w(x) · ∇)w(x); togda π∫ 0 F_1(φ) sin φ dφ = ( ln b a )_{−1} ∫ T f_1(x)x_2 dx,

gde T = {x ∈ R^2 : 0 < a < r < b} – polukol~co (s proizvol~nymi razmerami a i b). IntegriruØ po qastØm, nahodim ∫ T x_2fdx = ∫ T x_2 ( w_1 ∂w_1 ∂x_1 + w_2 ∂w_1 ∂x_2 ) dx =

224 S. A. NAZAROV − ∫ T (x_2w_1∇ · w + w_1w_2)dx + ∫ ∂T x_2w_1(w · n)ds_x. Tak kak poslednee podyntegral~noe vyraßenie est~ odnorodnaØ funkciØ stepeni −1, integraly po vnutrennemu i vnexnemu obvodam polukol~ca vzaimno uniqtoßa¸tsØ. Sledovatel~no, v silu nazvannyh svoæstv vektora w obsußdaemomu uslovi¸ ortogonal~nosti moßno pridat~ vid ∫ T w_1(x)w_2(x)dx = 0. (49)

RazumeetsØ, (49) vytekaet iz analogiqnyh (48) sootnoxeniæ

w_1(x) = −w_1(−x_1, x_2), w_2(x) = w_2(−x_1, x_2). (50)

Netrußno pridumat~ drugie primery, v kotoryh vypolnenie (49) obespeqivaetsØ kakimi-libo predpoloßeniØmi o simmetrii. Tak, esli pomenØt~ v (47), (48) mestami usloviØ qetnosti i neqetnosti (t.e. v rezul~tate (50) pereædet v

w_1(x) = w_1(−x_1, x_2), w_2(x) = −w_2(−x_1, x_2)),

to spravedliva formula (49), a znaqit, i utverßdenie tipa teoremy 4. Pri fftom vvidu naznaqennoæ simmetrii uslovie (39) obØzano byt~ odnorodnym – ono udovletvorØetsØ avtomatiqeski. Fiziqeskoe istolkovanie postavlennoæ zadaqi ne stol~ prozraqno, kak v sluqae (48).

2) Geometriqeski vozmoßna situaciØ, v kotoroæ, naprimer, α_+ < π/2, no α_− ¿ π/2 (otkazyvaemsØ ot (5)). Pri α_− > π/2 v asimptotike rexeniØ zadaqi Stoksa na K_− poØvlØetsØ stepennoe rexenie (7) s Λ = −Λ_0, gde Λ_0 ∈ (0, 1) – pervyæ poloßitel~nyæ koren~ uravneniØ (10). �to privodit v sledstvii 1 k sußeni¸ intervala izmeneniØ parametra β do (l − Λ_0, l + Λ_0), a lemma 3 voobwe perestaet byt~ vernoæ. Kak i v sluqae α_− = π/2, poloßenie del ispravlØetsØ vvedeniem ograniqeniæ (47) na simmetri¸ dannyh zadaqi: netrudno ubedit~sØ v tom, qto nazvannoe stepennoe rexenie ne udovletvorØet trebuemomu uslovi¸ qetnosti, t.e. mnoßitel~ pri nem v asimptotike rexeniØ dolßen obratit~- sØ v nul~ – teper~ vosstanavlivaetsØ utverßdenie sledstviØ i rabotaet shema iz razd. 5.

ZADAQA NAV^E––STOKSA V DVUMERNO` OBLASTI 225 3) Obwie rezul~taty [3] (sm. takße §§3.6, 4.1 [4]) o zadaqah v oblastØh s koniqeskimi ili uglovymi toqkami pozvolØ¸t perenesti teoremy 1–4, operiru¸wie s V^l_σ (Ω), na sluqaæ vesovyh prostranstv L_p ili vesovyh klassov Gel~dera. My vozderßivaemsØ ot formulirovok sootvetstvu¸wih utverßdeniæ, poskol~- ku oni svodØtsØ k standartnym opredeleniØm norm i prØmomu pereskazu samih teorem s oqevidnymi izmeneniØmi granic dlØ vesovyh pokazateleæ β i γ.

4) Kak uße upominalos~, dlØ rexeniØ (v, p) ∈ D shoditsØ integral Dirihle. Esli dannye zadaqi beskoneqno differenciruemy (vkl¸qenie (40) imeet mesto pri l¸bom l = 1, 2, . . . i pokazatele γ, podqinennom (24)), to dlØ vsØkogo k = 0, 1, . . . | ∇^kv(x) | = O ( r^{−1−k} ) , | ∇^k ( p(x) − Π^± )| = O ( r^{−2−k} ) , K_± ∋ x → ∞. �ti sootnoxeniØ moßno poluqit~ libo pri pomowi teorem vloßeniØ (sm. naqalo dokazatel~stva lemmy 1), libo za sqet prisposobleniØ teorem 3 i 4 k vesovym klassam Gel~dera.

5) Geometriqeski prosteæxeæ ØvlØetsØ oblast~ Ω = R^2 \ {x : x_2 = 0, |x| ¿ L > 0} – ploskost~ s dvumØ polubeskoneqnymi razrezami (otmetim, qto uslovie simmetrii sobl¸deno, i qto imenno ffta zadaqa [8] ob otverstii v peregorodke iniciirovala mnogoqislennye issledovaniØ, upomØnutye v razd. 1). Granica ∂Ω imeet dve uglovye toqki s rastvorami 2π, verxiny O^± razrezov. V nih rexeniØ zadaq (1), (3) i (2), (3) terØ¸t gladkost~ i potomu ne prinadleßat V^{l+1}_β (Ω) s l > 0. �tu nepriØtnost~ legko ustranit~ vvedeniem prostranstva V^l_{β,μ}(Ω) s normoæ (_l∑ k=0 ‖ ‖(1 + r)^{β−l+k} min{1, r_±}^{μ−l+k} ∇^kz; L_2(Ω) ‖ ‖^2 )_{1/2} : teoremy 1 i 2 sohranØ¸tsØ, esli v ih formulirovkah zamenit~ V^{l±1}_β (Ω) i t.p. na V^{l±1}_{β,μ} (Ω) i t.p., a takße ustanovit~ ograniqenie |μ − l| < 1/2. Otmetim, qto 1/2 – pervyæ poloßitel~nyæ koren~ uravneniØ (10) pri α_± = π (sravni s p. 2 dannogo razdela), a r_± = dist(x, O^±). Nesloßno ubedit~sØ v tom, qto pri sootvetstvu¸- wih zamenah osta¸tsØ v sile lemmy 1, 3, a znaqit, i teoremy 3, 4. Podqerknem, qto metody issledovaniØ v toqnosti takie ße,

226 S. A. NAZAROV kak i ranee, – obwaØ teoriØ (sm. [1–4] i dr.) lineænyh fflliptiqeskih zadaq v oblastØh s kusoqno gladkimi granicami ne razliqaet (v suwestvennom) uglovye toqki i uglovye vyhody na beskoneqnost~.

Literatura

1. V. A. Kondrat~ev, Kraevye zadaqi dlØ fflliptiqeskih uravneniæ v oblastØh s koniqeskimi ili uglovymi toqkami. — Trudy Moskovsk. matem. obwestva 16 (1967), 219–292.

2. V. G. Maz~Ø, B. A. Plamenevskiæ, O kofffficientah v asimptotike rexeniæ fflliptiqeskih kraevyh zadaq v oblastØh s koniqeskimi toqkami. — Math. Nachr. 76 (1977), 29–60.

3. V. G. Maz~Ø, B. A. Plamenevskiæ, Ocenki v Lp i v klassah Gel~dera i princip Miranda–Agmona dlØ rexeniæ fflliptiqeskih kraevyh zadaq v oblastØh s osobymi toqkami na granice. — Math. Nachr. 81 (1978), 25–82.

4. S. A. Nazarov, B. A. Plamenevskiæ, �lliptiqeskie zadaqi v oblastØh s kusoqno gladkoæ graniceæ. Nauka, M. (1991).

5. W. Borchers, K. Pileckas, Existence, uniqueness and asymptotics of steady jets.

— Arch. Rat. Mech. Anal. 120 (1992), 1–49.

6. J. G. Heywood, Open problems in the theory of the Navier–Stokes equations for viscous incompressible flow. — Lecture Notes in Math. 1431 (1990), 1-22.

7. G. P. Galdi, An introduction to the mathematical theory of the Navier–Stokes equations. Berlin, Springer-Verlag (1994).

8. J. G. Heywood, On uniqueness questions in the theory of viscous flow. — Acta Math. 136 (1976), 61–102.

9. O. A. LadyßenskaØ, V. A. Solonnikov, O razreximosti kraevyh i naqal~no-kraevyh zadaq dlØ uravneniæ Nav~e–Stoksa v oblastØh s nekompaktnymi granicami. — Vestnik LGU 13 (1977), 39–47.

10. H. Chang, The steady Navier–Stokes problem for low Reynolds number viscous jets. — Lecture Notes in Math. 1530 (1992), 85–96.

11. V. Coscia, M. C. Patria, Existence, uniqueness and asymptotic decay of steady flow of an incompressible fluid in a half space. — Stability Appl. Anal. Cont. Media 2 (1992), 101–127.

12. W. Borchers, G. P. Galdi, K. Pileckas, On the uniqueness of Leray–Hopf solutions for the flow through an aperture. — Arch. Rat. Mech. Anal. 122 (1993), 19–33.

13. S. A. Nazarov, On the two-dimensional aperture problem for Navier–Stokes equations. — C. R. Acad. Sci. Paris. Sér.1 323, No. 6 (1966), 699–703.

14. M. L. Williams, Stress singularities resulting from various boundary conditions in angular corners of plates in extension. — J. Appl. Mech. 19, No. 4 (1952), 526–528.

15. V. A. Solonnikov, On the Stokes equations in domains with nonsmooth boundaries and on a viscous incompressible flow with a free surface. — Nonlinear partial diff. Eqs. and their Appl., Collège de France Semin. 3 (1980/81), 340–423.

16. V. Z. Parton, P. I. Perlin, Metody matematiqeskoæ teorii uprugosti.

Nauka, M. (1981).

ZADAQA NAV^E––STOKSA V DVUMERNO` OBLASTI 227 Nazarov S. A. The Navier–Stokes problem in a two-dimensional domain with angulate outlets to infinity.

The Navier–Stokes problem in a plane domain with two angulate outlets to infinity, as usual, is supplied either by the flux condition, or by the pressure drop one. It is proven for small data that there exists a solution with the velocity field decay O(|x|^{−1}) as |x| → ∞ (if one of the angles equals or greater than π, the additional symmetry assumptions are needed). Since the nonlinear and linear terms are asymptotically of the same power, the results are based on the complete investigation of the linearized Stokes problem in weighted spaces with detached asymptotics (angular parts in the representations are not fixed).

Postupilo 21 sentØbrØ 1998 g.

Institut problem maxinovedeniØ RAN