Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 257, 1999 g.

A. S. Starkov

OB ASIMPTOTIQESKOM REXENII ZADAQI O DVIȷUWEMS˚ S USKORENIEM ISTOQNIKE VYSOKOQASTOTNYH KOLEBANI`

Rassmotrim zadaqu o postroenii asimptotiqeskogo rexeniØ volnovogo uravneniØ Δu − 1 c^2(x)

∂^2u ∂t^2 = −A(t) e^{−iωt} δ(x − x_0(t)), (1) x = (x^1, x^2, . . . , x^m), x_0 = (x^1_0, x^2_0, . . . , x^m_0 ), c(x), A(t), x_0(t) ∈ C^∞,

udovletvorØ¸wego naqal~nym usloviØm u | t<−t0 = 0, ∂u ∂t | t<−t0 = 0, t0 > 0, (2) v sluqae dvißuwegosØ so skorost~¸ v = dx_0/dt istoqnika peremennoæ intensivnosti A(t) i qastoty ω. Zdes~ Δ – operator Laplasa, δ(x) – del~ta-funkciØ Diraka, c(x) – skorost~ zvuka, a rexenie u(t, x) iwetsØ v klasse obobwennyh funkciæ.

My budem predpolagat~, qto absol¸tnaØ veliqina skorosti |v| < c(x_0), t < 0, t.e. skorost~ istoqnika men~we skorosti zvuka pri t > 0, i , naoborot, |v| > c(x_0), t > 0. Uskorenie istoqnika dv/dt v moment t = 0 predpolagaetsØ otliqnym ot 0. Osnovnoæ cel~¸ raboty ØvlØetsØ nahoßdenie asimptotiki volnovogo polØ u(t, x) vblizi istoqnika pri malyh vremenah, t.e. poluqenie funkciæ, opisyva¸wih perehod ot dozvukovoæ skorosti istoqnika k sverhzvukovoæ skorosti.

Ranee zadaqa (1), (2) rassmatrivalas~ po otdel~nosti dlØ dozvukovoæ [1, 2] i sverhzvukovoæ [2, 3] skorosti istoqnika. Poluqennoe v fftih rabotah asimptotiqeskoe razloßenie polØ toqeqnogo istoqnika imeet vid u(x, t) = ∞∑ j=0 ( a_j g_{j−} m�2_2 (ω, τ ) + iωb_j g_{j−} m�4_2 (ω, τ ) ) e^{iωφ},

288

OB ASIMPTOTIQESKOM REXENII 289 gde a_j, b_j , φ, τ – iskomye funkcii. Funkcii g_p(ω, τ ) pri dozvukovoæ skorosti istoqnika ime¸t vid g_p(ω, τ ) = i √ π 2 e^{ipπ} ( 2τ ω ) H^{(1)}_p (ω, τ ). (3)

DlØ sverhzvukovoæ skorosti istoqnika funkcii HankelØ v (3) sleduet zamenit~ na funkcii BesselØ J_p(ωτ ).

Semeæstva volnovyh frontov ot istoqnika, dvißuwegosØ v odnorodnoæ srede po prØmoæ linii, izobraßeny na Ris. 1 v sluqaØh, kogda a) skorost~ istoqnika postoØnna i men~we skorosti zvuka; b) skorost~ istoqnika bol~xe skorosti zvuka; v) uskorenie istoqnika postoØnno. V sluqaØh b) i v) u fftih semeæstv ime¸tsØ ogiba¸wie: znamenityæ konus Maha i strelovidnaØ poverhnost~, opisannaØ ewe v [4]. Iz Ris. 1 vidno, qto dlØ dozvukovoæ skorosti istoqnika v kaßdu¸ toqku prihodit 1 luq, pri sverhzvukovoæ – 2 ili 0, a dlØ uskorØ¸wegosØ istoqnika qislo luqeæ izmenØetsØ ot 1 do 3.

Ris. 1.

Oboznaqim qerez h(t, x, y) rexenie zadaqi Koxi Δh − 1 c^2(x)

∂^2h ∂t^2 = −δ(t, x − y), h | t<0 = 0 (4)

(fundamental~noe ili fflementarnoe rexenie). Asimptotika h(t, x, y) po gladkosti byla naædena Adamarom [5] i imeet vid razloßeniØ h(x, t, y) = ∞∑ j=0 v_j(x, y) S_{j−} m�1_2 (λ), (5)

290 A. S. STARKOV gde S_p(λ) est~ odnorodnye obobwennye funkcii stepeni p [6]:

S_p(λ) = λ^p_+ Γ(p + 1) , λ(t, x, y) = t^2 − τ^2(x, y); λ_+ = λ dlØ λ > 0 i t > 0, λ_+ = 0, esli λ < 0 ili t < 0. �ækonal τ (x, y) otveqaet luqam, ishodØwim iz istoqnika, i ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ ffækonala

∇^2τ = 1 c^2(x) . Takße τ (x, y) ØvlØetsØ geodeziqeskim rasstoØniem ot toqki y do toqki x v rimanovoæ metrike ds^2 = c^{−2}(x) ∑_m i=1(dx_i)^2, a λ(t, x, y) – kvadrat rasstoØniØ ot toqki (0, y) do toqki (t, x) v metrike Minkovskogo dT^2 = dt^2 − ds^2, i v rimanovoæ okrestnosti toqki y λ(t, x, y) = t^2 − c^{−2}(y) m∑ i=1 (x_i − y_i)^2 − . . . .

Poverhnost~ λ(t, x, y) = 0 v maloæ okrestnosti y diffeomorfna krugovomu konusu i nazyvaetsØ harakteristiqeskim konoidom.

Kofffficienty Adamara v_j (x, y) odnoznaqno opredelØ¸tsØ iz usloviØ, qto rØd (5) formal~no udovletvorØet (4) i v_j(x, y) ØvlØ- ¸tsØ gladkimi funkciØmi. DlØ fftih kofffficientov poluqaem

v_0(x, y) = 2 (c(y))^{m−2}2π m

�1_2 exp ( − τ∫ 0 Δτ^2 − 2m/c^2 4τ dτ ) ,

v_j(x, y) = τ^{−j}v_0(x, y) ( 1 4 τ∫ 0 v^{−1}_0 (x, y)τ^{j−1}c^2Δv_{j−1}dτ ) , j ¿ 1. DlØ analitiqeskoæ c(x) razloßenie (5) ne tol~ko daet asimtotiku fflementarnogo rexeniØ po gladkosti, no i shoditsØ v obyqnom smysle v nekotoroæ okrestnosti istoqnika [5].

ZapisyvaØ rexenie zadaqi (1), (2) pri pomowi fflementarnogo rexeniØ (5), poluqaem u(t, x, y) = = ∞∫ −t0 e^{−iωτ} A(σ) ∞∑ j=0 v_j(x, x_0(σ)) S_{j−} m�1_2 (λ(t − σ, x, x_0(σ))dσ. (7)

OB ASIMPTOTIQESKOM REXENII 291 Pri m = 3 (m – neqetno, m ≠ 1) pervoe slagaemoe v (7) moßet byt~ vyqisleno Øvno, tak kak

S_{−1}(λ) = δ(λ) ( S_{−m−1/2}(λ) = δ^{m−3/2}(λ) ) , i rezul~tat soderßit korni algebraiqeskogo uravneniØ

λ^+(t − σ, x, x_0(τ )) = 0. (8)

Pomestim naqalo sistemy koordinat v toqku 0 perehoda na sverhzvukovu¸ skorost~ i rassmotrim harakteristiqeskiæ konoid K : λ(t, x, 0) = 0 s verxinoæ v 0 (Ris. 2). Budem predpolagat~, qto λ > 0 vnutri K pri t > 0. KrivaØ V : x = x_0(t), po kotoroæ dvißetsØ istoqnik, pri t > 0 nahoditsØ vne konoida. Mnoßestvo konoidov λ(t − σ, x, x_0(σ)) = 0, σ ¿ 0, t ¿ σ zapolnØet nekotoru¸ oblast~, kotoru¸ nazovem L. Qast~ oblasti L, ograniqennu¸ konoidom K, oboznaqim qerez D, a qast~ poverhnosti K, poluqennu¸ pri pereseqenii K i L, oboznaqim C (sm. Ris. 2).

Ris. 2.

Netrudno pokazat~, qto uravnenie (8) imeet 3 deæstvitel~nyh kornØ v oblasti D i 1 – v dopolnenii k D. NarØdu s uravneniem (8) budem rassmatrivat~ bolee obwee uravnenie λ(t−σ, x, x_0(σ)) = 0. (9) Oboznaqim korni uravneniØ (9) qerez σ_1, σ_2, σ_3.

292 A. S. STARKOV

Predloßenie. Korni σi(t, x), i = 1, 2, 3 oblada¸t sledu¸wimi

svoæstvami 1) σ_i(t, x) ∈ C^∞ ( R^{m+1} \ (V U C) ) 2) dλ dσ | σ=σi = 0 x, t ∈ V U C; dλ dσ | σ=σi ≠ 0 x, t¯∈V U C; d^2λ dσ^2 | σ=σi = 0 pri x = 0, t = 0.

3) ∇^2_μ σ_i = 0.

Zdes~ ∇_μ – ffto gradient v metrike Minkovskogo (∇_μA, ∇_μB) = 1 c^2 ∂A ∂t ∂B ∂t − ∞∑ i=1 ∂A ∂x_i ∂B ∂x_i . Dokazatel~stvo. Svoæstva 1, 2 sledu¸t iz teoremy o neØvnoæ

funkcii. DlØ dokazatel~stva tret~ego svoæstva dostatoqno zametit~, qto funkciØ λ udovletvorØet uravneni¸ ([4]) ∇^2_μλ = 4λ, a proizvodnye ot σ_i(t, x) mogut byt~ vyqisleny po pravilu ∂σ_i ∂t = − ∂λ ∂t / ∂λ ∂σ , ∂σ_i ∂x_j = − ∂λ ∂x_j / ∂λ ∂σ . Teper~ vernemsØ k razloßeni¸ (7). Vvedem novu¸ peremennu¸ integrirovaniØ Δ = σ − α, gde α = σ_1 + σ_2 + σ_3, i oboznaqim Δ_i = σ_i − α, P (s) = (s − s_1)(s − s_2)(s − s_3). Togda s_1 + s_2 + s_3 = 0, P (s) = s^3 +as+b, gde funkcii a(t, x), b(t, x) ∈ C^∞(R^{m+1}) i P (s) < 0 pri λ > 0 (pri perehode ot sverhzvukovoæ k dozvukovoæ skorosti dvißeniØ istoqnika znaki P (s) i λ sovpada¸t). Iz podgotovitel~noæ teoremy Veæerxtrasse vytekaet sledu¸wee razloßenie funkcii λ(t, x, s) na mnoßiteli λ(t, x, s) = −P (s, t, x) d(s, t, x), gde d(s, t, x) ∈ C^∞(R^{m+2}) i d(s, t, x) > 0 po kraæneæ mere v nekotoroæ okrestnosti toqki 0. Dalee, iz svoæstva odnorodnosti obobwennyh funkciæ S_p vytekaet sootnoxenie S_{j−} m�1_2 (λ) = d^{j−} m

�1_2

S_{j−} m�1_2 (λ)(−P ).

Oboznaqim A(s)v_j (t, x, x_0(s)) qerez f_j (s, t, x). Pri sdelannyh predpoloßeniØh f_j (s, t, x) ∈ C^∞(R^{m+2}) i po podgotovitel~noæ teoreme Veæerxrasse moßet byt~ predstavlena v vide f_j (s, t, x) = f_{1j}(t, x, P ) + sf_{2j} (t, x, P ) + P_s f_{3j} (t, x, P ),

OB ASIMPTOTIQESKOM REXENII 293 gde P_s = dP/ds, a funkcii f_{ij} (t, x, P ) ∈ C^∞(R^{m+2}) i mogut byt~ razloßeny v absol¸tno shodØwiesØ rØdy po stepenØm mnogoqlena P f_{ij} (t, x, P ) = ∞∑ k=0 f_{ij} (t, x)P^k, i = 1, 2, 3, j = 0, 1, 2, . . . . (10) V qastnosti, dlØ nahoßdeniØ naqal~nogo qlena rØda (10) imeem sistemu

f_0(s_i) = f_{10} + f_{20}s_i + f_{30}(3s^2_i + b), i = 1, 2, 3.

UqityvaØ, qto po formulam Kardano

s_1 = β + γ, s_2 = εβ + ε^2γ, s_3 = ε^2β + εγ, gde ε = − 1 2 + i √ 3 2 , ε^2 = 1, β =^3 √ − b 2 + √ b^2 4 + a^3 27 ,

γ = −a/3β =^3 √ − b 2 + √ b^2 4 + a^3 27 , v rezul~tate fflementarnyh vyqisleniæ nahodim rexenie sistemy v vide

f_{20} =

F_3β^2 − F_2γ^2 β^3 − γ^3

, f_{30} =

F_2β − F_3γ β^3 − γ^3

, f_{10} = F_1 −f_{30} ( b− 2 3 a ) , (11) gde F_{i+1} = 1 3 ( f(s_1) + ε^if(s_2) + ε^{2i}f(s_3) ) , i = 0, 1, 2

i β^3 − γ^3 ≠ 0. Esli ße β^3 − γ^3 = 0, t.e. diskriminant b^2/4 + a^3/27 kubiqeskogo mnogoqlena P (s) obrawaetsØ v 0, to togda toqka (x, t) nahoditsØ libo na krivoæ istoqnika V , libo na qasti C kanoida K. Netrudno pokazat~, qto i pri β^3 = γ^3 moßno ispol~- zovat~ formuly (11), esli v kaqestve znaqeniæ kofffficientov f_{i0} i = 1, 2, 3 vybrat~ predely sootvetstvu¸wih vyraßeniæ pri transversal~nom stremlenii toqki (x, t) k toqke na C ili V .

Analogiqnym obrazom mogut byt~ naædeny i posledu¸wie kofffficienty rØdov (10).

294 A. S. STARKOV

PodstavlØØ (10) v (7), poluqaem dvoænoæ absol¸tno shodØwiæsØ rØd, kotoryæ posle zameny porØdkov summirovaniØ prinimaet vid u(t, x) = e^{−itα} ∞∫ α−t0 e^{iωs} ∞∑ j=0 (u_{1j} +u_{2j}s+u_{3j} P_s) S_{j−} m�1_2 (−P (s)) ds (12)

i ostaetsØ absol¸tno shodØwimsØ. Zdes~ u_{ij} = j∑ k=0 f_{ilj−k} Γ(j −^{m−1}_2 + 1) Γ(k −^{m−1}_2 + 1)

, u_{i0} = f_{i0}.

Zametim, qto integrirovanie v (2) vedetsØ po koneqnomu promeßutku v silu finitnosti funkcii S_p i asimptotika integrala (12) po gladkosti ot nißnego predela ne zavisit: raznost~ sootvetstvu¸wih integralov s razliqnymi predelami ØvlØetsØ beskoneqno differenciruemoæ funkcieæ. Sledovatel~no, s toqnost~¸ do slagaemogo iz C^∞(R^{m+1}) nißniæ predel moßno poloßit~ ravnym −∞, esli ponimat~ poluqennyæ integral po beskoneqnomu promeßutku kak oscilliru¸wiæ [7]: ∞∫ −∞ e^{−its}F (s)ds ≡ lim_{k→+0} ∞∫ −∞ e^{−its−k|s|}F (s)ds. Vvedem v rassmotrenie novye obobwennye funkcii

Q_l(s_1, s_2, s_3) = ∞∫ −∞ S_l(−P (s)) ds,

R_l(s_1, s_2, s_3) = ∞∫ −∞ s S_l(−P (s)) ds,

T_l(s_1, s_2, s_3) = ∞∫ −∞ P_s(s) S_l (−P (s)) ds. Integraly v vyxeprivedennyh formulah ponima¸tsØ kak oscilliru¸wie. DlØ natural~nyh l ffti funkcii ØvlØ¸tsØ lineænoæ kombinacieæ mnogoqlenov ot s_1, s_2, s_3, umnoßennyh na exp(−iωs_i ).

OB ASIMPTOTIQESKOM REXENII 295 Sleduet otmetit~, qto dlØ dozvukovoæ skorosti istoqnika imeetsØ 2 kornØ σ_1 = α + τ i σ_2 = α − τ i rexenie zadaqi (1), (2) raskladyvaetsØ po special~nym funkciØm g_p(ω, t) = ∞∫ −∞ e^{−iωs} (s^2 − τ^2)^p Γ(p +^1_2 ) ds, sovpada¸wim s (3).

Netrudno proverit~, qto vvedennye funkcii Q_l, R_l, T_l udovletvorØ¸t sledu¸wim sootnoxeniØm ∂Q_l ∂z = b_z Q_{l−1} + a_z R_{l−1}, ∂R_l ∂z = − a_za 3 Q_{l−1} + b_z R_{l−1} + a_z T_{l−1}, (13) ∂T_l ∂z = −3a_zb Q_{l−1} − 2a_2a R_{l−1} + b_z T_{l−1} + a_z ( 1 + 3 ( l − m − 1 2 )) Q_l pri z = t, x_1, x_2, . . . , x_n i iωQ_l = T_{l−1}, iωR_l = −3b Q_{l−1} − 2a R_{l−1} + ( 1 + 3 ( l − m − 1 2 )) Q_l, iωT_l = 2a^2 Q_{l−1} − 9b R_{l−1} − a T_{l−1} + ( 9 ( l − m − 1 2 ) + 6 ) R_l. (14)

Krome togo, Q_l, R_l, T_l ∈ C^j(R^{m+1}) pri j = [l + 1/3], l > −1/3, gde [X] – ffto celaØ qast~ qisla X.

Teper~ pomenØem porØdok integrirovaniØ i summirovaniØ v (12). �to moßno sdelat~, tak kak rØd ØvlØetsØ absol¸tno shodØwimsØ, a integral vyqislØetsØ po koneqnomu promeßutku. V rezul~tate poluqaem sledu¸wee razloßenie dlØ rexeniØ zadaqi (1), (2) u(t, x) = e^{−iωα(t,x)} ∞∑ j=0 u_{1j}(t, x)Q_{j−} m�1_2 (s_1, s_2, s_3)+

+u_{2j}(t, x)R_{j−}m�1_2 (s_1, s_2, s_3) + u_{3j}(t, x)T_{j−} m�1_2 (s_1, s_2, s_3).

(15)

Iz privedennyh vyxe vyqisleniæ vytekaet sledu¸waØ teorema.

296 A. S. STARKOV

Teorema. RØd (15) v nekotoroæ okrestnosti naqala koordinat

shoditsØ absol¸tno, ego summa daet rexenie zadaqi (1), (2) s toqnost~¸ do funkcii iz klassa C^∞(R^{m+1}), kofffficienty u_{ij}(x) rØda (15) opredelØ¸tsØ odnoznaqno i u_{ij}(x) ∈ C^∞(R^{m+1}) i = 1, 2, 3, j = 0, 1, 2, . . . . Takim obrazom, my pokazali suwestvovanie i edinstvennost~ razloßeniØ (15) dlØ rexeniØ zadaqi (1), (2). Zametim, qto v silu sootnoxeniæ (14) rØd (15) ØvlØetsØ asimptotiqeskim po bol~xomu parametru ω.

V zakl¸qenie opixem sposob nahoßdeniØ kofffficientov rØda (15), opisannyæ ne na preobrazovanii anzaca Adamara (5), a na prØmyh vyqisleniØh. Podstavim rØd (15) v uravnenie (1), vospol~zuemsØ svoæstvami (13), (14) funkciæ Q_l, R_l, T_l i “ffækonalov” s_1, s_2, s_3, i priravnØem kofffficienty pri lineænonezavisimyh funkciØh Q_l, R_l, T_l. V rezul~tate poluqim sistemu rekurrentnyh uravneniæ dlØ opredeleniØ u_{ij}(x, t).

Literatura

1. N. S. Grigor~eva, KorotkovolnovaØ asimptotika rexeniØ zadaqi o dvißuwemsØ toqeqnom istoqnike v neodnorodnoæ stacionarnoæ srede. — Zap. nauqn. semin. LOMI 165 (1987), 42–51.

2. V. M. Babiq, Ob asimptotiqeskom rexenii zadaq o dvißuwihsØ istoqnikah i kolebaniæ v neodnorodnoæ stacionarnoæ srede. — Zap. nauqn. semin. LOMI 179 (1989), 6–13.

3. V. M. Babiq, Anzac Adamara, ego analogi, obobweniØ i priloßeniØ. — Algebra i Analiz 3, vyp. 5 (1991), 3–32.

4. G. A. Schott, Electromagnetic Radiation. Cambridge Ubiversity Press (1912).

5. ȷ. Adamar, Zadaqa Koxi dlØ lineænyh uravneniæ s qastnymi proizvodnymi giperboliqeskogo tipa. Nauka, M. (1978).

6. I. M. Gel~fand, G. E. Xilov, Obobwennye funkcii. T. 1. Fizmatgiz, M.

(1958).

7. L. Hermander, Analiz lineænyh differencial~ny¨ operatorov s qastnymi proizvodnymi. Mir, M. (1988).

Starkov A. S. An asymptotic solution of the problem of the moving with acceleration source of high frequency oscillations in nonhomogeneous media.

The problem of the moving source wave field is considered in nonhomogeneous media. It is supposed that velocity of the source is less than the sound velocity for t < 0 and greater this one for t > 0 (subsonic

OB ASIMPTOTIQESKOM REXENII 297 – supersonic transition). An asymptotic expansion for the wave field in an neighborhood of the source is constructed on the basis of well known Hadamard’s Anzatz. The derived expansion is uniform with respect to the velocity of the source and contains new special functions. These functions are generalization of Hankel and Bessel functions and possess some remarkable properties.

Postupilo 5 noØbrØ 1998 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet