Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 257, 1999 g.

V. N. TroØn, G. A. Ryßikov

PROBLEMY REGUL˚RIZACII V TREHMERNO` LUQEVO` TOMOGRAFII

TradicionnaØ tomografiqeskaØ interpretaciØ dannyh distancionnogo zondirovaniØ opiraetsØ na luqevoe predstavlenie rasprostraneniØ signala, pri fftom traektoriØ luqa v opornoæ srede predpolagaetsØ izvestnoæ [1]. Ispol~zovanie analitiqeskogo obraweniØ Radona v sluqae zavedomoæ nepolnoty dannyh vedet k grubym oxibkam [2]. Metody algebraiqeskoæ rekonstrukcii ispol~zu¸t libo apriornoe razbienie sredy na bloki [3], libo koneqnyæ bazis prostranstvennyh funkciæ [4].

Daße pri obrabotke dannyh “polnorakursnoæ” tomografii neobhodimo primenØt~ metody regulØrizacii vsledstvie neizbeßnyh oxibok nabl¸deniæ, a v real~nom tomografiqeskom ffksperimente k fftim oxibkam dobavlØ¸tsØ oxibki, svØzannye s maloæ rakursnost~¸ nabl¸deniæ. S matematiqeskoæ toqki zreniØ rexenie obratnoæ zadaqi svØzano s obraweniem vpolne nepreryvnogo operatora i deæstviem na funkci¸, zavedomo ne prinadleßawu¸ obrazu operatora, t.e. obratnaØ zadaqa ØvlØetsØ suwestvenno nekorrektnoæ.

V nastoØweæ rabote rassmotrim vozmoßnosti metoda regulØrizacii pri rexenii zadaq trehmernoæ luqevoæ tomografii i dadim fiziqesku¸ interpretaci¸ predloßennyh algoritmov. Pri fftom primem vo vnimanie, qto regulØrizaci¸ celesoobrazno osuwestvlØt~ dlØ uravneniæ, zapisannyh v funkcional~nyh prostranstvah. Tol~ko v fftom sluqae moßno garantirovat~, qto algebraizovannye analogi fftih uravneniæ budut regulØrizovany nezavisimo ot razmernosti sootvetstvu¸wih evklidovyh prostranstv.

V kaqestve modeli ffksperimental~nyh dannyh luqevoæ tomografii u (v seæsmiqeskom sluqae vremen probega seæsmiqeskih voln ili ih amplitud) budem ispol~zovat~ operatornoe uravne-

Rabota vypolnena pri podderßke granta Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ 96-05-65904 i granta MinobrazovaniØ. 298

PROBLEMY REGUL˚RIZACII 299 nie pervogo roda P ν + ε = u, (1)

gde u – pole, svØzannoe s fiziqeskimi parametrami sredy, takimi kak skorost~ rasprostraneniØ uprugoæ volny ili kofffficient oslableniØ, vkl¸qa¸wiæ v sebØ poglowenie i rasseØnie; P – integral~nyæ operator s singulØrnym Ødrom: δ(L_i(x)) μ_0(x); L_i(x) – uravnenie luqa s nomerom i; μ_0(x) – pole parametrov opornoæ sredy; ε – nevØzka model~nyh i ffksperimental~nyh znaqeniæ, kotoraØ predpolagaetsØ sluqaænoæ, raspredelennoæ po normal~nomu zakonu s nulevym matematiqeskim oßidaniem i poloßitel~no opredelennoæ matriceæ kovariacii K_ε = Eεε^T i vkl¸qaet oxibku nabl¸deniæ i oxibku linearizacii.

Model~ ffksperimental~nyh dannyh v forme (1) vvoditsØ v predpoloßenii, qto ν(x) predstavlØet soboæ malye plavnye otkloneniØ otnositel~no μ_0-polØ parametrov opornoæ sredy, t.e. ν = (μ − μ_0)/μ_0 nigde ne obrawa¸tsØ v nul~, gde μ – pole absol¸tnyh znaqeniæ fiziqeskih parametrov, kotoroe predpolagaetsØ plavnym po otnoxeni¸ k harakternym masxtabam zadaqi, v dannom sluqae – po otnoxeni¸ k harakternoæ dline volny zondiru¸wego signala. Sleduet zametit~, qto, vo-pervyh, plavnost~ ØvlØetsØ neobhodimym usloviem dlØ luqevoæ interpretacii rasprostraneniØ uprugoæ volny; vo-vtoryh, malos~ μ(x) obuslovlivaet dopustimost~ linearizacii:

P(μ) = P(μ_0) + P^′ | |_{μ0} (μ − μ_0) = P(μ_0) + P ν P = P^′ | |_{μ0} μ_0. (1)

V obwem sluqae linearizaci¸ moßno rassmatrivat~ kak pervyæ xag iterativnogo rexeniØ nelineænoæ zadaqi, no pri obrabotke dannyh luqevoæ seæsmiqeskoæ tomografii posledu¸wie iteracii, kak pravilo informacionno ne obespeqeny.

Fiziqeskie trebovaniØ k primenimosti modeli (1) kak raz i opredelØ¸t sposoby regulØrizacii rexeniØ obratnoæ zadaqi: naæti ^ν = arg inf ‖P ν − u‖^2_K�1_”

pri uslovii gladkosti i ograniqennosti ν. FormalizaciØ fftih usloviæ svoditsØ k regulØrizacii po Tihonovu [5], kotoraØ s ispol~zovaniem parametra regulØrizacii α privodit k rexeni¸

300 V. N. TRO˚N, G. A. RYȷIKOV ffkstremal~noæ zadaqi:

^ν = arg inf ‖P ν − u‖^2_K�1_” + α ( ν, (I − Δ)ν ) , (2)

gde ‖f‖^2_K�1_” = ∑ i ∑ j [K^{−1}_ε ]_{ij}f_if_j

I – ediniqnyæ operator; Δ – operator Laplasa; (., .) – simvol skalØrnogo proizvedeniØ v gil~bertovom prostranstve (ν, (I − Δ)ν) =⇒ (ν, ν) + (∇ν, ∇ν) pri uslovii isqeznoveniØ ν ili ∇ν na granicah oblasti integrirovaniØ.

Rexenie zadaqi (2) moßno zapisat~ v vide

^ν = D^{−1}(P^∗(P D^{−1}P^∗ + K_ε)^{−1}u,

gde P^∗ – operator, soprØßennyæ po Lagranßu operatoru P , D^{−1} = α^{−1}(I − Δ)^{−1} integral~nyæ operator s Ødrom, ravnym funkcii Grina dlØ operatora Δ^Δ= α(I − Δ)

D^{−1}(μ(x)) = ∫ dx^′ 1 α exp(−|x − x^′|) |x − x^′| μ(x^′) ≡

≡ 1 α exp(−|x|) |x| ∗ μ(x), (3) gde α^{−1} exp(−|x|)/|x| – potencial ıkavy, izvestnyæ v kvantovoæ mehanike i teorii polØ.

UprowennaØ regulØrizaciØ po Tihonovu sootvetstvuet rexeni¸ ffkstremal~noæ zadaqi v klasse tol~ko gladkih funkciæ ν, t.e.

^ν = arg inf [ ‖P ν − u‖^2_K�1_” + α‖∇ν‖^2 ] . I daet operator D^{−1}_1 , takoæ, qto

D^{−1}_1 (μ(x)) = ∫ dx^′ 1 α|x − x^′| μ(x^′) = 1 α 1 |x| ∗ μ(x), (4) gde α^{−1}|x|^{−1} – kulonovskiæ potencial.

Rassmotrim kompozici¸ operatorov P D^{−1}P^∗ i D^{−1}P^∗. UqityvaØ deæstvie operatora P , sootvetstvu¸wego integrirovani¸ prostranstvennoæ funkcii ν(x) po traektoriØm luqeæ, i deæstvie operatorov D^{−1} i D^{−1}_1 , vidim, qto matriqnyæ fflement

PROBLEMY REGUL˚RIZACII 301

(P D^{−1} P^∗)_{ij} poluqitsØ v rezul~tate svertki δ-funkciæ, lokalizovannyh na traektoriØh luqeæ i i j, s sootvetstvu¸wimi potencialami

(P D^{−1}_1 P^∗) = 1 α ∫∫ μ_0(x^′)δ(L_i(x^′))δ(L_j (x^{′′})) μ_0(x^{′′}) |x^′ − x^{′′}| dx^′dx^{′′} = = μ_0δ(L_i(x)) ∗ 1 α 1 |x| ∗ μ_0δ(L_i(x)), (5)

(P D^{−1}P^∗)_{ij} = 1 α ∫ ∫ δ(L_i(x^′))δ(L_i(x^{′′})) exp(|x^′ − x^{′′}|) |x^′ − x^{′′}| dx^′dx^{′′} = = δ(L_i(x)) ∗ exp(−|x|) α|x| ∗ δ(L_i(x)). (6)

Fiziqeskiæ smysl matriqnogo fflementa (P D^{−1}_1 P^∗)_{ij} formuly (5) – ffnergiØ kulonovskogo vzaimodeæstviØ dvuh zarØßennyh s plotnostØmi (4π/α)^{1/2}μ_0 niteæ, lokalizovannyh vdol~ i-go i j-go luqeæ; matriqnyæ fflement (6) – ffnergiØ niteæ i i j, vzaimodeæstvu¸wih qerez potencial ıkavy.

Rezul~tat deæstviØ operatora D^{−1}P^∗ – nabor m poleæ (po qislu luqeæ), sozdavaemyh v kaßdoæ toqke prostranstva kaßdym iz m luqeæ s kulonovskim ili ¸kavovskim polem.

Pri statistiqeskoæ interpretacii algoritma (2) ocenka polØ sootvetstvuet optimal~noæ statistiqeskoæ ffkstrapolØcii ili regressii ^ν = K_{νu} K^{−1}_{uu} u, gde K_{νu} = D^{−1}P^∗, K_{uu} = P D^{−1}P^∗ + K_ε, t.e. sootvetstvuet apriornym predstavleniØm o pole ν kak o sluqaænom odnorodnom i izotropnom pole s korrelØcionnymi funkciØmi, sovpada¸wimi v (3) s potencialom ıkavy i v (4) – s kulonovskim potencialom.

Esli vospol~zovat~sØ koncepcieæ lokal~noæ regulØrizacii [6], netrudno zapisat~ regulØrizacionnyæ algoritm, adekvatno vkl¸qa¸wiæ bolee polnu¸ apriornu¸ informaci¸. Takoæ apriornoæ informacieæ moßet byt~ predstavlenie o pole ν kak o sluqaænom odnorodnom anizotropnom. �to moßet byt~ svØzano s geofiziqeskimi predstavleniØmi o prostranstvennom raspredelenii neodnorodnoæ sredy: tak, naprimer, v sluqae sloistoæ modeli opornoæ sredy vstreqaetsØ situaciØ, kogda orientaciØ neodnorodnosteæ sovpadaet s prostranstvennoæ orienta-

302 V. N. TRO˚N, G. A. RYȷIKOV cieæ sloev, priqem moßno ukazat~ harakternye razmery neodnorodnosteæ, t.e. veliqiny oseæ apriornogo ffllipsoida rasse- ØniØ sluqaænogo polØ ν. Esli suwestvuet apriornaØ informaciØ o preimuwestvennoæ lokalizacii neodnorodnosteæ, to metod lokal~noæ regulØrizacii pozvolØet interpretirovat~ pole ν kak sluqaænoe izotropnoe neodnorodnoe i adekvatnym obrazom vkl¸qat~ fftu informaci¸ v vyqislitel~nu¸ proceduru. Pri fftom dolßno sobl¸dat~sØ sootvetstvie meßdu apriornymi predstavleniØmi o harakternyh razmerah neodnorodnosteæ, masxtabah korrelØcii i prinØtoæ luqevoæ model~¸ rasprostraneniØ zondiru¸wego signala: naimen~xiæ radius dolßen byt~ ne men~xe harakternoæ dliny volny. Tem samym fiziqeskie trebovaniØ k luqevoæ interpretacii seæsmiqeskoæ tomografii s neobhodimost~¸ privodØt k tomu, qto pri rexenii fftih zadaq dolßna primenØt~sØ regulØrizaciØ po Tihonovu ne niße pervogo porØdka.

Primenenie lokal~noæ regulØrizacii osnovano na tom, qto v regulØrizu¸wem funkcionale (ν, (I − Δ)ν) vmesto fflliptiqeskogo operatora Δ ispol~zuetsØ operator K_{ij}∂_i∂_j s poloßitel~no opredelennoæ matriceæ kofffficientov K, qto v predstavlenii korrelØcionnyh funkciæ sootvetstvuet zamene |x| → (x, K^{−1}x).

Sleduet otmetit~, qto vvedenie lokal~noæ regulØrizacii ostavlØet v sile vse dokazatel~stva teorem tihonovskoæ regulØrizacii vsledstvie ffkvivalentnosti norm sootvetstvu¸wih prostranstv Soboleva.

Pri praktiqeskoæ realizacii algoritmov matrica K^{−1} zadaetsØ xest~¸ parametrami: veliqinami treh oseæ korrelØcii i tremØ uglami �ælera, opredelØ¸wimi orientaci¸ ffllipsoida otnositel~no sistemy koordinat, svØzannoæ so shemoæ nabl¸deniæ – matriqnye fflementy rassqityva¸tsØ putem preobrazovaniØ podobiØ, inducirovannogo matriceæ povorota ot sobstvennoæ sistemy koordinat ffllipsoida k sisteme koordinat shemy nabl¸deniØ.

Literatura

1. A. L. Buhgeæm, Vvedenie v teori¸ obratnyh zadaq. Novosibirsk (1988). 2. A. S. Alekseev, M. N. Lavrent~ev, N. G. Preobraßenskiæ, Voprosy rekonstruktivnoæ tomografii. Novosibirsk (1985).

3. G. A. Ryßikov, V. N. TroØn, TomografiØ i obratnye zadaqi distancionnogo zondirovaniØ. S.-Peterburg (1994).

PROBLEMY REGUL˚RIZACII 303 4. G. I. Marquk, Metody vyqislitel~noæ matematiki. M. (1989). 5. A. N. Tihonov, V. ˚. Arsenin, Metody rexeniØ nekorrektnyh zadaq. M.

(1987).

6. G. A. Ryßikov, V. N. TroØn, Opredelenie volnovogo polØ i skorosti v srede s ispol~zovaniem metoda teorii vozmuweniæ. — Vestnik LGU 25 (1986), 23–31.

Troyan V. N., Ryzhikov G. A. Reqularization problems in threedimensional ray tomography.

The connections between the Tikhonov’s regularization, the statistical regularization and the potential theory are considered. It is demonstrated that the use of the Tikhonov’s regularization leads to such a form of correlation operators that may be interpreted as potentials by Coulomb or Yukawa. It is given the physical interpretation of the ray interaction as “charged” strings with corresponding potentials.

Postupilo 26 avgusta 1998 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet