Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 257, 1999 g.

V. B. Filippov, N. ˚. Kirpiqnikova

DIFRAKCI˚ �LEKTROMAGNITNYH VOLN NA MALYH NEODNORODNOST˚H

V nastoØweæ stat~e issledu¸tsØ dve zadaqi difrakcii fflektromagnitnoæ ploskoæ volny:

1) rasseØnnoæ ot maloæ neodnorodnosti Ω_3 v sloe Ω_2; 2) rasseØnnoæ ot skaqka impedansa na malom otrezke granicy razdela dvuh sred.

Zadaqa rasseØniØ maloæ neodnorodnost~¸ v sloe rassmatrivaetsØ v treh pervyh paragrafah raboty, a difrakciØ fflektromagnitnogo polØ ot skaqka impedansa – v qetvertom i pØtom.

Pri issledovanii zadaq budem ishodit~ iz uravneniæ Maksvella dlØ odnorodnoæ izotropnoæ sredy. Rassmotren sluqaæ garmoniqeskoæ zavisimosti ot vremeni vektorov E i H. Pust~ na ideal~no provodØwu¸ poverhnost~ Γ_{12}, pokrytu¸ difflektriqeskim sloem tolwiny h, padaet iz sredy Ω_1 ploskaØ volna E^{inc}. Predpoloßim, qto v sloe imeetsØ vkl¸qenie Ω_3 s drugimi parametrami ε, μ, qem u sloØ Ω_2 (sm. Ris. 1). TrebuetsØ naæti volnu, rasseØnnu¸ neodnorodnost~¸ Ω_3.

Budem rassmatrivat~ sluqaæ, kogda oblast~ Ω_3 ØvlØetsØ krugom radiusa a, ograniqennym okrußnost~¸ Γ_{23}, priqem budem predpolagat~, qto radius znaqitel~no men~xe dliny volny pa-

da¸wego polØ, t.e. ka = ω √ ε_1μ_1 c a ≪ 1. Vyberem prØmougol~nu¸ sistemu koordinat tak, qtoby ploskost~ xz sovpadala s graniceæ razdela sred, a ploskost~ xy s ploskost~¸ padeniØ volny. Inaqe, v kaqestve verhneæ poverhnosti sloØ Γ_{12} vyberem ploskost~ y = 0. Centr kruga Ω_3 leßit na osi y-ov pri x = 0. NißnØØ granica sloØ Γ_{20} nahoditsØ na glubine h ot verhneæ Γ_{12}.

Izvestno, qto ploskaØ fflektromagnitnaØ volna moßet byt~ predstavlena v vide superpozicii dvuh voln, u odnoæ iz koto-

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ, grant 96-01-00666, 99-01-00107. 304

DIFRAKCI˚ �LEKTROMAGNITNYH VOLN 305

Ris. 1.

ryh vektor E^{inc} perpendikulØren ploskosti padeniØ, a u drugoæ leßit v fftoæ ploskosti. RassmotreniØ v oboih sluqaØh blizki, pofftomu ograniqimsØ sluqaem perpendikulØrnogo padeniØ, t.e. budem predpolagat~, qto pada¸wee fflektriqeskoe pole orientirovano tak:

E^{inc} = e_zu^{inc}. (0.1)

Matematiqeski zadaqa opredeleniØ polnogo polØ E v oblastØh Ω_j , j = 1, 2, 3, (sm. Ris. 1) vyraßaetsØ sledu¸wim obrazom: v oblastØh Ω_j, j = 1, 2, 3, naæti rexeniØ uravneniæ Maksvella

rot H_j = −i ω c ε_j E_j , j = 1, 2, 3,

rot E_j = ω c μ_jH_j , (0.2)

kotorye udovletvorØ¸t usloviØm nepreryvnosti tangencial~- nyh sostavlØ¸wih vektorov E, H i uslovi¸ izluqeniØ.

Iz predpoloßeniØ, qto pada¸wee fflektriqeskoe pole E^{inc} polØrizovano perpendikulØrno k ploskosti padeniØ budet sledovat~, qto takim svoæstvom obladaet i polnoe pole E_j , t.e. vse svoditsØ k nahoßdeni¸ skalØrnyh funkciæ u_j,

E_j = e_zu_j,

udovletvorØ¸wih sledu¸wim usloviØm:

1. u_j ØvlØ¸tsØ rexeniØmi uravneniæ Gel~mgol~ca v svoih oblastØh

Δu_j + k^2u_j = 0, (0.3) gde k = ω c √ ε_j μ_j,

306 V. B. FILIPPOV, N. ˚. KIRPIQNIKOVA zdes~ qerez

ε_j = ε^′_j + 4iπσ_j ω oboznaqena kompleksnaØ difflektriqeskaØ pronicaemost~ sredy,

μ_j – magnitnaØ pronicaemost~.

2. Na granicah razdela Γ_{ij} (sm. Ris. 1) udovletvorØ¸t uslovi- Øm nepreryvnosti kasatel~nyh komponent fflektriqeskogo i magnitnogo polØ, kotorye v terminah fflektriqeskogo polØ moßno vyrazit~ sledu¸wim obrazom:

u_i = u_j, pri i ≠ j, 1 μ_i ∂u_i ∂n = 1 μ_j ∂u_j ∂n , pri i ≠ j. (0.4)

3. na granice metalliqeskoæ osnovy Γ_{20} udovletvorØ¸t uslovi¸ Dirihle

u_3 = 0. (0.5)

§1. Rexenie nevozmuwennoæ zadaqi Predpoloßim, qto neodnorodnost~ Ω_3 otsutstvuet. Rexenie zadaqi (0.3)–(0.5) v fftom sluqae izvestno. DlØ zadaqi s usloviem Dirihle ono ravno: u_2 = u^{inc} + Ru^{ref} , u_3 = T ( u^{+tr} − u^{− tr} ) , (1.1) gde u^{inc} = exp { ik_1 ( xα_1 + √ 1 − α^2_1y )} ,

u^{ref} = exp { ik_1 ( xα_1 − √ 1 − α^2_1y )} ,

u^{+ tr} = exp { ik_2 ( xα_2 + √ 1 − α^2y )} ,

u^{− tr} = exp { ik_2 ( xα_2 − √ 1 − α^2(y + 2h) )} . (1.2)

Zdes~

α_1 = − cos φ_1, α_2 = − cos φ_2,

DIFRAKCI˚ �LEKTROMAGNITNYH VOLN 307

φ_1 – ugol padeniØ ploskoæ volny v oblasti Ω_1, φ_2 – ugol padeniØ

v sloe Ω_2, kotoryæ nahoditsØ iz zakona Snelliusa:

n_1 cos φ_1 = n_2 cos φ_2. (1.3)

Kofffficienty otraßeniØ i prelomleniØ nahodØtsØ iz usloviæ nepreryvnosti kasatel~nyh sostavlØ¸wih polØ na granicah razdela i ravny R = (1 − E^2 )r_2 − –_{12}(1 + E^2 )r_1 (1 − E^2 )r_2 + –_{12}(1 + E^2 )r_1

, (1.4) T = 2(1 − E^2)r_2 (1 − E^2 )r_2 + –_{12}(1 + E^2 )r_1

, (1.5) gde E_2 = exp { ik_2h √ 1 − α^2 } , r_{1,2} = √ 1 − α^2_{1,2},

–12 =^{W1}_{W2} , Wj =^{√ μj}_{εj} , j = 1, 2.

§2. Rexenie v sloe (perviqnaØ difrakciØ)

Predpoloßim teper~, qto neodnorodnost~ Ω_3 prisutstvuet. Togda volny v sloe, prohodØ qerez neodnorodnost~, budut poroßdat~ pole, rasseØnnoe na neæ. �to perviqnoe difrakcionnoe pole zatem budet pereotraßat~sØ ot granic sloØ i snova difragirovat~ na neodnorodnosti. OkazyvaetsØ, qto v sluqae, kogda razmer neodnorodnosti mal po sravneni¸ s dlinoæ volny (a imenno takoæ sluqaæ my i rassmatrivaem), difrakcionnoe pole budet znaqitel~no men~xe pada¸wego i v pervom priblißenii moßno ograniqitsØ vyqisleniem tol~ko perviqnogo difrakcionnogo polØ.

DlØ vyqisleniØ perviqnogo difrakcionnogo polØ vospol~zuemsØ metodom razloßeniØ po cilindriqeskim funkciØm.

Izvestno razloßenie ploskoæ volny po cilindriqeskim funkciØm

e^{ikr cos φ} = J_0(kr) + 2 ∞∑ n=1 J_n(kr) cos nφ. (2.1)

Vospol~zuemsØ razloßeniem dlØ nevozmuwennoæ zadaqi (bez neodnorodnosti Ω_3). Soglasno (1.1)–(1.5) pole predstavlØet soboæ summu dvuh ploskih voln u^{+ tr} i u^{− tr}. DlØ kaßdoæ iz nih

308 V. B. FILIPPOV, N. ˚. KIRPIQNIKOVA vospol~zuemsØ razloßeniem (2.1). Togda poluqim dlØ rexeniØ nevozmuwennoæ zadaqi v sloe Ω_2

~u_2 = J_0(k_2r)(1 + R) + ∞∑ n=1 i^{−n}J_n(k_2r)[cos n(φ − φ_0) + R cos n(φ + φ_0)].

Perviqnoe difrakcionnoe pole budem iskat~ v vide

^u_2 = ∑ n¿0^{anH} (1) n (k_2r)[cos n(φ − φ_0) + R cos n(φ + φ_0)],

u_3 = ∑ n¿0^{bnJn(k3r)[cos n(φ − φ0) + R cos n(φ + φ0)].}

(2.2)

Esli oboznaqit~ qerez ~u_2 – rexenie nevozmuwennoæ zadaqi, to iz usloviØ na granice Γ_{23} neodnorodnosti Ω_3 pri r = a poluqim sistemu uravneniæ dlØ nahoßdeniØ kofffficientov a_n i b_n:

d_nJ_n(k_2a) + a_nH^{(1)}_n (k_2a) = b_nJ_n(k_3a), μ^{−1}_2 [d_nJ^′_n(k_2a) + a_nH^{(1)0}_n (k_2a)] = μ^{−1}_3 b_nJ^′_n(k_3a), } (2.3) gde d_n = { 1, pri n = 0, 2i^{−n}, pri n > 0. Iz sistemy (2.2) nahodim:

a_n = −d_n –^{23}

J^′_n(k_3a)J_n(k_2a) − J_n(k_3a)J^′_n(k_2a)

–23J^′_n(k3a)H^{(1)}n (k2a) − Jn(k3a)H^{(1)0}n (k2a)^,

(2.4) gde –23 =^{W2}_{W3} , Wj =^{√μj}_{εj} .

UqityvaØ, qto k_j a ≪ 1 vospol~zuemsØ razloßeniØmi cilindriqeskih funkciæ v stepennye rØdy [2]. Ispol~zuØ ih moßno pokazat~, qto pri malyh z ime¸t mesto ocenki: J_n(z) =∼ ( z 2 )_n 1 n! , n ¿ 0, (2.5) J^′_n(z) ∼ −z 2 , pri n = 0, 1 2 ( z 2 )_{n−1} 1 (n − 1)! , pri n > 0, (2.6)

DIFRAKCI˚ �LEKTROMAGNITNYH VOLN 309

H^{(1)}_n (z) ∼ 2i π ln ( γz 2 ) , pri n = 0, −i π ( z 2 )_{−n} (n − 1)!, pri n > 0,

(2.7)

H^{(1)0}_n (z) =∼ 2i π ( z 2 )_{−n−1} n!, n ¿ 0. (2.8)

PodstavlØØ razloßeniØ (2.5)–(2.8) v formulu (2.4), poluqim sledu¸wee vyraßenie dlØ kofffficientov a_n v razloßeniØh dlØ perviqnogo difrakcionnogo polØ:

a_0 = −d_0iμ_2(ε_3 − ε_2)(ka)^2 + . . . , (2.9_1)

a_1 = d_1iε_2μ_2 μ_3 − μ_2 μ_3 + μ_2

(ka)^2 + . . . . (2.9_2)

DlØ dal~neæxih kofffficientov imeem ocenku:

a_n = O((ka)^{2n}), n > 1 (2.10)

kotoraØ pokazyvaet, qto v dlinnovolnovom priblißenii, kogda razmery vkl¸qeniØ Ω_3 maly po sravneni¸ s dlinoæ pada¸weæ vol-

ny (ka ≪ 1, k = ω √ εμ c ), glavnymi qlenami v razloßenii (2.2) budut pervyæ i vtoroæ, a vse dal~neæxie budut veliqinami bolee vysokogo porØdka malosti.

Takim obrazom my vidim, qto neodnorodnost~ budet izluqat~ kak toqeqnyæ istoqnik.

§3. Diagramma napravlennosti polØ, rasseØnnogo maloæ neodnorodnost~¸ v sloe V predyduwem paragrafe my pokazali, qto v dlinnovolnovom priblißenii neodnorodnost~ ØvlØetsØ toqeqnym istoqnikom, dlØ kotorogo mownost~ proporcional~na skaqku parametrov ε i μ i plowadi neodnorodnosti.

Opredelim teper~ harakteristiki polØ, rasseØnnogo neodnorodnost~¸ vo vsem prostranstve.

Naædem snaqala pole vozbußdaemoe toqeqnym istoqnikom tipa monopolØ, pomewennogo v sloe. Predpoloßim, qto on pomewen

310 V. B. FILIPPOV, N. ˚. KIRPIQNIKOVA v toqku s koordinatami (0, −h_1). Budem iskat~ rexenie v vide preobrazovaniØ Fur~e po koordinate x u_j (x, y, k) = 1 2π ∞∫ −∞ e^{ikj xαj} ^U_j(y, α_j , k)dα_j, (3.1) gde j = 1, 2, dlØ (x, y) ∈ Ω_{1,2}.

FunkciØ ^U_2 udovletvorØet uravneni¸: ( ∂^2 ∂y^2 + k^2(1 − α^2) ) ^U_2 = k_2δ(y − y_0), (3.2)

graniqnomu uslovi¸ ^U_2 = 0 pri y = −h i kontaktnomu uslovi¸ pri y = 0.

Poloßim

^U_2 = e^{ik2} √_{1−α2|y+h|} 2ik_2 √ 1 − α^2

+ ~U_2, (3.3)

togda dlØ funkcii ~U_2 poluqim, qto ona udovletvorØet odnorodnomu uravneni¸ (3.2) i neodnorodnomu uslovi¸

~U_2 = − ^U_2, pri y = −h.

Budem iskat~ ee v vide razloßeniØ

~U_2 = a^+_2 Ψ^+ + a^−_2 Ψ^−, gde Ψ^± = e^{±ik2} √_{1−α2y} . Iz graniqnogo usloviØ Dirihle pri y = −h poluqaem

a^+_2 E^{−1}_2 + a^−_2 E_2 = −

E_2 E^{−1}_{21} 2ik_2 √ 1 − α^2

, (3.4) gde E_2 = exp { ik_2 √ 1 − α^2h } , E_{21} = exp { ik_2 √ 1 − α^2h_1 } . Voz~mem

a^+_2 = −

E^2 E^{−1}_{21} 2ik_2 √ 1 − α^2

+ a^+_{21},

DIFRAKCI˚ �LEKTROMAGNITNYH VOLN 311 togda imeem vmesto (3.4) uslovie

a^+_{21}E^{−1}_2 + a^−_2 E_2 = 0.

Zametim, qto vydelennomu slagaemomu sootvetstvuet volna ot istoqnika, otraßennogo graniceæ Γ_{20} y = −h.

Pole v verhneæ srede Ω_1 sootvetstvuet uhodØweæ volne i dlØ togo, qtoby rexenie udovletvorØlo uslovi¸ izluqeniØ, nado vzØt~ ego v vide

^U_1 = b^+_1 e^{ik}1 √_{1−α21y} . Iz usloviØ na granice razdela Γ_{12}

u_1 = u_2, pri y = 0, 1 μ_i ∂u_i ∂n = 1 μ_j ∂u_j ∂n , pri y = 0

moßno naæti kofffficienty b_1, a^+_{21} i a^−_2 . DlØ fftogo nado rexit~ sistemu iz treh uravneniæ. Esli predpoloßit~, qto harakteristiki sred blizki, t.e. otraßenie ot granicy razdela neznaqitel~no, to formuly uprowa¸tsØ. Iz formul (3.1)–(3.4) poluqim

^U_1 = k^1(E^{12} − E^2E^{−112} )e^{ik1} √_{1−α21y} ik_2 (√ 1 − ( k_1 k_2

)_2

α^2_1 +

W_2 W_1 √ 1 − α^1 ) .

Napomnim, qto

k_j = √ ε_j μ_j , W_j = √ μ_j ε_j . Obyqno v sloe Ω_2 skorost~ voln men~xe, qem v verhnem poluprostranstve Ω_1, t.e. k_2 > k_1, razrezy raspolaga¸tsØ kak na Ris. 2.

Ris. 2.

312 V. B. FILIPPOV, N. ˚. KIRPIQNIKOVA Analogiqnym obrazom moßno poluqit~ pole vozbußdaemoe dipolem. UqityvaØ formuly (2.2), (2.3), (2.9) i (2.10) dlØ polØ, rasseØnnogo neodnorodnost~¸ Ω_3 v oblast~ Ω, i primenØØ metod perevala dlØ integrala u_1, poluqim pri kr ≫ 1 v naibolee prostom sluqae poglowa¸weæ podloßki sledu¸wu¸ formulu dlØ fflektriqeskogo polØ, rasseØnnogo neodnorodnost~¸:

u_1 ∼ e^{i(kr−π/4)} i √ kr μ_2(ε_3 − ε_2)(ka)^2f(φ, φ_0), (3.5)

f(φ, φ_0) = T_{12}(φ_0)T_{21}(φ_0)e^{ik2h(sin φ21−sin φ20)},

gde T_{12} i T_{21} – kofffficienty prohoßdeniØ iz pervoæ sredy vo vtoru¸ i iz vtoroæ v pervu¸, φ_{20} φ_{21} – ugly rasprostraneniØ voln v sloe (nahodØtsØ iz zakona Snelliusa),

φ_{20} = arc cos ( k_1 k_2 cos φ_0 ) , φ_{21} = arc cos ( k_1 k_2 cos φ ) . Napomnim, qto zdes~ φ_0 – ugol padeniØ, a φ – ugol nabl¸deniØ.

Analogiqnye, no bolee gromozdkie formuly mogut byt~ poluqeny i v obwem sluqae. Oni budut otliqat~sØ vidom funkcii f(φ, φ_0).

§4. DifrakciØ ot skaqka impedansa. (Postanovka zadaqi)

RassmatrivaetsØ zadaqa difrakcii fflektromagnitnoæ ploskoæ volny ot skaqka postoØnnogo impedansa na granice razdela dvuh sred. Impedansnoe uslovie imeet vs¸du v ploskoski razdela dvuh sred, krome uzkoæ polosy, opredelennoe postoØnnoe znaqenie. Na uzkoæ polose impedans prinimaet drugoe postoØnnoe znaqenie, ne sil~no otliqa¸weesØ ot pervogo. Dva usloviØ nepreryvnosti tangencial~nyh sostavlØ¸wih vektorov E i H na granice razdela sred y = 0 moßno zamenit~ odnim, esli impedans nißneæ sredy Z_1 priblißenno sqitat~ ne zavisØwim ot ugla prelomleniØ θ_1. Togda dlØ sluqaØ E, leßawego v ploskosti padeniØ, imeem y = 0, ∂H_z ∂y + ikg_{0‖}H_z = 0, g_{0‖} = √ ε μ Z_1, Z_1 = √ μ_1 ε_1

, (4.1_‖)

DIFRAKCI˚ �LEKTROMAGNITNYH VOLN 313 a dlØ sluqaØ E, perpendikulØrnogo ploskosti padeniØ, poluqim y = 0, ∂E_z ∂y + ikg_{0⊥}E_z = 0, g_{0⊥} = √ μ √ εZ_1 . (4.1_⊥)

Zdes~ ε, μ, (ε_1, μ_1) – difflektriqeskaØ i magnitnaØ pronicaemosti verhneæ (nißneæ) sredy, k =^ω_c √εμ.

Priblißennoe graniqnoe uslovie (4.1), vpervye predloßennoe M. A. Leontoviqem, pozvolilo postavit~ i rexit~ rØd vaßnyh zadaq po rasprostraneni¸ radiovoln nad zemnoæ poverhnost~¸ [1].

Itak, pust~ na granicu razdela sred (ploskost~ xz, y = 0) v ploskosti xy padaet fflektromagnitnaØ volna, kotoraØ moßet byt~ predstavlena v vide superpozicii dvuh voln, u odnoæ iz kotoryh vektor E perpendikulØren ploskosti padeniØ, a u drugoæ leßit v fftoæ ploskosti (sm. Ris. 3).

Ris. 3.

SostavlØ¸wie fflektromagnitnogo polØ E_z i H_z v verhneæ srede dlØ dvuh polØrizaciæ oboznaqim qerez u, priqem funkciØ u udovletvorØet uravneni¸ Gel~mgol~ca, standartnym usloviØm izluqeniØ pri r = √ x^2 + z^2 → ∞ i “impedansnym usloviØm” na

granice razdela dvuh sred:

Δu + k^2u = 0, k = ω c √ εμ. (4.2) Uslovie izluqeniØ Zommerfel~da dlØ polØ u formuliruetsØ tak lim_{r→∞} r ( ∂u ∂r − iku ) = 0, Im k > 0, (4.3)

i, nakonec, impedansnoe uslovie na granice razdela sred (sm. (4.1)) zapixetsØ v vide ∂u ∂y + i kg_0 u = 0, y = 0. (4.4)

314 V. B. FILIPPOV, N. ˚. KIRPIQNIKOVA Zdes~ v impedansnom uslovii funkciØ g_0 opredelena vyraßeni- Ømi (4.1).

Rexenie zadaqi (4.2)–(4.4) predstavim v vide pada¸weæ i otraßennoæ voln s razliqnymi kofffficientami otraßeniØ dlØ dvuh polØrizaciæ (ih budem otliqat~ znaqkami ⊥ i ‖ v kofffficientah otraßeniØ). V sluqae impedansnogo graniqnogo usloviØ (4.4) s postoØnnym impedansom g_0 takie rexeniØ ime¸t vid:

u^0_⊥ = E_0 exp{ik(x sin θ−y cos θ)}+V_⊥E_0 exp{ik(x sin θ+y cos θ)}, (4.5) gde V_⊥ = √_{μ1} ε1 − √_μ ε 1 cos θ √_{μ1} ε1 + √_μ ε 1 cos θ = cos θ − g_{0⊥} cos θ + g_{0⊥}

. (4.6)

DrugaØ polØrizaciØ opredelØetsØ formulami:

u^0_‖ = H_0 exp{ik(x sin θ−y cos θ)}+V_‖H_0 exp{ik(x sin θ+y cos θ)}, (4.7) gde V_‖ = − √_{μ1} ε1 − √_μ ε cos θ √_{μ1} ε1 + √_μ ε cos θ = − g_{0‖} − cos θ

g_{0‖} + cos θ

. (4.8)

§5. Otraßenie ot skaqka impedansa

Rassmotrim zadaqu otraßeniØ pada¸weæ ploskoæ fflektromagnitnoæ volny ot granicy razdela dvuh sred, na kotoroæ zadany impedansnye usloviØ so skaqkom na polose |x| 6 l/2 ≪ λ, |kl| ≪ 1 (λ =^{2π}_k – dlina fflektromagnitnoæ volny).

Pust~ pole u pri y > 0 udovletvorØet uravneni¸

Δu + k^2u = 0, (5.1)

graniqnomu uslovi¸ (y = 0) ∂u ∂y + i kg u = 0, y = 0, (5.2)

i uslovi¸ izluqeniØ Zommerfel~da (4.3).

PostoØnnyæ impedans g opredelen sledu¸wim usloviem: g = { g_0, pri |x| > l/2, g_0 + g_1, pri |x| 6 l/2.

(5.3)

DIFRAKCI˚ �LEKTROMAGNITNYH VOLN 315 Rexenie fftoæ zadaqi u predstavim v vide summy neizvestnogo slagaemogo U i izvestnogo rexeniØ zadaqi (4.2)–(4.4) s posto- Ønnym impedansom g_0:

u = U + u^0. (5.4)

Zdes~ u^0 oznaqaet libo u^0_⊥, libo u^0_‖, (sm. formuly (4.5)–(4.8)), v zavisimosti ot napravlennosti pada¸wego polØ.

DlØ funkcii U poluqim sledu¸wu¸ zadaqu (usloviØ izluqeniØ odni i te ße):

ΔU + k^2U = 0, y > 0, (5.5) ∂U ∂y + i kg U = −iku^0 { 0, pri |x| > l/2 y = 0, g_1, pri |x| 6 l/2, y = 0. (5.6)

Rexenie zadaqi (5.5)–(5.6) naædem, ispol~zuØ funkci¸ Grina dlØ postoØnnogo impedansa.

FunkciØ Grina G(M, M_0) udovletvorØet zadaqe

(Δ + k^2)G(M, M_0) = −δ(M − M_0), y > 0, (5.7) ∂G ∂y + i kg_0 G = 0, y = 0, (5.8)

i uslovi¸ izluqeniØ (4.3).

S pomow~¸ funkcii Grina rexenie ishodnoæ zadaqi (5.1)– (5.2) moßet byt~ predstavleno v vide U (x, y) = −ikg_1 l/2∫ −l/2 U (x_0, 0)G(x, y; x_0, 0)dx_0−

−ikg_1 l/2∫ −l/2 u^0(x_0, 0)G(x, y; x_0, 0)dx_0. (5.9)

Formulu (5.9) budem rassmatrivat~ na granice razdela, t.e. pri y = 0: U (x, 0) = −ikg_1 l/2∫ −l/2 U (x_0, 0)G(x, 0; x_0, 0)dx_0−

316 V. B. FILIPPOV, N. ˚. KIRPIQNIKOVA −ikg_1 l/2∫ −l/2 u^0(x_0, 0)G(x, 0; x_0, 0)dx_0. (5.10)

Podstaviv v formulu (5.10) znaqenie funkcii Grina G(M, M_0) pri y_0 = 0, poluqaem integral~noe uravnenie Fredgol~ma vtorogo roda dlØ nahoßdeniØ rexeniØ zadaqi (5.5), (5.6) pri y = 0.

ZnaØ U (x, 0), po formule (5.9) naædem U (x, y). Podstaviv

U (x, y) v ravenstvo (5.4), okonqatel~no otywem rexenie isko-

moæ zadaqi (5.1), (5.2), esli rexenie u^0 v sluqae dvuh polØrizaciæ vektora fflektriqeskogo polØ dlØ postoØnnogo impedansa

g_0 opredeleno vyraßeniØmi (sm. (4.5)–(4.8)).

ObratimsØ k nahoßdeni¸ funkcii Grina. Postroenie funkcii G(M, M_0) provedem standartnym metodom preobrazovaniØ Fur~e

G(M, M_0) = 1 2π ∞∫ −∞ e^{ik(x−x0)ξ}kG_1(y, y_0, ξ)dξ. (5.11) FunkciØ G_1(y, y_0, ξ) udovletvorØet sledu¸weæ zadaqe

∂^2G_1 ∂y^2 + k^2(1 − ξ^2)G_1 = −δ(y − y_0), y > 0, (5.12) ∂G_1 ∂y + i kg_0 G_1 = 0, y = 0. (5.13)

Fundamental~nye rexeniØ uravneniØ (5.12) ime¸t vid y_{1,2} = exp { ±iky √ 1 − ξ^2 } . Iz nih vybiraem rexenie, udovletvorØ¸wee uslovi¸ izluqeniØ: pri y > 0 i Im k > 0. FunkciØ Grina, krome togo, dolßna udovletvorØt~ impedansnomu uslovi¸ na granice razdela

y = 0. Sledovatel~no, funkciØ Grina G_1(y, y_0, ξ) predstavlØet-

sØ v sloßnom vide. PreobrazuØ ffto vyraßenie v bolee prostye slagaemye i podstavlØØ ih v (5.11), poluqim dlØ funkcii Grina

G(M, M_0) formulu:

G(M, M_0) = 1 2π ∞∫ −∞ e^{ik(x−x0)ξ}× (5.14)

DIFRAKCI˚ �LEKTROMAGNITNYH VOLN 317 × ( e^{±ik(y−y0)} √_{1−ξ2} +e^{ik(y+y0)} √_{1−ξ2} −2i √ 1 − ξ^2 + g_0e^{ik(y+y0)} √_{1−ξ2} i √ 1 − ξ^2( √ 1 − ξ^2 + g_0) ) dξ. FunkciØ Grina v formule (5.14) imeet sledu¸wie znaki v pervoæ ffksponente: znak “+” pri y > y_0 i znak “−” pri y < y_0.

Privedem zdes~ integral~noe predstavlenie Vatsona dlØ funkcii HankelØ [2]:

H^{(1)}_0 (k √ x^2 + y^2) = 1 2π ∞∫ −∞ e^{ik(xα+√1−α2y)} dα √ 1 − α^2 , gde put~ integrirovaniØ ukazan na Ris. 4.

Ris. 4.

Togda dva pervyh slagaemyh funkcii Grina, opredelennoæ formuloæ (5.14), mogut byt~ predstavleny summoæ dvuh funkciæ HankelØ ot raznyh argumentov

G_1 + G_2 = i 2 H^{(1)}_0 ( k √ (x − x_0)^2 + (y − y_0)^2 ) + + i 2 H^{(1)}_0 ( k √ (x − x_0)^2 + (y + y_0)^2 ) . (5.15)

Qto kasaetsØ tret~ego slagaemogo v formule (5.14), to ono prevrawaetsØ v sledu¸wee

G_3 = − i 2π ∞∫ −∞ e^{ik(x−x0)ξ} g_0e^{ik(y+y0)} √_{1−ξ2} √ 1 − ξ^2( √ 1 − ξ^2 + g_0) dξ.

V glavnom priblißenii pri kr ≪ 1, (|ξ| ≫ 1), r = √ (x − x_0)^2+ + √ (y − y_0)^2, dva slagaemyh G_1 + G_2 ØvlØ¸tsØ opredelØ¸wimi, a

318 V. B. FILIPPOV, N. ˚. KIRPIQNIKOVA integral G_3 sozdaet dopolnitel~nyæ “fon” po otnoxeni¸ k nim. FunkciØ Grina pri y_0 = 0 v oblasti kr ≪ 1 svoditsØ k summe funkcii HankelØ i ostatka

G(M, M_0) = iH^{(1)}_0 ( k √ (x − x_0)^2 + y^2 ) + G_3.

Teper~ neobhodimo funkci¸ Grina naæti v volnovoæ zone kr ≫ 1 i v zone kr = O(1). FunkciØ Grina pri y_0 = 0 v fftom sluqae svoditsØ k sledu¸wemu integralu

G(M, M_0) = G_3 = i 2π ∞∫ −∞ e^{ik(x−x0)ξ} e^{ik(y+y0)} √_{1−ξ2} ( √ 1 − ξ^2 + g_0)

dξ. (5.16)

Vyqislim integral (5.16) v volnovoæ zone pri kr ≫ 1 metodom perevala. V rezul~tate poluqaetsØ cilindriqeskaØ volna

G(M, M_0) = i cos θ 2(cos θ + g_0) √ 2 πkr e^{i(kr−π/4)}. (5.17) FunkciØ Grina v volnovoæ zone kr = O(1) moßet byt~ naædena sledu¸wim obrazom. DelaØ podstanovku v integrale (5.16)

ξ = sin τ, √ 1 − ξ^2 = cos τ,

i vvodØ polØrnye koordinaty

x − x_0 = r cos ϑ, y = r sin ϑ, 0 < ϑ < π 2 , moßno G(M, M_0) privesti k vidu

G(M, M_0) = i 2π ∫ Γ_τ e^{ikr sin(τ−ϑ)} cos τ cos τ + g_0

dτ. (5.18)

Ugol ϑ =^π_2 −θ nazyvaetsØ uglom skol~ßeniØ pada¸weæ volny, θ – ugol padeniØ, kontur Γ_τ proveden qerez toqku perevala τ =^π_2 −ϑ pod uglom −π/4 k vewestvennoæ osi.

Itak, funkciØ Grina dlØ integral~nogo uravneniØ (5.9) (pri

y_0 = 0) imeet vid

I. pri kr ≪ 1

G(x, y; x_0, 0) = iH^{(1)}_0 (kr) + G_3, (5.19_I)

DIFRAKCI˚ �LEKTROMAGNITNYH VOLN 319 tak kak u funkciæ HankelØ G_{1,2} v dannom sluqae odinakovyæ argument, r = √ (x − x_0)^2 + y^2.

II. pri kr = O(1)

G(x, y; x_0, 0) = i 2π ∫ Γ_τ e^{ikr sin(τ−ϑ)} cos τ cos τ + g_0

dτ, (5.19_{II})

i, nakonec,

III. v oblasti kr ≫ 1

G(x, y; x_0, 0) = i 2 cos θ (cos θ + g_0) √ 2 πkr e^{i(kr− π4 )} ( 1 + O ( 1 kr )) . (5.19_{III})

V sluqae, kogda obe toqki (istoqnika i nabl¸datelØ) leßat na granice razdela (pri y = 0), funkciØ Grina dlØ integral~nogo uravneniØ (5.10) predstavlØetsØ takße formulami (5.19), no dlØ r = √ (x − x_0)^2 = |x − x_0|.

Rexenie integral~nogo uravneniØ (5.10) naædem priblißenno, ispol~zuØ metod iteraciæ. Vyberem v kaqestve naqal~nogo priblißeniØ izvestnu¸ pravu¸ qast~:

U^{(0)}(x, 0) = −ikg_1 l/2∫ −l/2 u^0(x_0, 0)G(x, 0; x_0, 0)dx_0, (5.20)

gde G(x, 0; x_0, 0) opredelena vyraßeniØmi (5.19).

Podintegral~nu¸ funkci¸ Grina v (5.20) sleduet rassmatrivat~ v treh oblastØh: v oblasti kr ≪ 1, gde parametr x izmenØetsØ na otrezke |x| 6 l/2, v oblasti kr = O(1), (parametr x izmenØetsØ vne otrezka [−l/2, l/2]), i, nakonec, pri kr ≫ 1, kogda |x| → ∞. Otmetim, qto vo vseh treh sluqaØh raspoloßeniØ toqki nabl¸deniØ na granice razdela, toqka istoqnika (toqka integrirovaniØ) |x_0| ≪ 1.

V pervoæ rassmatrimaemoæ oblasti pri kr ≪ 1 funkciØ HankelØ imeet asimptotiku

H^{(1)}_0 (kr) ∼ − 2i π ln 2i γkr , (γ = 1.781 . . .), C = ln γ = 0, 577 . . . .

Iz integrala (5.17) moßno uvidet~, qto v tret~eæ oblasti, pri kr ≫ 1, my poluqim asimptotiku funkcii HankelØ (cilindriqesku¸ volnu):

H^{(1)}_0 (x) = √ 2 πx e^{i(x− π4 )} ( 1 + O ( 1 x )) , Im x ¿ 0.

320 V. B. FILIPPOV, N. ˚. KIRPIQNIKOVA I, nakonec, v oblasti srednih znaqeniæ z = k|x−x_0| = O(1) funkciØ Grina predstavlØetsØ v vide nekotorogo integrala (5.18), kotoryæ vyqislØetsØ.

Po uslovi¸ zadaqi prisutstvuet ewe malyæ parametr kl ≪ 1, sledovatel~no, interval integrirovaniØ v uravnenii (5.10) mal.

Krome togo, Ødro integral~nogo uravneniØ (5.10) vo vseh treh sluqaØh malo, tak kak po uslovi¸ zadaqi skaqok impedansa ot

g_0 do g_0 + g_1 mal, t.e.

g_{1‖} = √ ε μ (√ μ_2 ε_2 − √ μ_1 ε_1 ) , g_{1⊥} = √ μ ε (√ ε_2 μ_2 − √ ε_1 μ_1 ) , (5.21)

gde ε, μ, ε_1, μ_1, ε_2, μ_2 – sootvetstvenno difflektriqeskaØ i magnitnaØ pronicaemosti verhneæ sredy, nißneæ sredy na podloßke

y = 0 s impedansom g_0 i g_0 + g_1, i, krome togo,

ε_1, μ_1 ≈ ε_2, μ_2.

Issleduem pervoe priblißenie k rexeni¸ integral~nogo uravneniØ (5.10) v treh oblastØh izmeneniØ x.

1. Pust~ toqka nabl¸deniØ x ∈ [−l/2, l/2].

Togda podstavlØØ asimptotiku funkcii Grina pri malom argumente i vybiraØ odno iz znaqeniæ u^0_{⊥(‖)}, opredelØemoe po formulam (4.7)–(4.10), poluqim sledu¸wee vmesto (5.10) integral~- noe uravnenie dlØ pervoæ iteracii U^0(x, 0):

U^0(x, 0) = − 2ikg_1 π l/2∫ −l/2 u^0(x^′, 0)[ ln 2i γk|x − x^′| + π 2 G_3] dx^′. (5.22)

V formule (5.22) parametr |g_1| toße mal po uslovi¸ zadaqi. Sootvetstvenno, dlØ fftih polØrizaciæ znaqenie amplitudnogo mnoßitelØ u polØ u^0(x^′, 0) pri ffksponente exp{ikx^′ sin θ} tak ße budet razliqnym:

A^0_⊥ = E_0[1 + V_⊥], V_⊥ = cos θ − g_{0⊥} cos θ + g_{0⊥}

, (5.23)

A^0_‖ = H_0[1 + V_‖], V_‖ = cos θ − g_{0‖} cos θ + g_{0‖}

. (5.24)

DIFRAKCI˚ �LEKTROMAGNITNYH VOLN 321 Zdes~ sleduet sqitat~, qto parametr integrirovaniØ |kx^′|≪1 – mal, tak kak integrirovanie v (5.22) provoditsØ po malomu promeßutku |kl| ≪ 1.

ZamenØØ priblißenno ffksponentu rØdom po stepenØm kx^′ i provodØ integrirovanie, poluqaem, qto maksimal~noe znaqenie slagaemyh s logarifmiqeskimi mnoßitelØmi ravno kl ln(kl/2), a predel pri x → 0 proizvedeniØ l¸boæ stepeni x na ln x stremitsØ k nul¸. Pri kl ≪ 1 pervaØ iteraciØ U^0 dlØ |x| 6 l/2 imeet porØdok O(A^0 kl g_1).

2. Pust~ toqka nabl¸deniØ |x| > l/2.

Issleduem teper~ sluqaæ |kx| ∼ O(1), kl ≪ 1, kogda funkciØ Grina predstavlena formuloæ (5.19_{II}). Odnako, pri |kx^′| ≪ 1 moßno zamenit~ argument funkcii Grina, a ffksponenta exp{ikx^′

sin θ} blizka edinice. Togda

U^0(x, 0) ∼ O(A^0g_1 kl),

t.e. pervaØ iteraciØ soderßit malye mnoßiteli kl i g_1.

3. Naædem rasseØnie ot skaqka impedansa (x → ∞). Sluqaæ asimptotiqeskogo povedeniØ funkcii H^{(1)}_0 (k|x − x^′|) pri k|x − x^′| ≫ 1 privodit k sledu¸wemu vyraßeni¸ dlØ iteracii U^0(x, 0):

U^0(x, 0) ∼ A^0 i cos θ 2(cos θ + g_0) √ 2 πk|x| e^{i(k|x|− π4 )}g_1 kl, Esli ne issledovat~ znaqeniØ impedansa g_0, blizkie k cos θ, gde θ – ugol padeniØ zadannoæ ploskoæ volny, to rexenie u zadaqi (5.1)–(5.3) moßet byt~ sformulirovano sledu¸wim obrazom.

Rexenie u fftoæ zadaqi imeet vid summy (5.4), odno slagaemoe

U (x, y) kotorogo udovletvorØet integral~nomu uravneni¸ (5.9),

a drugoe est~ izvestnoe rexenie zadaqi (4.2)–(4.4) s postoØnnym impedansom g_0 i opredeleno formulami (4.5)–(4.8). Parametry g_{0⊥}, g_{0‖} v rassmatrivaemom sluqae udovletvorØ¸t formulam (4.1).

Ispol~zuØ pervu¸ iteraci¸ U^0(x, 0) v treh oblastØh raspoloßeniØ toqki nabl¸deniØ (x, 0), zapixem pervu¸ iteraci¸ k neizvestnomu slagaemomu U^1(x, y) v formule (2.4) dlØ polØ u iskomoæ zadaqi s malym (g_1) skaqkom impedansa na malom inter-

322 V. B. FILIPPOV, N. ˚. KIRPIQNIKOVA vale kl ≪ 1: U^1(x, y) = −ikg_1 l/2∫ −l/2 (U^0(x^′, 0) + u^0(x^′, 0))G(x, y; x^′, 0)dx^′. (5.25)

Zdes~ funkciØ Grina G(x, y; x^′, 0) opredelena tremØ razliqnymi priblißennymi formulami, v zavisimosti ot raspoloßeniØ toqki nabl¸deniØ i s razliqnymi skaqkami g_1 dlØ raznyh polØrizaciæ. Okonqatel~no, iz formuly (5.25) my poluqim vo vseh treh sluqaØh raspoloßeniØ nabl¸datelØ i istoqnika dobavoqnoe k pada¸weæ volne u^0 slagaemoe porØdka O((kl)^2)g^2_1), no s razliqnym harakterom napravlennosti rasseivaemogo polØ. �tot vyvod polnost~¸ soglasuetsØ s rassmotrennoæ v pervyh paragrafah zadaqeæ difrakcii ot maloæ neodnorodnosti v sloe, sm. formuly (2.9), (3.5).

Literatura

1. V. A. Fok, Problemy difrakcii i rasprostraneniØ fflektromagnitnyh

voln. Izd-vo “Sovetskoe radio,” M. (1970).

2. �. T. Uitteker, Dß. I. Vatson, Kurs sovremennogo analiza. Q. 2. Fizmatgiz, M. (1963).

3. L. A. Vaænxteæn, TeoriØ difrakcii i metod faktorizacii. M. (1966).

Phillipov V. B. and Kirpichnikova N. Ya. Diffraction of electromagnetic waves on small nonhomogeneities.

Two problems of the diffraction of the electromagnetic flat waves, scattered from a small nonhomogeneity in a stratum and from a saltus of an impedance on small segment of the boundary of the interface between two media, are investigated.

Postupilo 5 noØbrØ 1998 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN