Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 257, 1999 g.

Z. A. ˚nson VYSXIE PRIBLIȷENI˚ ASIMPTOTIKI POVERHNOSTNYH VOLN L˚VA SH V TRANSVERSAL^NO-IZOTROPNYH UPRUGIH SREDAH Vvedenie.

NastoØwaØ stat~Ø dopolnØet poluqennye ranee, [1], rezul~taty v qasti postroeniØ sledu¸wih (vysxih) priblißeniæ asimptotiki poverhnostnyh voln LØva dlØ uprugih sred so special~nym tipom anizotropii – transversal~noæ izotropieæ. Rassmatrivaemyæ tip simmetrii uprugih sred otnositsØ, odnako, k praktiqeski vaßnomu (dlØ seæsmiki i seæsmologii) klassu anizotropnyh uprugih sred.

V kaqestve matematiqeskogo apparata pri postroenii asimptotiki izuqaemyh poverhnostnyh voln ispol~zuetsØ, tak ße kak v [2, 3], nestacionarnyæ analog luqevogo metoda – prostranstvenno-vremennoæ (PV) luqevoæ metod, [4]. Otdel~nye mody voln LØva predstavleny summoæ kaustiqeskogo razloßeniØ (sobstvenno voln LØva s kaustikoæ, blizkoæ k granice sredy) i dvuh PV luqevyh rØdov, ime¸wih porØdok O(p^{−2/3}), p-qastota, i ØvlØ¸wihsØ po suti neodnorodnymi volnami s kompleksnymi ffækonalami. Otmetim, qto popereqnoæ SH volnoæ – volnoæ sdviga – neposredstvenno ØvlØetsØ glavnyæ qlen (nulevoe priblißenie) asimptotiqeskogo razloßeniØ. Suwestvennyæ moment kak v predlagaemyh postroeniØh, tak i pri rexenii podobnyh zadaq v skalØrnom i vektornom (dlØ izotropnoæ teorii uprugosti) sluqaØh, sostoit v zamene kofffficientov i ffækonalov luqevyh rexeniæ stepennymi rØdami po malomu parametru γ (soderßawimi takße i otricatel~nye stepeni γ), fiziqeski oznaqa¸wemu blizost~ kaustiki polØ luqeæ k granice sredy. V rassmotrennom qastnom sluqae anizotropii imenno v sledu¸wem priblißenii asimptotiki proØvlØetsØ vklad luqevyh rexeniæ s kompleksnymi ffækonalami.

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI, grant 96-01-00666. 323

324 Z. A. ˚NSON

Vvidu togo, qto tenzor uprugih postoØnnyh sredy v sluqae popereqnoæ izotropii (geksagonal~naØ sistema) v dekartovoæ sisteme koordinat imeet naibolee prostoæ vid, [5, 6], my sqitaem poverhnost~ Σ uprugogo tela ploskost~¸, a normal~ k neæ – sonapravlennoæ osi simmetrii sredy. Tem ne menee, postroennye v dannoæ rabote asimptotiqeskie formuly moßno rassmatrivat~ kak obobwenie rezul~tatov [2] hotØ i na qastnyæ, no praktiqeski vaßnyæ tip anizotropii, esli granica uprugoæ sredy – ploskost~. Priqem, imenno formuly dlØ sledu¸wih priblißeniæ asimptotiki pozvolØ¸t prosledit~ perehod PV luqevyh razloßeniæ v sootvetstvu¸wie rexeniØ, kogda sreda stanovitsØ izotropnoæ.

Obosnovaniem predlagaemogo asimptotiqeskogo predstavleniØ voln LØva ØvlØ¸tsØ poluqennye v [1] sootnoxeniØ dlØ uprugih (material~nyh) parametrov sredy, kotorye, s odnoæ storony, soglasu¸tsØ s ishodnoæ postanovkoæ zadaqi, a s drugoæ, – obespeqiva¸t vozniknovenie poverhnostnyh voln tipa SH v popereqno-izotropnyh sredah.

§1. Rekurrentnye uravneniØ dlØ kofffficientov asimptotiqeskih razloßeniæ poverhnostnyh voln

V nastoØwem paragrafe my privedem rezul~taty, poluqennye v [1] i kasa¸wiesØ postroeniØ glavnyh qlenov asimptotiki voln LØva. Priqem, uße pri postanovke rexaemoæ zadaqi my budem uqityvat~ specifiku formirovaniØ poverhnostnyh voln, kotoraØ byla vyØvlena v [1].

1. Vektor smeweniæ poverhnostnoæ volny, sosredotoqennoæ

vblizi granicy Σ uprugoæ sredy (v naxem sluqae – ploskosti), iwetsØ v vide summy kaustiqeskogo razloßeniØ ^⃗u i dvuh luqevyh rØdov ⃗u_{1,2} s kompleksnymi ffækonalami θ_{1,2}, tak qto ⃗u(⃗q, t) = ^⃗u(⃗q, t) + ⃗u_1(⃗q, t) + ⃗u_2(⃗q, t), (1.1) ^⃗u = {_∞∑ k=0 ⃗Ak (ip)^k v(−p^{2/3}m) + ip^{−1/3} ∞∑ k=0 ⃗Bk (ip)^k v^′(−p^{2/3}m) } e^{ipℓ(⃗q,t)}, (1.2)

⃗u_{1,2} = γ ∞∑ k=0 ⃗Ck_{1,2} (ip)^k e^{ipθ1,2(⃗q,t)}, i = √ −1 (1.2a)

VYSXIE PRIBLIȷENI˚ ASIMPTOTIKI 325 gde ⃗q = (q^1, q^2, q^3) – koordinaty toqki M; v i v^′ – funkciØ �æri i ee proizvodnaØ, p ≫ 1 – bol~xoæ parametr (qastota). Sistemu koordinat q^1, q^2, q^3 = n sqitaem dekartovoæ, tak qto q^3 = n = 0 – uravnenie ploskosti Σ. Normal~ ⃗n k Σ sqitaem napravlennoæ vnutr~ poluprostranstva.

Funkcii ℓ, m, θ_{1,2} podqineny na Σ, t.e. pri q^3 = n = 0, usloviØm m | Σ = γ > 0, θ_{1,2} | Σ = ℓ | Σ, Im ∂θ_{1,2} ∂n | | |_Σ > 0. (1.3)

PredstavlØØ slagaemye summy (1.1) v vide luqevyh razloßeniæ (1.2), (1.2a), my predpolagaem, qto kaßdyæ iz vektorov ^⃗u, ⃗u_1, ⃗u_2 udovletvorØet nestacionarnomu uravneni¸ teorii uprugosti (L⃗U )_j ≡ ∂σ_{ij} ∂q^i − ρ ∂^2U_j ∂t^2 = 0, i, j = 1, 2, 3. (1.4)

Kraevoe uslovie (otsutstvie naprØßeniæ na Σ) svoditsØ k ravenstvam σ_{3j}(⃗u) | |_{n=0} = [σ_{3j}(^⃗u) + σ_{3j}(⃗u_1) + σ_{3j}(⃗u_2)]_{n=0} = 0. (1.5)

V (1.4), (1.5) ρ(⃗q) – plotnost~ uprugoæ sredy, σ_{ij}(⃗U ) = a_{ijαβ}^{∂U α}_{∂qβ} – tenzor naprØßeniæ, gde a_{ijαβ} – tenzor uprugih postoØnnyh sredy, komponenty kotorogo zavisØt ot toqki M i predpolaga¸tsØ gladkimi differenciruemymi funkciØmi koordinat; U_j , U^j – komponenty ⃗U (simvolika verhnih indeksov dlØ oboznaqeniØ komponent vektorov zdes~ i niße ØlØetsØ uslovnoæ, tak kak v ortogonal~noæ sisteme koordinat U_i = U^i). V (1.4) i v privodimyh dalee formulah po povtorØ¸wimsØ indeksam predpolagaetsØ summirovanie.

Parametr γ prinimaet diskretnye znaqeniØ

γ = γ_ν = –^ν p^{2/3} , ν = 1, 2, . . . , (1.6)

kotorye opredelØ¸tsØ kornØmi −–_ν uravneniØ v^′(τ ) = 0. Indeks ν – nomer sobstvennoæ volny LØva – my v dal~neæxem opuskaem i sqitaem γ malym parametrom zadaqi, qto oznaqaet, imeØ v vidu (1.1) i (1.3), blizost~ kaustiki polØ luqeæ k granice Σ.

V sootvetstvii s rezul~tatami [1, 2], vvedem kofffficienty ⃗Ak = γk ⃗Ak, ⃗Bk = γk ⃗Bk, ⃗Ck_{1,2} = γk ⃗Ck_{1,2}, (1.6a)

326 Z. A. ˚NSON pri fftom ⃗A^0 = ⃗A^0, ⃗B^0 = ⃗B^0, ⃗C^0_{1,2} = ⃗C^0_{1,2}. Podstanovka razloßeniæ (1.2), (1.2a) v (1.4) i (1.5) privodit k rekkurentnym uravneniØm dlØ ⃗A^k, ⃗B^k, ⃗C^k_{1,2} vida { (N_ℓ + mN_m ) ⃗A^k + 2mN_{ℓm} ⃗B^k = γ ⃗F^{k−1}_1 ,

2N_{ℓm} ⃗A^k + (N_ℓ + mN_m ) ⃗B^k = γ ⃗F^{k−1}_2 ,

(1.7)

N_{θ1,2} ⃗C^k_{1,2} + γM_{θ1,2} ⃗C^{k−1}_{1,2} + γ^2L ⃗C^{k−2}_{1,2} = 0 k = 0, 1, 2, . . . ; ⃗A^{−r} = ⃗B^{−r} = ⃗C^{−r}_{1,2} = 0, r = 1, 2,

(1.8)

σ^k_{3j} | |_{n=0} = {^σ^k_{3j}(^⃗u) + γ[σ^k_{3j}(⃗u_1) + σ^k_{3j}(⃗u_2)]}_{n=0} = 0, j = 1, 2, 3. (1.9)

Zdes~ ^σ^k_{3j}(⃗u), σ^k_{3j}(⃗u_{1,2}) – kofffficienty razloßeniæ sootvetstvu- ¸wih slagaemyh iz levoæ qasti ravenstva (1.5) po stepenØm 1/(ip)^k. V (1.7)–(1.9) ispol~zovany sledu¸wie oboznaqeniØ: { − ⃗F^k_1 ≡ M_ℓ ⃗A^k + (N_m + mM_m) ⃗B^k + γL ⃗A^{k−1}, − ⃗F^k_2 ≡ M_m ⃗A^k + M_ℓ ⃗B^k + γL ⃗B^{k−1}, (1.10)

^σ^k_{3j}(^⃗u) | |_{n=0} ≡ [a_{3jαβ}ℓ^α(A^k)^β + γa_{3jαβ}m^α(B^k)^β +

+ γσ_{3j} ( ⃗A^{k−1}) ] n=0v(−p^{2/3}γ) exp[ipℓ_0(⃗q, t)], σ^k_{3j}(⃗u_{1,2}) | |_{n=0} ≡ [a_{3jαβ}θ^α_{1,2}(C^k_{1,2})^β + γσ_{3j} ( ⃗Ck−1_{1,2})]× × exp[ipℓ_0(⃗q, t)], j = 1, 2, 3, ℓ_0(q^1, q^2, t) ≡ ℓ(⃗q, t) | |_{n=0}. (1.11)

(N_ξ ⃗D)_j ≡ a_{ijαβ}ξ^iξ^αD^β − ρ ( ∂ξ ∂t )_2 D_j , 2(N_{ξη} ⃗D)_j ≡ a_{ijαβ}(ξ^iη^α + ξ^αη^i)D^β − 2ρ ( ∂ξ ∂t )( ∂η ∂t ) D_j . (1.12)

(M_ξ ⃗D)_j ≡ ∂ ∂q^i ( a_{ijαβ}ξ^α ) D^β + a_{ijαβ}ξ^i ∂ ∂q^α D^β + + a_{ijαβ}ξ^α ∂ ∂q^i D^β − 2ρ ∂ξ ∂t ∂D_j ∂t − ρ ∂^2ξ ∂t^2 D_j. (1.12a)

VYSXIE PRIBLIȷENI˚ ASIMPTOTIKI 327 Predstavim vblizi granicy Σ kofffficienty ⃗A^k, ⃗B^k, ⃗C^k_{1,2}, a takße funkcii ℓ, m, θ_{1,2} v vide rØdov (dvuhmasxtabnyh razloßeniæ) ⃗Ak =^∞ ∑ s,j=0 ⃗Ak_{sj} ns γj , ⃗Bk =^∞ ∑ s,j=0 ⃗Bk_{sj} ns γj ,

⃗Ck_{1,2} =^∞ ∑ s,j=0 ( ⃗C^k_{1,2})_{sj} n^s γ^j , (1.13)

ℓ = ∞∑ s,j=0 ℓ_{sr} n^s γ^j , m = ∞∑ s,j=0 m_{sr} n^s γ^j ,

θ_{1,2} = ∞∑ s,j=0 (θ_{1,2})_{sr} n^s γ^j . (1.13a)

Sootvetstvu¸wie razloßeniØ dlØ kofffficientov ⃗A^k, ⃗B^k, ⃗C^k_{1,2},

k ¿ 1, iz (1.2), (1.2a) (vysxie priblißeniØ) budut soderßat~,

narØdu so stepenØmi n^s γ^j , s, j ¿ 0, takße i otricatel~nye stepeni γ^{−r} , r = 1, 2, . . . , k. NesmotrØ na ffto obstoØtel~stvo, okonqatel~nye vyraßeniØ dlØ voln LØva budut imet~ vid razloßeniæ po stepenØm (p^{−1/3})^j n^s, s, j = 0, 1, 2, . . .. Poluqennye asimptotiqeskie predstavleniØ nosØt ravnomernyæ harakter i primenimy v pograniqnoæ polose 0 6 n < n_0, n_0 = O(p^{−ε}), ε > 0 – l¸boe.

2. Privedem rezul~taty vyqisleniæ nulevogo priblißeniØ

asimptotiki, t.e. glavnyh qlenov PV luqevyh razloßeniæ (1.2), (1.2a) (k = 0).

Iz sistemy (1.7) pri k = 0 i q^3 = n = 0 (t.e. na Σ), polagaØ γ = 0, poluqim N_ℓ ⃗A^0 | | |_{n=0} γ=0 = 0, ( 2N_{ℓm} ⃗A^0 + N_ℓ ⃗B^0 )_{n=0} γ=0 = 0.

(1.14)

Pervoe uravnenie poluqennoæ sistemy dlØ ⃗A^0, ⃗B^0 opredelØet ⃗A0|_{n=0γ=0} kak sobstvennu¸ funkci¸ simmetriqnoæ matricy A =

(a_{ijαβ}ℓ^iℓ^α) (s sobstvennymi qislami λ = ρℓ^2_t ). Vtoroe uravnenie

328 Z. A. ˚NSON sistemy (1.14) opredelØet ⃗B^0, priqem usloviem razreximosti fftogo neodnorodnogo uravneniØ ØvlØetsØ ravenstvo ( 2N_{ℓm} ⃗A^0, ⃗A^0 ) n=0 γ=0 = 0. (1.15)

Uslovie razreximosti pervogo uravneniØ sistemy (1.14), t.e. harakteristiqeskoe uravnenie matricy A , my zdes~ ne vypisyvaem, a postupaem inaqe: nahodim koren~ fftogo uravneniØ – sobstvennoe qislo λ = ρℓ^2_t matricy A , tak qto pri fftom okazyva¸tsØ vypolnennymi kak kraevye usloviØ, tak i ravenstvo (1.15).

Kraevye usloviØ (1.9), (1.11) pri γ = 0 privodØt takße k lineænoæ sisteme dlØ ⃗A^0 |_{n=0} γ=0 (⃗ξ_j , ⃗A^0) = 0, ⃗ξ_j = (a_{3jα1}ℓ^α, a_{3jα2}ℓ^α, a_{3jα3}ℓ^α), j = 1, 2, 3, (1.16)

opredelitel~ kotoroæ dolßen ravnØt~sØ nul¸. Pri fftom, vopervyh, iz (1.14) (konkretno iz (N_ℓ ⃗A^0, ⃗n)n=0_{γ=0} = 0) sleduet

A^0_n | |_{n=0γ=0} = ( ⃗A0, ⃗n ) n=0 γ=0 = 0 (1.17)

i, vo-vtoryh, budet vypolneno uslovie (1.15), tak kak v silu (1.3) i simmetrii operatora N_{ℓm} levaØ qast~ ravenstva (1.15) preobrazuetsØ pri n = 0 k vidu

a_{3jαβ} ℓ^α(A^0)^β (A^0)^j = (⃗ξ_j , ⃗A^0)(A^0)^j .

Podqerknem, qto ravenstvo (1.17) ØvlØetsØ vaßnoæ fiziqeskoæ harakteristikoæ volny LØva SH v izotropnom sluqae. V anizotropnoæ uprugoæ srede polØrizaciØ volny zavisit ot napravleniØ ee rasprostraneniØ, pofftomu ravenstvo A^0_n = 0 realizuetsØ libo na opredelennom napravlenii rasprostraneniØ volny, libo (esli ffto mnoßestvo napravleniæ) nakladyvaet opredelennye ograniqeniØ na tip simmetrii uprugoæ sredy. V rassmatrivaemom nami sluqae transversal~noæ izotropii my imeem delo so sredami, v kotoryh suwestvuet edinstvennaØ osi simmetrii [5, 6], prinimaemaØ obyqno za odnu iz koordinatnyh oseæ. V naxem sluqae ffta os~ simmetrii sovmewena s os~¸ Oq^3 dekartovoæ sistemy koordinat q^1, q^2, q^3.

VYSXIE PRIBLIȷENI˚ ASIMPTOTIKI 329 SimmetriqnaØ matrica (c_{rs}), r, s = 1, 2, . . . , 6, k kotoroæ svoditsØ tenzor a_{ijαβ}, v transversal~no-izotropnoæ srede opredelØetsØ 5 nezavisimymi uprugimi (material~nymi) parametrami. Strukturno ffta matrica podobna matrice (c_{rs}) izotropnoæ sredy, [5], i otliqnymi ot nulØ ØvlØ¸tsØ sledu¸wie fflementy c_{rs}:

c_{11} = c_{22} > 0, c_{12} = c_{21}, c_{13} = c_{31} = c_{23} = c_{32}, c_{33} > 0,

c_{44} = c_{55} > 0, c_{66} = c_{11} − c_{12} 2 > 0. (1.18)

V izotropnom sluqae nezavisimyh parametrov vsego dva (λ i μ), pri fftom

c_{11} = c_{22} = c_{33} = λ+2μ, c_{12} = c_{13} = λ, c_{44} = c_{55} = c_{66} = μ. (1.18a)

Ravenstvo (1.15) dlØ matricy (1.18) v silu (1.17) privoditsØ k vidu (zametim, qto a_{3j}0_α0_β0 ≡ 0, j^′, α^′, β^′ = 1, 2, sm. [5]) ∂ℓ ∂n ( c_{44}| ⃗A^0_s |^2 + c_{33}|A^0_n|^2 ) | |_{n=0γ=0} = 0, ⃗A0 = ⃗A0_s + ⃗n A^0_n, (1.15a)

otkuda pri |A^0| ≢ 0 sleduet

ℓ_3 | |_Σ = ∂ℓ ∂n | |_Σ = 0, γ = 0. (1.19)

DlØ vektorov ⃗ξ_j iz (1.16) pri n = 0, γ = 0 poluqim

⃗ξ_1 = ( 0, 0, c_{44} ∂ℓ ∂q^1 ) , ⃗ξ_2 = ( 0, 0, c_{44} ∂ℓ ∂q^2 ) , ⃗ξ_3 = c_{13}∇_s ℓ,

gde ∇ℓ = ∇_s ℓ+⃗n∂ℓ/∂n. Opredelitel~ sistemy (1.16) okazyvaetsØ ravnym nul¸, i pri j = 3 iz (1.16) takße sleduet ( ⃗ A^0∇_s ℓ )_{n=0} γ=0 = 0. (1.20)

Itak, ⃗A^0 pri γ = 0 na poverhnosti Σ ØvlØetsØ amplitudoæ popereqnoæ volny sdviga (volnoæ SH), tak qto ⃗A0 | | |_{n=0} γ=0 = φ^0(q^1, q^2, t)⃗ζ, (1.21)

330 Z. A. ˚NSON gde φ^0 – proizvol~naØ funkciØ, a ⃗n, ∇_s l, ⃗ζ = ⃗n × ∇_s ℓ – troæka ortogonal~nyh na Σ vektorov.

Teper~ iz pervogo uravneniØ sistemy (1.14), gde v rassmatrivaemom qastnom sluqae anizotropii (sm. Priloßenie)

N_ℓ ⃗A^0 ≡ (c_{12} + c_{66})( ⃗A^0∇ℓ)∇ℓ + (c_{66}(∇ℓ)^2 − ρℓ^2_t ) ⃗A^0_s+

+(c_{44}(∇ℓ)^2 − ρℓ^2_t )A^0_n + ℓ_3⃗a ( q^j , ∂ℓ ∂q^j ) , | ⃗a |< const, pri n = 0, γ = 0 nemedlenno sleduet ravenstvo

c_{66}(∇_s ℓ)^2 − ρℓ^2_t = 0, ℓ_t = ∂ℓ ∂t . (1.22)

�to ravenstvo, s odnoæ storony, opredelØet sobstvennoe qislo matriqnogo operatora A , a s drugoæ storony, (1.22) est~ uravnenie ffækonala dlØ funkcii ℓ_{00}(q^1, q^2, t) = ℓ | |_{n=0γ=0} polØ PV

luqeæ, kotoraØ nahoditsØ metodom harakteristik, esli zadana l_{00} | |_{t=0}. Zametim, qto uravnenie (1.22) sovpadaet s sootvetstvu- ¸wim uravneniem ffækonala v izotropnom sluqae. S cel~¸ udobstva izloßeniØ, pol~zuØs~ (1.18), privedem vyraßeniØ dlØ komponent ^σ_{3j}(^⃗u) | |_{n=0} iz (1.11): ^σ^k_{33} | |_{n=0} = [ c_{13}( ⃗A^k∇_s ℓ) + c_{33}A^k_nℓ_3 + γ ∂m ∂n c_{33}B^k_n+

+ γσ_{33}( ⃗A^{k−1}) ] exp[ipℓ_0(⃗q, t)] | | |_{n=0} · v(−p^{2/3}γ), ^σ^k_{3j}0 | |_{n=0} = { c_{44} [ ∂ℓ ∂q^{j ′} A^k_n + ℓ_3A^k_j0 + γ ∂m ∂n (B^k)_j0 ] + + γσ_{3j}0 ( ⃗A^{k−1}) } exp[ipℓ_0(⃗q, t)] | |_{n=0} · v(−p^{2/3}γ), j^′ = 1, 2,

(1.23)

3. Proekcii vektora^⃗B^0 na ∇s ℓ i ⃗n nahodØtsØ iz (1.14), tak qto

pri n = 0, γ = 0 ( ⃗B^0∇_s ℓ) = 0, B^0_n = 0. (1.24)

DlØ vyqisleniØ komponenty ( ⃗B^0, ⃗ζ) ispol~zuem kraevoe uslovie (1.9) pri k = 0. TrebuØ, qtoby proekciØ σ^0_{3j}(⃗u) | |_{n=0} na napravle-

nie ⃗ζ (ili, qto to ße, na ⃗A^0) obrawalas~ v nol~ s toqnost~¸ do O(γ^2), poluqim ( ⃗B0, ⃗ζ ) n=0 γ=0 = 0. (1.25)

VYSXIE PRIBLIȷENI˚ ASIMPTOTIKI 331 Proekcii vektorov σ^0_{3j}(⃗u_{1,2}) v (1.9) na naædennoe znaqenie ( ⃗B^0, ⃗ζ) ne vliØ¸t v silu ravenstva (sm. Priloßenie, p. 3)

a_{3jαβ}(A^0)^j θ^α(C^0)^β = −(⃗ξ_j , ⃗A^0)(C^0)^j , (1.25a)

gde (⃗ξ_j , ⃗A^0)n=0_{γ=0} = 0, sm. (1.16), i ⃗A^0 | |_{n=0γ=0} sonapravlen s ⃗ζ. Pod θ,

⃗C0 ponimaem θ_{1,2}, ⃗C0_{1,2}.

Itak, iz (1.24) i (1.25) sleduet, qto ⃗B^0 | |_{n=0γ=0} = 0.

Kofffficienty razloßeniæ (1.13), (1.13a) nahodØtsØ posledovatel~nym differencirovaniem po n i γ sistemy (1.7) pri k = 0. ProeciruØ poluqennye vyraßeniØ na ⃗ζ, poluqim kofffficienty m_{10}, ℓ_{01} i ℓ_{20}, [1], kotorye my privodim v konce §2, i proeciruØ te ße vyraßeniØ na ∇_s ℓ i ⃗n (pri ~m ≡ c_{66} − c_{44} ≠ 0) pri n = 0, γ = 0 nahodim ∂ ∂γ ( ⃗A^0∇_s ℓ) |_{n=0} γ=0 = 0 ili ( ∂ ⃗A_0 ∂γ , ∇_s ℓ ) = − ( ⃗ A^0∇_s ℓ_{01} ) , ∂A^0_n ∂γ = 0,

∂^2 ∂γ^2 ( ⃗ A^0∇_s ℓ ) = 0, ( ∂ ⃗B_0 ∂γ , ∇_s ℓ ) = 0, (1.26) ∂B^0_n ∂γ = 0, ∂A^0_n ∂n = 0, ( ∂ ⃗B_0 ∂n , ∇_s ℓ ) = − ( ⃗ A^0∇_s m_{10} ) . Komponenta ( ⃗A^0, ⃗ζ) (t.e. funkciØ φ^0 iz (1.21)), vhodØwaØ v vyraßeniØ ( ⃗A^0∇_s ℓ_{01}) i ( ⃗A^0∇_s m_{10}), sm. (1.26), opredelØetsØ iz usloviØ razreximosti 1-go uravneniØ sistemy (1.7) pri k = 1, sm. §2, a takße [1].

Pri poluqenii formul (1.26) my uqli, qto ∂ℓ_3 ∂γ | | | |n=0_{γ=0} = 0. (1.27a)

LevaØ qast~ fftogo ravenstva est~ kofffficient ℓ_{11} =^{∂2ℓ}_{∂n∂γ} iz (1.13a), i ego vyqislenie (sm. Priloßenie, p. 1) svoditsØ k differencirovani¸ po γ ravenstva ( 2N_{ℓm} ⃗A^0, ⃗A^0 ) = m(2N_{ℓm} ⃗B^0, ⃗B^0), (1.27)

332 Z. A. ˚NSON kotoroe ØvlØetsØ sledstviem sistemy (1.7) pri k = 0. Ravenstvo (1.27) pri n = 0, γ = 0 sovpadaet s (1.15), i moßet traktovat~sØ kak neobhodimoe uslovie razreximosti rexaemoæ zadaqi.

Iz formul (1.26) i (1.27a) sleduet, qto vektor σ̂^0_{3j}(^⃗u) | |_{n=0} iz (1.9) est~ vo vsØkom sluqae veliqina O(γ^3), sm. takße Priloßenie, p. 2. I kak legko videt~ iz (1.2a), (1.9), vklad luqevyh rexeniæ ⃗u_{1,2} v pole volny LØva pri k = 0 moßet proØvlØt~sØ lix~ v priblißenii O(γ^3). V fftoæ svØzi osobyæ interes predstavlØet ocenka vklada, vnosimogo rexeniØmi ⃗u_{1,2} v sledu¸wie priblißeniØ asimptotiki voln LØva pri k ¿ 1.

§2. UsloviØ razreximosti rekurrentnoæ sistemy uravneniæ. Vysxie priblißeniØ asimptotiki

1. Rassmotrim sistemu (1.7) pri k ¿ 0. VvodØ ffækonaly τ1,2 =

ℓ ∓^2_3 m^{3/2} i sootvetstvenno – amplitudy ⃗U^k_{1,2} = m^{−1/4} ⃗A^k ∓ m^{1/4} ⃗B^k dlØ voln, rasprostranØ¸wihsØ vblizi poverhnosti Σ, privedem (1.7) k rekurrentnoæ sisteme uravneniæ

N_{τ1,2} ⃗U^k_{1,2} = γ [ m^{−1/4} ⃗F^{k−1}_1 ∓ m^{1/4} ⃗F^{k−1}_2 ] , k = 0, 1, 2, . . . , (2.1)

gde ⃗U^0_{1,2} – rexeniØ sootvetstvu¸wih odnorodnyh vektornyh uravneniæ, opredelitel~ kotoryh predpolagaetsØ ravnym nul¸.

Uslovie razreximosti sistemy (2.1) pri k ¿ 1 imeet vid ( (m^{−1/4} ⃗F^k_1 ∓ m^{1/4} ⃗F^k_2 ), ⃗U^0_{1,2} ) = 0, k = 0, 1, 2, . . . . UmnoßaØ ffto ravenstvo na m^{1/2} i polagaØ n = 0 (t.e. na Σ) v predele pri γ → 0, poluqim ( ⃗ F^k_1 , ⃗A^0 )_{n=0} γ=0 = 0 ili ( M_ℓ ⃗A^k + N_m ⃗B^k, ⃗A^0)n=0_{γ=0} = 0. (2.2)

DlØ transversal~no-izotropnoæ sredy v silu (1.25) imeem ravenstvo ( ⃗M_ℓ ⃗A^0, ⃗A^0)n=0_{γ=0} = 0, kotoroe privoditsØ k vidu (uravne-

ni¸ perenosa), sm. [1],

div_s ( ⃗g | ⃗A^0|^2ρ |m_{10}| ) + ∂ ∂t | ⃗A^0|^2ρ |m_{10}| = 0, (2.3)

VYSXIE PRIBLIȷENI˚ ASIMPTOTIKI 333 gde ⃗g – gruppovaØ skorost~ s komponentami q^{j′} = c_{66} ρ ∂ℓ_{00} ∂q^{j ′} / (−ℓ_{00})_t, (−ℓ_{00})_t > 0, j^′ = 1, 2

i gde oboznaqeno div_s ⃗C ≡^∂_{∂qj} 0 C^{j′}, j^′ = 1, 2.

IntegriruØ (2.3) vdol~ proizvol~nogo PV luqa, nahodim ⃗A0|_{n=0γ=0} (to-est~ opredelØem funkci¸ φ0 iz (1.21))

⃗A0 | | | |^{n=0}_{γ=0} = χ^0(α^1, α^2) (|m_{10}| ρJ )_{1/2} ⃗ζ_0, ⃗ζ_0 = ⃗ζ |⃗ζ| , (2.3a)

gde J ≡ D(t, q^1, q^2) / D(s, α_1, α_2) – geometriqeskoe rashoßdenie vdol~ luqevoæ trubki; s, α_1, α_2 – luqevye koordinaty; χ^0(α_1, α_2) = const . vdol~ PV luqa.

Pust~ v (1.7) k = 1. Pri n = 0, γ = 0 dlØ kofffficientov ⃗A^1 i ⃗B^1 imeem odnorodnu¸ sistemu, analogiqnu¸ (1.14). Poskol~- ku kraevye usloviØ pri k = 1 i γ = 0 svodØtsØ k ravenstvam (⃗ξ_j , ⃗A^1)n=0_{γ=0} = 0, sm. (1.16), to vektor ⃗A^1 | |_{n=0γ=0}, imeet, kak i ⃗A0, po-

lØrizaci¸ SH volny, t.e. ⃗A1 | | | |^{n=0}_{γ=0} = φ^1(q^1, q^2, t) ⃗ζ, ⃗ζ = ⃗n × ∇_s ℓ, (2.4) gde φ^1 – proizvol~naØ i poka neizvestnaØ funkciØ.

Iz sistemy (1.14) (dlØ ⃗A^1, ⃗B^1) analogiqno sluqa¸ k = 0 poluqaem

B^1_n | |_{n=0γ=0} = ( ⃗B1, ⃗n ) n=0 γ=0 = 0, ( ⃗B1, ∇_s ℓ ) n=0 γ=0 = 0. (2.5)

DlØ nahoßdeniØ komponenty ( ⃗B^1, ⃗ζ) rassmotrim kraevye usloviØ (1.9) pri k = 1, a toqnee, proekci¸ vektora ^σ^1_{kj}0 | |_{n=0} iz (1.23) na

napravlenie ⃗ζ (ili, qto to ße, na ⃗A^0). Potrebuem, qtoby kofffficient pri γ^1 u fftoæ proekcii obrawalsØ v nul~. V otliqie ot priblißeniØ k = 0, teper~ v fftom kofffficiente nado uqest~ slagaemoe σ_{3j}0 ( ⃗A^0) | |_{n=0γ=0}, kotoroe, sm. (1.23), ravno c_{44}^∂_{∂n} ⃗A0_{j0} | |_{n=0}.

Itak, pri n = 0, γ = 0 nahodim

m_{10}( ⃗B^1, ⃗ζ) = − ( ∂ ⃗A_0 ∂n , ⃗ζ ) . (2.5a)

334 Z. A. ˚NSON

O vyqislenii proekcii (^{∂ ⃗A0}_{∂n} , ⃗ζ)n=0_{γ=0} sm. niße.

Proekcii vektorov σ^{(1)}_{3j} (⃗u_{1,2}) | |_{n=0γ=0} v (1.9) na naædennoe znaqenie

( ⃗B^1, ⃗ζ) ne vliØ¸t. Deæstvitel~no, ffto sleduet iz (1.11) i (1.25a), t.k. iz (1.8) oqevidno, qto ⃗C^k_{1,2} | |_{γ=0} = ak_{1,2} ⃗C0_{1,2} | |_{γ=0}, gde ak_{1,2} – skalØrnye funkcii.

Funkci¸ φ^1(q^1, q^2, t) my opredelØem, integriruØ neodnorodnoe, v otliqie ot (2.3), differencial~noe uravnenie vdol~ proizvol~nogo PV luqa na Σ. V rezul~tate poluqaem formulu pervogo priblißeniØ luqevogo metoda, a imenno

φ^1(q^1, q^2, t) = { χ^1(α_1, α_2) ( |m_{10}| ρJ )_{1/2} +

+ 1 2(−ℓ)_t √ |m_{10}| ρJ M∫ M0

√ |m_{10}|J ρ (N_m ⃗B^1, ⃗ζ) ds } n=0 γ=0 , ds = dt, (2.6) gde χ^1(α_1, α_2) = const . vdol~ PV luqa i gde proekciØ N_m ⃗B^1 | |_{⃗ζ} vyraßaetsØ qerez pravu¸ qast~ ravenstva (2.5a) ( N_m ⃗B^1, ⃗ζ )_{n=0} γ=0 = m^2_{10}c_{44} ( ⃗ B^1, ⃗ζ )_{n=0} γ=0 = −m_{10} c_{44} ( ∂ ⃗A^0 ∂n , ⃗ζ ) n=0 γ=0 . (2.6a)

2. Sledu¸wie priblißeniØ po γ dlØ kofffficientov^⃗A^1 i^⃗B^1 na-

hodim, postupaØ po analogii so sluqaem k = 0. DifferenciruØ po γ sistemu (1.7) (k = 1), proeciruØ poluqennye uravneniØ na ∇_s ℓ i ⃗n i oboznaqaØ ~m ≡ c_{66} − c_{44}, budem imet~:

(c_{12} + c_{66})

∂( ⃗A^1∇_s ℓ) ∂γ | | | |n=0_{γ=0} =

( ⃗F^0_1, ∇_s ℓ) (∇_s ℓ)^2 | | | |n=0_{γ=0};

(− ~m) ∂A^1_n ∂γ | | | |n=0_{γ=0} =

( ⃗F^0_1, ⃗n) (∇_s ℓ)^2 | | | |n=0_{γ=0},

(c_{12} + c_{66})

∂( ⃗B^1 ∇_s ℓ) ∂γ | | |n=0_{γ=0} = { − (c_{13} + c_{44})m_{10} ∂A^1_n ∂γ + ( ⃗F^0_2, ∇_s ℓ)

(∇_s ℓ)^2 } n=0 γ=0 ,

(− ~m)(∇_s ℓ)^2 ∂B^1_n ∂γ | | |_{n=0} γ=0 =

VYSXIE PRIBLIȷENI˚ ASIMPTOTIKI 335 = − { c_{13} + c_{44} c_{12} + c_{66} m_{10}

( ⃗F^0_1, ∇_s ℓ)

(∇_s ℓ)^2

− ( ⃗F^0_2, ⃗n) } n=0 γ=0 . (2.7)

Pri ~m = 0 (c_{44} = c_{66}), t.e. v sluqae kratnogo sobstvennogo qisla matricy A = (a_{ijαβ}ℓ^i ℓ^α), shema opredeleniØ proekciæ ⃗A^1 i ⃗B1 na ∇_sℓ i ⃗n, kak sleduet iz (2.7), vidoizmenØetsØ. V qastnosti, esli uprugaØ sreda izotropna, tak qto c_{12} = c_{13}, c_{33} = 2c_{12} + c_{66}, sm. (1.18a), to iz (2.7) sledu¸t ravenstva ( ⃗F 0_1, ⃗n ) n=0 γ=0 = 0, ( ⃗F 0_2|_{∇m} − ⃗F 0_1|_{∇sℓ} ) n=0 γ=0 = 0, (2.7a)

kotorye byli poluqeny v [2] kak usloviØ razreximosti sistemy (1.7) pri k = 1. �ti ravenstva opredelØ¸t sootvetstvenno B^0_n i ∂A0n ∂n pri n = 0, γ = 0. Ravenstva, analogiqnye (2.7a), ime¸t mesto pri k ¿ 1 i pozvolØ¸t prosledit~ perehod posledovatel~no poluqaemyh (pri ~m ≠ 0) vyraßeniæ dlØ ⃗A^k_{ij}, ⃗B^k_{ij} iz (1.13) v sootvetstvu¸wie kofffficienty luqevyh rexeniæ dlØ izotropnoæ sredy, sm. [2], a takße niße, p. 3.

Vyqislenie proekcii^{∂ ⃗A1}_{∂γ} | |_{⃗ζ} , tak ße kak i ne naædennoæ poka

proekcii^{∂ ⃗A0}_{∂γ} | |_{⃗ζ} , predpolagaet dvukratnoe differencirovanie po

γ pervogo uravneniØ sistemy (1.7) sootvetstvenno pri k = 2 i k = 1. UsloviØ razreximosti poluqennyh vektornyh lineænyh uravneniæ (dlØ^{∂2 ⃗A2}_{∂γ2} i^{∂2 ⃗A1}_{∂γ2} ) privodØt na Σ (γ = 0) k neodnorod-

nym differencial~nym uravneniØm dlØ (_{∂ ⃗A1} ∂γ , ⃗ζ )_{n=0} γ=0 i (_{∂ ⃗A0} ∂γ , ⃗ζ )_{n=0} γ=0 , integriruemym vdol~ PV luqeæ. Sootvetstvu¸wie vykladki my zdes~ ne privodim.

VernemsØ k kraevym usloviØm (1.9), (1.23) pri k = 1, ispol~- zuØ v kaqestve bazisa uße vvedennu¸ vyxe troæku ortogonal~- nyh na Σ vektorov ⃗n, ∇_s ℓ, ⃗n × ∇_s ℓ. Kak bylo pokazano vyxe, proekciØ vektora ^σ^{(1)}_{3j} | |_{n=0} na ⃗ζ est~ veliqina porØdka O(γ^2), esli vypolneno (2.5a). Kofffficienty pri γ^1 kak u komponenty ^σ^1_{33} (proekcii ^σ^1_{3j} | |_{n=0} na ⃗n), tak i u proekcii ^σ^1_{3j} | |_{n=0} na ∇_s ℓ pri fftom okazyva¸tsØ otliqnymi ot nulØ i sootvetstvenno ravnymi [ c_{13}

∂( ⃗A^1∇_s ℓ) ∂γ + c_{13} div_s ⃗A^0 ] n=0 γ=0 · v(−p^{2/3}γ) exp[ipℓ_0(q^1, q^2, t)], (2.8a) [ c_{44}(∇_sℓ)^2 ∂A^1_n ∂γ ] n=0 γ=0 · v(−p^{2/3}γ) exp[ipℓ_0(q^1, q^2, t)]. (2.8b)

336 Z. A. ˚NSON

Preodolet~ voznikxu¸ trudnost~ i udovletvorit~ kraevym usloviØm (1.9) s l¸boæ toqnost~¸ O(γ^N ), N ¿ 2, udaetsØ, uqi-

tyvaØ v (1.9) slagaemye γσ^k_{3j} (⃗u_{1,2}) | | | |n=0_{γ=0}, k ¿ 1. Pokaßem ffto dlØ

k = 1. S fftoæ cel~¸ proeciruem σ^1_{3j}(⃗u) | |_{n=0} (t.e. summu treh vektorov iz (1.9)) na ∇_s ℓ i zatem priravnivaem nul¸ kofffficient pri γ^1 kak v poluqennom vyraßenii, tak i v komponente σ^1_{33}(⃗u) | |_{n=0}.

Takim obrazom, pri n = 0, γ = 0 poluqaem lineænu¸ neodnorodnu¸ sistemu dvuh uravneniæ dlØ komponent vektorov ⃗Ck_{1,2}|_{n=0} γ=0 iz (1.8) s izvestnymi svobodnymi qlenami (2.8a),

(2.8b). VvodØ vektory ⃗–_{1,2}, |⃗–_{1,2}|^2 = 1/ρ, ⃗–_{1,2} – rexeniØ odnorodnyh uravneniæ N_{θ1,2} ⃗–_{1,2} = 0, (sm. niße), tak qto ⃗C^1_{1,2} = Φ^1_{,2}⃗–_{1,2}+ ⃗U^1_{1,2}, gde ⃗U^1_{1,2} | |_{n=0γ=0} = 0, my odnoznaqno nahodim Φ^1_{,2} | |_{n=0γ=0},

a sledovatel~no, i ⃗C^1_{1,2} | |_{n=0γ=0}, pri uslovii, qto opredelitel~ vy-

xeupomØnutoæ sistemy otliqen ot nulØ. Podrobnosti sootvetstvu¸wih vyqisleniæ privedeny v sledu¸wem punkte.

3. OstanovimsØ na procedure postroeniØ kofffficientov luqe-

vyh razloßeniæ (1.2a), sm. takße [1]. Soglasno [4], kofffficienty ⃗C^k_{1,2} ime¸t vid

⃗C^k_{1,2} = Φ^k_{1,2}⃗–_{1,2} + ⃗U^{k0}_{1,2}, ⃗U^{00}_{1,2} = 0, k = 0, 1, 2, . . . , (2.8)

gde vektory ⃗–_{1,2} – rexeniØ odnorodnyh uravneniæ N_{θr} ⃗–_r ≡ a_{ijαβ} θ^i_r θ^α_r –^β_r − ρ ( ∂θ_r ∂t )_2

(–r)j = 0, r = 1, 2. (2.9)

Pust~ vypolneno uslovie normirovki ρ|⃗–_{1,2}|^2 = 1, a ffækonaly θ_{1,2} na poverhnosti Σ (ploskosti) podqineny usloviØm (1.3), obespeqiva¸wim ffksponencial~noe zatuhanie voln ⃗u_{1,2} s udaleniem ot Σ.

ProeciruØ (2.9) na ∇_s ℓ i ⃗n i uqityvaØ uravnenie (1.22), poluqim odnorodnu¸ sistemu dlØ (⃗–∇_s ℓ) i θ_n–_n, sm. [1], gde θ_n =^{∂θ}_{∂n} , a pod ⃗– i θ ime¸tsØ v vidu ⃗–_{1,2} i θ_{1,2}. Uslovie razreximosti fftoæ sistemy (ravenstvo nul¸ ee opredelitelØ) svoditsØ k bikvadratnomu uravneni¸ dlØ veliqin θ^2_n D ≡ { c_{33}c_{44}λ^2 + [ f − ~mc_{44} ] (∇_s ℓ)^2λ − ~m(c_{12} + c_{66})(∇_s ℓ)^4 }_{n=0} γ=0 = 0,

VYSXIE PRIBLIȷENI˚ ASIMPTOTIKI 337 f ≡ ( c_{12} + c_{66} ) c_{33} − ( c_{13} + c_{44}

)_2 , λ ≡ θ^2_n, (2.10)

korni kotorogo pri n = 0, γ = 0 sootvetstvenno ravny

λ_{1,2} ≡ (θ^2_n)_{1,2} = −f ∓ √ F 2c_{33}c_{44}

(∇_sℓ)^2, (2.11)

gde F ≡ f^2 + 4 ~m(c_{12} + c_{66})c_{33}c_{44}, ~m = c_{66} − c_{44}.

UsloviØ (1.3), oqevidno, budut vypolneny, esli λ_{1,2} < 0 (pri fftom (θ_{1,2})_n ≡^{∂θ1,2}_{∂n} = i|λ_{1,2}|^{1/2}).

Pri ~m = 0 (c_{44} = c_{66}) iz (2.11) poluqim

λ_1 = − f(∇_s ℓ)^2 c_{33}c_{44}

, λ_2 = 0,

t.e. odin iz korneæ uravneniØ (2.10) raven nul¸, v to vremØ kak vtoroæ koren~ dolßen byt~ otricatel~nym. �to tot vyroßdennyæ sluqaæ, kogda matriqnyæ operator A imeet kratnoe sobstvennoe qislo, qto vsegda imeet mesto v izotropnoæ uprugoæ srede. V fftom sluqae c_{44} = c_{66} = μ, c_{12} = c_{13} = λ, sm. (1.18a), tak qto pri n = 0, γ = 0 imeem f = μ(λ + μ) > 0, λ_1 = −(λ + μ)(∇_s ℓ)^2 / λ + 2μ, qto soglasuetsØ s [2].

Iz (2.11) oqevidno, qto esli odnovremenno vypolneny neravenstva f > 0, F > 0, ~m < 0, (2.12a) to (θ_n)^2_{1,2} < 0. Sootvetstvu¸wie ocenki prodelany v [1], gde poluqeny sootnoxeniØ meßdu fflementami matricy (c_{rs}), obespeqiva¸wie vypolnenie neravenstv (2.12a). Privedem dokazannyæ v [1] rezul~tat.

Utverßdenie. Esli vypolneny neravenstva

^f ≡ (c_{12} + c_{66})c_{33} − (c_{13} + c_{66})^2 > 0, c_{13} > 0, (2.12)

to pri izmenenii ~m = c_{66} − c_{44} < 0 v intervale (−| ~m_1|, 0), gde | ~m_1| = α ^f , α = const ., korni λ_{1,2} uravneniØ (2.10) razliqny i otricatel~ny.

Itak, esli vypolneny (2.12), to

θ_{1,2} = ℓ_{00} + i|λ_{1,2}|^{1/2}n + ℓ_{01}γ + O(n^2 + γ^2) + O(nγ), (2.13)

gde θ_{1,2} – kompleksnye ffækonaly luqevyh rØdov (1.2a).

338 Z. A. ˚NSON

Zameqanie. Esli^^f > 0, c13 > 0 (t.e. vypolneny (2.12)), to spra-

vedlivo (c_{12} +c_{66})c_{33} > c^2_{13}. �to neravenstvo, a takße neravenstva c_{11} > 0, c_{11} > |c_{12}|, c_{33} > 0, c_{44} = c_{55} > 0 ØvlØ¸tsØ usloviØmi (neobhodimymi i dostatoqnymi) poloßitel~nosti uprugoæ ffnergii deformacii v transversal~no-izotropnoæ srede, [6].

VernemsØ k neodnorodnoæ lineænoæ sisteme, o kotoroæ xla req~ v konce punkta 2. Kak sleduet iz (1.8), dlØ ⃗U^{k0}_{1,2} iz (2.8) imeem ⃗U^{k0}_{1,2} | γ=0 = 0, tak qto kofffficienty vyxeupomØnutoæ sistemy vyraßa¸tsØ qerez komponenty vektorov polØrizacii ⃗–_{1,2}, a neizvestnymi pri k = 1 ØvlØ¸tsØ skalØrnye funkcii Φ^1_{,2} | |_{n=0γ=0}.

Lineænu¸ sistemu my zdes~ ne vypisyvaem, a privodim vyraßenie dlØ ee opredelitelØ Δ

Δ ≡ c_{44} { [c_{13}(⃗–_1 ∇_s ℓ) + c_{33}(θ_n)_1(–_n)_1] [ (–n)2(∇s ℓ)^2 + (θn)2(⃗–2 ∇s ℓ)^]

(2.14) − [c_{13}(⃗–_2 ∇_s ℓ) + c_{33}(θ_n)_2(–_n)_2] [ (–1)n(∇s ℓ)^2 + (θn)1(⃗–1 ∇s ℓ)^{]}} ,

gde sleduet polagat~ n = 0, γ = 0 i gde (θ_n)_1, (θ_n)_2 – korni uravneniØ (2.10). Budem sqitat~, qto vypolneny neravenstva (2.12) i (2.12a).

Ispol~zuØ uravneniØ (2.9) i vyraßenie

(θ_n)_1(θ_n)_2 = − ( (− ~m)(c_{12} + c_{66}) c_{33}c_{44} )_{1/2} (∇_s ℓ)^2

dlØ proizvedeniØ korneæ kvadratnogo uravneniØ (2.10), preobrazuem (2.14) k vidu Δ (θ_n)_1 − (θ_n)_2 = c_{33}(∇_s ℓ)^2(⃗–_n)_1(⃗–_n)_2 (c_{13} + c_{44}) ×

× [ − ( (− ~m) c_{66} − ~m )_{1/2} (c_{12} + c_{66})c_{33} − c^2_{13} √ (c_{12} + c_{66})c_{33}

+ c_{66} ] . (2.14a)

Zdes~ (θ_n)_1 − (θ_n)_2 ≠ 0, i oqevidno, qto Δ raven nul¸, esli m = m_0 – koren~ vyraßeniØ v kvadratnyh skobkah.

Iz (2.14a) nahodim

− ~m_0 = c_{66}

Q^2 1 − Q^2 , Q ≡ ~q_1 1 − ~q_2 , (2.15a)

VYSXIE PRIBLIȷENI˚ ASIMPTOTIKI 339 gde ~q_1 ≡ c_{66} √ (c_{12} + c_{66})c_{33} , ~q_2 ≡ c^2_{13} (c_{12} + c_{66})c_{33} . Legko videt~, qto,

Q < 1, t.k. ~q_1 + ~q_2 < c_{13} + c_{66} √ (c_{12} + c_{66})c_{33}

< 1, sm. (2.12).

Sledovatel~no, opredelitel~ Δ lineænoæ sistemy otliqen ot nulØ pri 0 < − ~m < | ~m_0|, gde, soglasno (2.15a), − ~m_0 = α_0c_{66}, α_0 = 0(1).

Itak, pust~ vypolneny neravenstva (2.12), t.e. ~m ∈ (−| ~m_1|, 0), sm. vyxe. Togda funkcii Φ^1_{,2} | |_{n=0γ=0}, a sledovatel~no, i ⃗C1_{1,2} | |_{n=0γ=0} opredelØ¸tsØ odnoznaqno, esli parametr ~m prinadleßit pereseqeni¸ intervalov (−| ~m_1|, 0) ∩ (−| ~m_0|, 0).

Kofffficienty ⃗C^1_{1,2} pri k ¿ 1, kak oqevidno, dolßny udovletvorØt~ usloviØm razreximosti neodnorodnyh uravneniæ (1.8). Tak, polagaØ v (1.8) k = 2, my poluqim (pri l¸bom γ) uslovie razreximosti fftogo uravneniØ ([ M_{θ1,2} (Φ^1_{,2}⃗–_{1,2}) + M_{θ1,2} ⃗U^{10}_{1,2} + γL(Φ^0_{1,2}⃗–_{1,2} ] , ⃗–1,2^) = 0, (2.15)

kotoroe pri n = 0, γ = 0 (v silu ⃗U^{10}_{1,2} | |_{n=0γ=0} = 0) imeet vid ( M_{θ1,2} ( Φ^1_{,2}⃗–_{1,2} ) , ⃗–1,2^) = 0. (2.15a)

Ravenstvo (2.15a) opredelØet^{∂Φ1,2}_{∂n} | |_{n=0γ=0}, t.k. Φ^1_{,2} | |_{n=0γ=0} i ⃗–_{1,2} | |_{n=0γ=0} uße izvestny, a vektory^{∂⃗}–^{1,2}_{∂n} | | | |n=0_{γ=0} mogut byt~ naædeny iz (2.9).

Sledu¸wie priblißeniØ dlØ Φ^1_{,2}, t.e. kofffficienty razloßeniæ fftih funkciæ po stepenØm n^iγ^j pri i ¿ 2, j ¿ 1, mogut byt~ vyqisleny rekurrentnym obrazom v rezul~tate posledovatel~- nogo differencirovaniØ po γ ravenstv (kraevyh usloviæ) (1.9) i sootvetstvenno – po n i γ uravneniæ (1.8) i (2.9). Pri fftom

na kaßdom xage po γ pri n = 0 dlØ^{∂r0 Φ1,2}_{∂γ}r_0 | | | |n=0_{γ=0}, r^0 ¿ 1, voznikaet

lineænaØ neodnorodnaØ sistema s opredelitelem Δ, sm. (2.14), svobodnye qleny kotoroæ vyraßa¸tsØ qerez uße naædennye na

340 Z. A. ˚NSON fftom xage znaqeniØ^{∂r ⃗A1}_{∂γr} i^{∂r ⃗B1}_{∂γr} , r = 0, 1, . . . , r_0 + 1, pri n = 0, γ = 0.

Qto kasaetsØ kofffficientov ( ⃗C^1_{1,2})_{ij} iz (1.13a), i, j ¿ 1, to oni v silu (2.8) opredelØ¸tsØ (na kaßdom xage po n i γ) kofffficientami razloßeniæ vektorov polØrizacii ⃗–_{1,2} i funkciæ Φ^1_{,2} po celym stepenØm n i γ.

3a. Privedem rezul~taty vyqisleniæ proekcii^{∂ ⃗A0}_{∂n} | | |_{⃗ζ} , vhodØweæ v ravenstva (2.5a), (2.6a), tak ße kak ne naædennoæ poka komponenty (^{∂ ⃗B0}_{∂n} , ⃗ζ)n=0_{γ=0}. DifferenciruØ po γ 2-e uravnenie sistemy (1.7) pri k = 1, poluqim neodnorodnoe lineænoe uravnenie dlØ ∂ ⃗B1 ∂γ , uslovie razreximosti kotorogo pri n = 0, γ = 0 privoditsØ k ravenstvu ( M_m ⃗A^0 + M_ℓ ⃗B^0, ⃗ζ )_{n=0} γ=0 = 0. (2.16)

Netrudno ubedit~sØ (vvidu ⃗B^0 | |_{n=0γ=0} = 0), qto (M_ℓ ⃗B0, ⃗ζ)_{n=0γ=0} = 0, i iz (2.16) nahodim ( ∂ ⃗A_0 ∂n , ⃗ζ ) n=0 γ=0 = −1 2m_{10} [ m_{20} + m_{10}

∂ ln c_{44} ∂n ] ( ⃗A^0, ⃗ζ) | | | |n=0_{γ=0}, gde m_{20} =^1_2^{∂2m}_{∂n2} | |_{n=0γ=0}, priqem vyqislenie kofffficienta m_{20} ne predstavlØet truda.

Otmetim, qto ravenstvo (2.16) opredelØet (^{∂ ⃗A0}_{∂n} , ⃗ζ)n=0_{γ=0} i v sluqae izotropnoæ sredy.

DlØ nahoßdeniØ komponenty (^{∂ ⃗B0}_{∂n} , ⃗ζ)n=0_{γ=0} differenciruem dvaßdy (po n i γ) pervoe uravnenie sistemy (1.7) pri k = 1, qto privodit k neodnorodnomu lineænomu uravneni¸ dlØ^{∂2 ⃗A1}_{∂n∂γ} . Uslovie razreximosti fftogo uravneniØ pri n = 0, γ = 0 zapisyvaetsØ v vide ( ∂ ∂n ⃗F 0_1 + ⃗R, ⃗A0 ) = 0, ∂ ∂n ⃗F^0_1 = ∂ ∂n (M_l ⃗A^0) + [ ∂ ∂n (N_m ⃗B^0) + ∂m ∂n M_m ⃗B^0 ] , (2.17)

gde funkciØ ⃗R (v silu privedennyh vyxe formul) uße izvestna. Ravenstvo (2.17) i opredelØet iskomu¸ proekci¸ (_{∂ ⃗B0} ∂n , ⃗ζ )_{n=0} γ=0 .

VYSXIE PRIBLIȷENI˚ ASIMPTOTIKI 341 Deæstvitel~no, iz (1.12), (1.12a), (2.3a) i ravenstva ( ⃗B^0, ⃗ζ)n=0_{γ=0} = 0, vo-pervyh, sleduet ([ ∂ ∂n ( N_m ⃗B^0 ) + ∂m ∂n M_m ⃗B^0 ] , ⃗A^0 ) n=0 γ=0 = 3m^2_{10} c_{44}φ^0 ( ∂ ⃗B^0 ∂n , ⃗ζ ) n=0 γ=0 , a, vo-vtoryh, vyraßenie (_∂ ∂n (M_ℓ ⃗A^0), A^0 )_{n=0} γ=0 soderßit otliqnye ot nulØ slagaemye { 2 [ ∂ ∂n ( μ(∇_sℓ, ∇)A^0_j0 ] (A^0)^{j′} + 2μℓ_{20}φ^0 ( ∂ ⃗A^0 ∂n , ⃗ζ )} n=0 γ=0 , j^′ = 1, 2.

V zakl¸qenie privedem vyraßeniØ dlØ kofffficientov m_{10}, ℓ_{01}, ℓ_{20}, sm. [1], vhodØwih v poluqennye vyxe (§§1, 2) formuly i ravenstva:

m_{10} = ∂m ∂n | | | |n=0_{γ=0} = − ( 2(ℓ_{00})^2_t c_{44}/ρRff )_{1/3} n=0 ,

l_{01} = ∂ℓ ∂γ | | | |n=0_{γ=0} = −1 (−l_{00})_t M∫ M0 ( c_{44} ρ ) n=0 m^2_{10} 2 ds, ds = dt,

2ℓ_{20} =

∂^2ℓ ∂n^2 | | | |n=0_{γ=0} = − [ 1 c_{44}m_{10} ρ(−ℓ_{00})_t ] n=0 · dm_{10} dt , gde^2_{Rff} = (_∂ ∂n ln^{c66}_ρ ) n=0 > 0, Rff – ffffektivnyæ radius krivizny v tom sluqae, kogda granica sredy – ploskost~, sr. [2];^{dm10}_{dt} – proizvodnaØ, tak ße kak i integral, vyqislØetsØ vdol~ PV luqa.

Priloßenie.

1. ObratimsØ k ravenstvu, sm. (1.27) ( 2N_{ℓm} ⃗A^0, ⃗A^0 ) = m ( 2N_{ℓm} ⃗B^0, ⃗B^0 ) i tem vyvodam, kotorye iz nego sledu¸t. Pust~ toqka M ∈ Σ, t.e. n = 0. Ispol~zuØ (1.18), preobrazuem ffto vyraßenie k vidu

(ℓ_3)_{n=0} [( c_{44}| ⃗A^0_s|^2 + c_{33}(A^0_n)^2 ) + γ ( c_{44}| ⃗B^0|^2 + c_{33}(B^0_n)^2 )] n=0 = = { (c_{13} + c_{44}) [ A^0_n( ⃗A^0∇_s ℓ) + γB^0_n( ⃗B^0∇_s ℓ) ]} n=0 . (1)

342 Z. A. ˚NSON DifferenciruØ ffto vyraßenie j raz po γ, v silu specifiki ego pravoæ qasti, poluqim

∂^j ℓ_3 ∂γ^j = j−1∑ r=0 b^j_{sr} X^r_s , s = 1, 2, 3, 4, (2)

gde oboznaqeno

X^j_1 ≡

∂^j( ⃗A^0∇_s ℓ) ∂γ^j , X^j_2 ≡

∂^j A^0_n ∂γ^j ,

X^j_3 ≡

∂^j ( ⃗B^0∇_s ℓ) ∂γ^j , X^j_4 ≡

∂^j B^0_n ∂γ^j . Kofffficienty b^j_{sr} v (2), zavisØwie ot ⃗A^0, ⃗B^0, X^r_s , r = 1, 2, . . . , j, ØvlØ¸tsØ gladkimi funkciØmi, tak kak soglasno (1.13) kofffficienty ⃗A^0, ⃗B^0 ( ⃗A^0 ≢ 0) predpolaga¸tsØ gladkimi i, voobwe govorØ, beskoneqno differenciruemymi funkciØmi parametra γ. Iz (1), (2), v silu poluqennyh v §1 ravenstv (1.17), (1.20), (1.24), srazu sleduet, qto^{∂ℓ3}_{∂γ} | |_{n=0γ=0} = 0.

S cel~¸ poØsneniØ poluqennyh rezul~tatov privedem zdes~ konkretnyæ vid operatora N_ξ iz (1.12) dlØ transversal~noizotropnoæ sredy. Imeem, sm. [1]

N_ξ ⃗D ≡ (c_{12} + c_{66})( ⃗D∇ξ)∇ξ + (c_{66}(∇ξ)^2 − ρξ^2_t ) ⃗D_s+ + ( c_{44}(∇ξ)^2 − ρξ^2_t ) D_n⃗n − {[ ξ_3( ~m + ~ℓ)D_n∇_sξ + ξ^2_3 ~m ⃗D_s ] + + [ ξ_3(m̃ + ℓ̃)( ⃗D_s∇ξ) + ξ^2_3 (p̃ − m̃)D_n ] ⃗n } . (3)

Zdes~ oboznaqeno, sm. [5]

m̃ = c_{66} − c_{44}, ℓ̃ = c_{12} − c_{13}, −p̃ = c_{33} − (c_{12} + 2c_{66})

i krome togo, ⃗D = ⃗D_s + ⃗n D_n, ∇ξ = ∇_s ξ + ⃗n ξ_3, ξ_3 =^{∂ξ}_{∂n} .

2. Rassmotrim odnorodnu¸ sistemu dlØ^⃗A^0,^⃗B^0, kotoraØ sledu-

et iz (1.7) pri k = 0. PolagaØ n = 0, differenciruem uravneniØ fftoæ sistemy posledovatel~no j raz po γ i zatem proeciruem poluqennye ravenstva na ∇_s ℓ i ⃗n. Na kaßdom xage fftoæ procedury poluqim sistemu 4-h (nelineænyh) uravneniæ dlØ vvedennyh vyxe peremennyh X^j_r , r = 1, 2, 3, 4.

VYSXIE PRIBLIȷENI˚ ASIMPTOTIKI 343 Itak, uqityvaØ (3), (1.12), budem imet~ a_{sr} X^j_r = f^{j−1}_s , r, s = 1, 2, 3, 4, (4) priqem pravym qastØm fftih ravenstv vsledstvie (2) moßno pridat~ vid f^{j−1}_s = j−1∑ i=0 d_{sr} X^i_r , |d_{sr}| < const . (5)

Otliqnye ot nulØ fflementy matricy (a_{rs}) pri n = 0, γ = 0 ime¸t sledu¸wie znaqeniØ:

a_{11} = a_{33} = (c_{12} + 2c_{66})(∇_s ℓ)^2 − ρℓ^2_t , a_{22} = a_{44} = c_{44}(∇_s ℓ)^2 − ρℓ^2_t , a_{32} = m_{10}(∇_s ℓ)^2(c_{13} + c_{44}), a_{41} = m^2_{10}(c_{13} + c_{44}).

Opredelitel~ sistemy (4) pri n = 0, γ = 0 raven

~D = {[(c_{12} + 2c_{66})(∇_s ℓ)^2 − ρℓ^2_t ] (c_{44}(∇_s ℓ)^2) − ρℓ^2_t )}^2_{n=0γ=0} = = [ m̃(c_{12} + c_{66})(∇_s ℓ)^4)

]_{2n=0} γ=0 , gde uqteno uravnenie (1.22). Sledovatel~no, ~D | |_{n=0γ=0} otliqen ot nulØ, esli m̃ ≠ 0 (c_{44} ≠ c_{66}), qto i budem predpolagat~.

Itak, pri j = 1 imeem^{∂ℓ3}_{∂γ} | |_{n=0γ=0} = 0 (sm. vyxe), i iz (4) srazu sleduet, qto X^1_r | |_{n=0γ=0} = 0. Dalee, na kaßdom xage j = j_0, j_0 ¿ 2, rekurrentnogo processa po uße naædennym znaqeniØm X^i_r | |_{n=0γ=0} = 0,

i = 1, 2, . . . , j_0 − 1, opredelØetsØ^{∂j0 ℓ3}_{∂γj0} | |_{n=0γ=0} = 0, i iz odnorodnoæ sistemy – takovoæ pri n = 0, γ = 0 okazyvaetsØ (4), nahodim X^{j0}_r | |_{n=0γ=0} = 0. Takim obrazom, poluqaem ravenstva^{∗)} ( ⃗ A^0∇_s ℓ ) n=0 = 0, ( ⃗ B^0∇_s ℓ ) n=0 = 0,

A^0_n | |_{n=0} = 0, B^0_n | |_{n=0} = 0, ℓ_3 | |_{n=0} = 0, (5) spravedlivye pri l¸bom γ.

�)K ravenstvam (5) moßno pridti, rassmatrivaØ vmesto (4) pri n = 0

i γ 6= 0 odnorodnu¸ sistemu ears X^0_s = 0 dlØ proekciæ vektorov^⃗A^0,^⃗B^0 na rsℓ i ⃗n, gde fflementy matricy (ears) sovpada¸t s fflementami ars iz (4) s

toqnost~¸ do veliqiny O(γ + jℓ3j).

344 Z. A. ˚NSON

3. Dokaßem spravedlivost~ privedennogo v stat~e ravenstva

(1.25a), kotoroe obespeqivaet vypolnenie kraevyh usloviæ (1.9).

Rassmotrim pervoe uravnenie sistemy (1.7) sovmestno s uravneniem (2.9). Pri n = 0, γ = 0 v sootvetstvii s ishodnoæ postanovkoæ zadaqi (1.3) imeem

a_{ijαβ}ℓ^iℓ^α(A^0)^β = ρℓ^2_t (A^0)_j , (6)

a_{ijαβ}θ^iθ^α–^β = ρℓ^2_t –_j, (7)

gde pod ⃗– i θ podrazumevaem –_{1,2}, θ_{1,2}.

VybiraØ v kaqestve ishodnogo, naprimer, uravnenie (7), umnoßim ego (skalØrno) na ⃗A^0 i uqtem svoæstva simmetrii ten- zora a_{ijαβ} a_{ijαβ} = a_{αβij} = a_{jiαβ}. (8) Sootvetstvu¸we vykladki da¸t:

a_{ijαβ}(A^0)^j θ^iθ^α–^β = θ_3a_{3jαβ}(A^0)^j θ^α–^β + a_i0_{jαβ}(A^0)^j θ^αℓ^{i0} –^β =

= (θ_3 − ℓ_3)a_{3jαβ}(A^0)^j θ^α–^β + (θ_3 − ℓ_3)a_{ij3β}(A^0)^jℓ^i–^β + ρℓ^2_t ( ⃗ A^0, ⃗– ) , θ_3 = ∂θ ∂n , ℓ_3 = ∂ℓ ∂n , i^′ = 1, 2, (9)

Pri vyvode (9) my ispol~zovali uravnenie (6). Okonqatel~no v silu (8) pri^{∂θ1,2}_{∂n} ≠^{∂ℓ}_{∂n} , sm. §2, poluqaem

(a_{3jαβ}θ^α_{1,2}–^β_{1,2})(A^0)^j = − ( a_{3jαβ}ℓ^α(A^0)^β

) –^j_{1,2},

qto i trebovalos~ dokazat~.

Literatura

1. Z. A. ˚nson, Volny LØva tipa SH v neodnorodnoæ transversal~no-izot-ropnoæ uprugoæ srede. — Zap. nauqn. semin. POMI 239 (1997), 243–262.

2. V. M. Babiq, Z. A. ˚nson, O rasprostranenii voln LØva vdol~ poverhnosti uprugogo tela proizvol~noæ formy. — Izv. AN SSSR. Ser. Fizika Zemli No. 5 (1985), 17–27.

3. N. ˚. Kirpiqnikova, RavnomernaØ asimptotika sobstvennyh funkciæ tipa xepquweæ galerei. — Zap. nauqn. semin. LOMI 89 (1979), 112–119.

4. V. M. Babiq, O prostranstvenno-vremennom luqevom metode v teorii uprugih voln. — Izv. AN SSSR. Ser. Fizika Zemli No. 2 (1979), 3–13.

5. G. I. Petraxen~, Rasprostranenie voln v anizotropnyh uprugih sredah.

Nauka, L. (1980).

6. F. I. Fedorov, TeoriØ uprugih voln v kristallah. Nauka, M. (1965).

VYSXIE PRIBLIȷENI˚ ASIMPTOTIKI 345 Yanson Z. A. High order asymptotic approximations for surface Love waves of SH type in transversely isotropic media.

Uniform asymptotics of the surface Love waves for the case of transverse isotropy of an elastic medium (being a special type of anisotropy) is obtained. The waves under investigation are similar to the SH Love waves well known from the isotropic theory of elasticity. The separate Love mode is represented as a sum of a space time (ST) caustic expansion (for a surface wave with a real eikonal), and two correction terms being the ST ray solutions with complex eikonals (inhomogeneous waves). Due to the specific structure of the elasticity tensor in a transversely isotropic medium, the boundary surface is necessarily a plane. The recursion process involved in the computation of higher terms of the asymptotic expansion allows one to see the transition of the relations obtained into the known ray solutions for isotropic media. Two inhomogeneous waves manifest itself in high-order terms of the asymptotics of the surface waves. The validity of the asymptotic formulas obtained is justified by the relations found for the elasticity parameters of the transversely isotropic medium, which ensure the existence of SH Love waves in the medium.

Postupilo 15 noØbrØ 1998 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN