Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 258, 1999 g.

A. L. Qistov

VYQISLENIE STEPENE` ALGEBRAIQESKIH MNOGOOBRAZI` NAD POLEM NULEVO` HARAKTERISTIKI ZA POLINOMIAL^NOE VREM˚ I EGO PRILOȷENI˚

Vvedenie

V stat~e predlaga¸tsØ polinomial~nye algoritmy dlØ vyqisleniØ takih bazisnyh qislennyh harakteristik algebraiqeskih mnogoobraziæ kak stepeni, razmernosti komponent, soderßawih zadannu¸ toqku, kratnosteæ toqek. Krome togo, dlØ zadannogo algebraiqeskogo mnogoobraziØ V stroitsØ sistema predstaviteleæ gladkih toqek s ih kasatel~nymi prostranstvami, takaØ qto vsØkaØ neprivodimaØ komponenta V soderßit po kraæneæ mere odnu toqku iz fftogo mnoßestva. DlØ zadannoæ toqki x algebraiqeskogo mnogoobraziØ i semeæstva Q racional~nyh funkciæ predlagaetsØ algoritm dlØ vyØsneniØ togo, suwestvuet li neprivodimaØ komponenta W fftogo algebraiqeskogo mnogoobraziØ, soderßawaØ toqku x, i, takaØ qto semeæstvo Q ØvlØetsØ bazisom transcendentnosti polØ racional~nyh funkciæ W . �to daet algoritm dlØ togo, qtoby vyØsnit~, ØvlØetsØ li zadannyæ morfizm algebraiqeskih mnogoobraziæ dominantnym. RassmatrivaetsØ sluqaæ osnovnogo polØ nulevoæ harakteristiki.

NastoØwaØ stat~Ø prodolßaet [6] i [7]. Metody vewestvennoæ algebraiqeskoæ geometrii [5] ispol~zu¸tsØ suwestvennym obrazom kak v dannoæ stat~e, tak i [6, 7]. Zdes~ ØvlØ¸tsØ vaßnymi rezul~taty iz [16] i [15]. Sleduet podqerknut~, qto nastoØwaØ stat~Ø ne mogla poØvit~sØ, poka ne byli sdelany dva principial~nyh xaga v [6] i [7]. V [6] rexena problema vyqisleniØ razmernosti v sluqae proektivnyh algebraiqeskih mnogoobraziæ nad polem nulevoæ harakteristiki. Algoritm iz [7] dlØ vyqisleniØ razmernosti vseh neprivodimyh komponent algebraiqe-

Stat~Ø napisana pri qastiqnoæ podderßke Volkswagen–Stiftung, Program

on Computational Complexity. 7

8 A. L. QISTOV

skogo mnogoobraziØ potreboval dopolnitel~no qetyreh vloßennyh rekursiæ. Otmetim takße, qto v drugih terminah konstrukciØ iz [6, 7] ØvlØetsØ polinomial~nym algoritmom dlØ vybora proekcii v teoreme Neter o normalizacii.

VeroØtnostnye algoritmy dlØ problem, rassmotrennyh v nastoØweæ stat~e (i mnogih drugih, gde trebuetsØ naæti fflement v “obwem poloßenii”) mogut byt~ legko poluqeny dlØ l¸boæ harakteristiki polØ kofffficientov.

Problema vyqisleniØ razmernosti algebraiqeskih mnogoobraziæ ØvlØetsØ klassiqeskoæ, i ona rassmatrivalas~, naqinaØ s proxlogo veka [12]. V [13] sformulirovana problema vyqisleniØ razmernosti algebraiqeskogo mnogoobraziØ s toqki zreniØ blizkoæ k teorii sloßnosti vyqisleniæ. V [10] postroena vpolne parallelizuemaØ arifmetiqeskaØ shema dlØ vyqisleniØ razmernosti algebraiqeskogo mnogoobraziØ za neravnomernoe posledovatel~noe polinomial~noe vremØ ot dliny zapisi vhodnyh dannyh i d^n. V obwem sluqae iz [10] moßno poluqit~ tol~ko veroØtnostnyæ algoritm dlØ fftoæ zadaqi so sloßnost~¸ polinomial~noæ ot d^n. V [10] takße postavlena problema naæti determinirovannyæ algoritm s bitovoæ sloßnost~¸ d^{O(n)}. �ta problema rexena v [6, 7] dlØ sluqaØ nulevoæ harakteristiki. Zdes~ otraßaetsØ situaciØ v teorii sloßnosti, kogda dlØ mnogih problem sluqaænye ob¨ekty (ili ob¨ekty v “obwem poloßenii”) trudno postroit~ determinirovanno.

V fftoæ stat~e my stroim determinirovannye algoritmy s bitovoæ sloßnost~¸ polinomial~noæ ot d^n i dliny zapisi vhodnyh dannyh, vkl¸qaØ harakteristiku polØ. Vopros o tom, suwestvuet li takoæ algoritm v sluqae nenulevoæ harakteristiki dlØ kakoæ–libo iz problem, rassmatrivaemyh v fftoæ stat~e i [6, 7] (t.e. dlØ vyqisleniØ razmernosteæ, stepeneæ, kratnosteæ i t. d.), ØvlØetsØ otkrytym. V [3] predlagaetsØ algoritm dlØ razloßeniØ algebraiqeskogo mnogoobraziØ na neprivodimye komponenty so sloßnost~¸ polinomial~noæ ot d^{n2} i dliny zapisi vhodnyh dannyh, vkl¸qaØ harakteristiku polØ. V sluqae proizvol~noæ harakteristiki, ispol~zuØ [3], moßno poluqit~ dlØ vseh problem, rassmatrivaemyh v fftoæ stat~e i [6, 7], algoritmy s analogiqnoæ ocenkoæ sloßnosti (t.e. polinomial~noæ ot d^{n2} i dliny zapisi vhodnyh dannyh). �ta ocenka sloßnosti ØvlØetsØ nailuqxeæ izvestnoæ v sluqae proizvol~noæ harakteristiki.

VYQISLENIE STEPENE` 9

Podqerknem ewe raz, qto my rassmatrivaem zdes~ determinirovannye vyqisleniØ s bitovoæ sloßnost~¸. �ta model~ vyqisleniæ ØvlØetsØ naibolee vaßnoæ s teoretiqeskoæ toqki zreniØ.

Pereædem k toqnym formulirovkam. Pust~ pole k = Q(t_1, . . . , t_l, θ), gde t_1, . . . , t_l algebraiqeski nezavisimy nad Q, i θ – algebraiqeskiæ nad Q fflement s minimal~nym mnogoqlenom F ∈

Q[t1, . . . , tl, Z]. Starxiæ kofffficient lcZF mnogoqlena F raven

1. Pust~ dany odnorodnye mnogoqleny g_0, . . . , g_m ∈ k[X_0, . . . , X_n]. Rassmotrim zamknutoe algebraiqeskoe mnoßestvo ili algebraiqeskoe mnogoobrazie (v fftoæ stat~e my ne razliqaem ffti ponØtiØ)

V = {(x_0 : . . . : x_n) : g_i(x_0, . . . , x_n) = 0 ∀0 ≤ i ≤ m} ⊂ P^n(k).

�to mnoßestvo vseh obwih nuleæ mnogoqlenov g_0, . . . , g_m v P^n(k). V dal~neæxem my budem oboznaqat~ dlØ kratkosti ffto mnoßestvo qerez Z(g_0, . . . , g_m). Analogiqnye oboznaqeniØ budut takße ispol~zovat~sØ dlØ mnoßestv vseh obwih nuleæ (v affinnyh ili proektivnyh prostranstvah, kak ffto budet vidno iz konteksta) drugih mnogoqlenov. Sledovatel~no, V = Z(g_0, . . . , g_m).

Kaßdyæ mnogoqlen f = g_i budem predstavlØt~ v forme f = 1 a_0 ∑ i0,... ,i_n ∑ 0≤j<deg_Z F a_{i0,... ,in,j} θ^j X^{i0}_0 · · · X^{in}_n , gde a_0, a_{i0,... ,in,j} ∈ Z[t_1, . . . , t_l], gcd_{i0,... ,in,j} (a_0, a_{i0,... ,in,j}) = 1. Opre- delim dlinu zapisi l(a) celogo qisla a formuloæ l(a) = min{s ∈

Z: |a| < 2^{s−1}}. Dlina zapisi kofffficientov l(f) mnogoqlena f

opredelØetsØ kak maksimum dlin zapisi celyh kofffficientov mnogoqlenov a_0, a_{i0,... ,in,j}, i stepen~ deg_{tα} (f) = max_{i0,... ,in,j}{deg_{tα} (a_0), deg_{tα} (a_{i0,... ,in,j})} , gde 1 ≤ α ≤ l. Analogiqnym obrazom opredelØetsØ deg_{tα} F i l(F ). My budem predpolagat~, qto ime¸tsØ sledu¸wie ocenki deg_{X0,... ,Xn} (g_i) < d, deg_{tα} (g_i) < d_2, l(f_i) < M, deg_Z (F ) < d_1, deg_{tα} (F ) < d_1, l(F ) < M_1.

Razmer (ili dlina zapisi) L(f) mnogoqlena f opredelØetsØ kak proizvedenie l(f) na qislo vseh celyh kofffficientov mnogoqle-

10 A. L. QISTOV

na f v plotnom predstavlenii. Imeem

L(f_i) < ( ( d + n n ) d_1 + 1)d^l_2M

Analogiqno L(F ) < d^{l+1}_1 M_1. V dal~neæxem, esli ne ogovoreno protivnoe, my budem sqitat~, qto l fiksirovano. My moßem rassmatrivat~ razliqnye plotnye predstavleniØ mnogoqlenov. Naprimer, moßno rassmatrivat~ klass mnogoqlenov f ot X_0, . . . , X_n s deg_{Xi} f < d dlØ vseh 0 6 i 6 n kak bazisnyæ v plotnom predstavlenii, parametrizu¸wemsØ pri pomowi d. Togda dliny zapisi fftih mnogoqlenov ocenivat~sØ sverhu (d^{n+1}d_1 + 1)d^l_2M . V takom predstavlenii L(f_i) < (d^{n+1}d_1 + 1)d^l_2M , i, sledovatel~no, algoritmy iz nastoØweæ stat~i ØvlØ¸tsØ algoritmami polinomial~noæ sloßnosti, sr. [3].

Pust~ V_s ØvlØetsØ ob¨edineniem vseh neprivodimyh komponent razmernosti n − s mnogoobraziØ V , gde 0 6 s 6 n. Stepen~ deg V_s mnogoobraziØ V_s ravna, sm. Lemmu 1 niße, max_H #V_s ∩ H, gde maksimum beretsØ po vsem lineænym prostranstvam H v P^n(k) razmernosti s, takim qto #V_s ∩ H < +∞.

Teorema 1. Pust~ proektivnoe algebraiqeskoe mnogoobrazie V ,

opredelennoe nad polem k, zadano kak mnoßestvo vseh obwih nuleæ v P^n(k) semeæstva odnorodnyh mnogoqlenov g_0, . . . , g_m ∈ k[X_0, . . . , X_n] stepeneæ men~xe, qem d. Togda stepeni deg V_s dlØ vseh 0 6 s 6 n mogut byt~ vyqisleny za polinomial~noe vremØ ot d^n, d_1, d_2, M , M_1, m.

Pust~ x ∈ P^n(k). Razmernost~ dim_x V algebraiqeskogo mnogoobraziØ V v toqke x (ili v okrestnosti toqki x) po opredeleni¸ est~ max_W dim W , gde maksimum beretsØ po vsem neprivodimym komponentam W mnogoobraziØ V , takim qto x ∈ W . Oboznaqim qerez W mnoßestvo vseh takih komponent W .

Teorema 2. Pust~ x ∈ P^n(k). Razmernosti vseh neprivodimyh

komponent, soderßawih toqku x, t.e. mnoßestvo {dim W : W ∈ W}, mogut byt~ vyqisleny za polinomial~noe vremØ ot d^n, d_1, d_2, M , M_1, m i dliny zapisi toqki x. Sledovatel~no, razmernost~ dim_x V mnogoobraziØ V v toqke x moßet byt~ vyqislena za to ße samoe vremØ.

Pust~ teper~ toqka x ∈ V_s i 0 6 s 6 n. Oboznaqim qerez L mnoßestvo vseh lineænyh podprostranstv L v P^n(k), takih qto

VYQISLENIE STEPENE` 11

dim L = s, x ∈ L, i #V_s ∩ L < +∞. Kratnost~ μ(x, V_s) toqki x algebraiqeskogo mnogoobraziØ V_s moßet byt~ opredelena formuloæ μ(x, V_s) = min_{L∈L}{1 + deg V_s − #V_s ∩ L}, (1)

sm. takße Sledstvie 3 i Zameqanie 5 v Razdele 5. �ta formula moßet byt~ ob¨Øsnena sledu¸wim obrazom, sr. [1]. Po svoemu iznaqal~nomu smyslu kratnost~ μ(x, V_s) ravna qislu toqek beskoneqno blizkih k x pereseqeniØ mnogoobraziØ V_s s obwim lineænym podprostranstvom L̃, dim L̃ = s, kotoroe ØvlØetsØ beskoneqno blizkim k toqke x. Sledovatel~no, #V_s ∩ L̃ = deg V_s. Esli sdvinut~ ffto obwee lineænoe podprostranstvo na lineænoe podprostranstvo L, soderßawee toqku x (posredstvom beskoneqno malogo sdviga), to vse toqki pereseqeniØ, kotorye byli v infinitizimal~noæ okrestnosti toqki x, pereædut v x, drugie toqki pereseqeniØ pereædut biektivno v −1+#V_s ∩L = max_{L∈L}{−1+#V_s ∩L} toqek. Takim obrazom, my poluqaem formulu dlØ μ(x, V_s).

Teorema 3. Kratnosti μ(x, Vs) dlØ vseh 0 6 s 6 n mogut byt~

vyqisleny za polinomial~noe vremØ ot d^n, d_1, d_2, M , M_1, m i dliny zapisi toqki x.

Teorema 4. Pust~ proektivnoe algebraiqeskoe mnogoobrazie V ,

opredelennoe nad polem k, zadano kak mnoßestvo obwih nuleæ v

P^n(k) semeæstva odnorodnyh mnogoqlenov g0, . . . , gm ∈ k[X0, . . . , Xn]

stepeneæ men~xe, qem d. Pust~ V_s, kak i vyxe, ØvlØetsØ ob¨edineniem vseh neprivodimyh komponent V razmernosti n − s, gde

0 6 s 6 n. Togda moßno postroit~ dlØ vsØkogo 0 6 s 6 n koneqnoe

mnoßestvo A_s gladkih toqek mnogoobraziØ V_s i dlØ vsØkoæ toqki x ∈ A_s kasatel~noe prostranstvo T_x mnogoobraziØ V_s v toqke x. Kasatel~nye prostranstva rassmatriva¸tsØ zdes~ kak lineænye podprostranstva v P^n(k). Krome togo, A_s udovletvorØet tomu svoæstvu, qto dlØ vsØkoæ neprivodimoæ komponenty W mnogoobraziØ V_s suwestvuet toqka x ∈ A_s ∩ W . Toqki iz A_s ØvlØ¸tsØ takße gladkimi toqkami mnogoobraziØ V (t.e. oni ne prinadleßat nikakomu V_r s r ≠ s). Qislo fflementov #A_s 6 d^s. VremØ raboty algoritma dlØ postroeniØ vseh A_s, 0 6 s 6 n polinomial~no ot d^n, d_1, d_2, M , M_1, m.

Teorema 5. Pust~ proektivnoe algebraiqeskoe mnogoobrazie V ,

opredelennoe nad polem k, zadano kak mnoßestvo obwih nuleæ v

12 A. L. QISTOV

P^n(k) semeæstva odnorodnyh mnogoqlenov g0, . . . , gm ∈ k[X0, . . . , Xn]

stepeneæ men~xe, qem d. Pust~ dano semeæstvo Q racional~nyh funkciæ q_{s+1}, . . . , q_n ∈ k(X_1/X_0, . . . , X_n/X_0), 0 6 s 6 n. Pust~ stepeni i dliny zapisi celyh kofffficientov qisliteleæ i znamenateleæ racional~nyh funkciæ q_{s+1}, . . . , q_n ograniqeny te mi ße samymi znaqeniØmi, qto i dlØ mnogoqlenov g_0, . . . , g_m. Pust~

x ∈ P^n(k). PredlagaetsØ algoritm dlØ togo, qtoby vyØsnit~, su-

westvuet li neprivodimaØ komponenta W algebraiqeskogo mnogoobraziØ V , soderßawaØ toqku x, i, takaØ qto semeæstvo Q ØvlØetsØ bazisom transcendentnosti polØ racional~nyh funkciæ k(W ) neprivodimoæ komponenty W . VremØ raboty algoritma polinomial~no ot d^n, d_1, d_2, M , M_1, m i dliny zapisi toqki x.

Zameqanie 1. VremØ raboty algoritmov iz teorem 1–5 ØvlØetsØ

po-suwestvu tem ße samym, qto i pri rexenii sistem polinomial~nyh uravneniæ s koneqnym qislom rexeniæ v proektivnom prostranstve. Pofftomu ffti teoremy mogut byt~ sformulirovany takße i v sluqae, kogda l ne ØvlØetsØ fiksirovannym, sm. [3].

Zameqanie 2. V dal~neæxem my budem predpolagat~ bez ogra-

niqeniØ obwnosti, qto mnogoqleny g_0, . . . , g_m ØvlØ¸tsØ lineæno nezavisimymi nad k. Sledovatel~no, dim V 6 n − 1, i V_0 = ∅.

1. Predvaritel~nye svedeniØ

My budem ispol~zovat~ v fftoæ stat~e tehniku iz [8, 6, 7], sm. VvedeniØ [6, 7]. Imenno, my ispol~zuem razloßeniØ N~¸tona– P¸ize i algoritm N~¸tona–P¸ize dlØ postroeniØ korneæ mnogoqlena v pole drobno-stepennyh rØdov ot odnoæ peremennoæ, sm. takße [4], ispol~zuem beskoneqno malye veliqiny, standartnye qasti, postroenie vewestvennyh struktur.

VewestvennaØ struktura na pole k po opredeleni¸ ØvlØetsØ vloßeniem k → K[ √ −1], gde K – vewestvennoe uporØdoqennoe pole. Algoritm polinomial~noæ sloßnosti dlØ postroeniØ vewestvennoæ struktury predlagaetsØ v [6] dlØ polØ k, koneqnoporoßdennogo nad Q. Zdes~ vaßno to, qto dlØ zadannogo fflementa a ∈ K moßno vyØsnit~, verno li, qto a > 0 za polinomial~noe vremØ. Dopolnitel~no K ⊂ k v fftoæ konstrukcii, gde k ØvlØetsØ algebraiqeskim zamykaniem polØ k. Absol¸tnaØ veliqina |a| fflementa iz a ∈ k moßet byt~ opredelena estestvennym obrazom [6].

VYQISLENIE STEPENE` 13

Rassmotrim neravenstva tipa A < 0 ili A 6 0, gde A = ∑ 16i6r^{ai|Ai|2},^{ai ∈ K}, i^{Ai} ØvlØ¸tsØ superpoziciØmi mnogoqlenov i funkciæ B → |B|^2 dlØ vsØkogo i. VerhnØØ granica dlØ stepeni A moßet byt~ legko opredelena, esli my poloßim deg |B|^2 = 2 deg B.

VsØkaØ sistema uravneniæ i neravenstv nad k ffkvivalentna sisteme uravneniæ i neravenstv nad ~K so v dva raza bol~xim qislom peremennyh. PrimenØØ algoritm iz [6] dlØ postroeniØ vewestvennyh struktur, princip perenosa i [16] v fftoæ situacii, my poluqaem, sm. [7], sledu¸wiæ rezul~tat.

Predloßenie 1. Rassmotrim sistemu polinomial~nyh uravne-

niæ ot n peremennyh i fiksirovannogo qisla neravenstv s mnogoqlenami i kvadratami absol¸tnyh veliqin (opisannogo tipa A < 0 ili A 6 0) s kofffficientami iz polØ k, koneqnoporoßdennogo nad Q. Pust~ stepeni uravneniæ i neravenstv men~xe, qem d. Togda moßno postroit~ vewestvennu¸ strukturu na k i vy- Øsnit~ za vremØ polinomial~noe ot d^n i dliny zapisi vhodnyh dannyh, imeet li ffta sistema rexenie v A^n (k) otnositel~no postroenoæ vewestvennoæ struktury. Esli takoe rexenie suwestvuet, to ego moßno postroit~ za to ße samoe vremØ. Koordinaty rexeniæ prinadleßat koneqnomu rasxireni¸ polØ k. �to koneqnoe rasxirenie stroitsØ i zadano svoim primitivnym fflementom i ego minimal~nym mnogoqlenom.

Poskol~ku k ØvlØetsØ proizvol~nym koneqnoporoßdennym polem nad Q, fftot rezul~tat spravedliv takße v sluqae, esli zamenit~ pole kofffficientov k na rasxirenie k pri pomowi fiksirovannogo qisla beskoneqno malyh veliqin. V dal~neæxem my budem ispol~zovat~ mnogo raz Predloßenie 1 dlØ rexeniØ sistem polinomial~nyh uravneniæ i neravenstv s kvadratami absol¸tnyh veliqin i beskoneqno malymi veliqinami bez ssylok na ffto predloßenie.

Pust~ k_1 ØvlØetsØ algebraiqeskim rasxireniem polØ

Q(t1, . . . , tl). Pust~ εi > 0 – beskoneqno malaØ veliqina, sm. [7],

otnositel~no polØ k_1(ε_1, . . . , ε_{i−1}), 1 6 i 6 v. Pust~ 0 6 w 6 v − 1. Poloßim K^′ = k_1(ε_1, . . . , ε_v) i K^{′′} = k_1(ε_1, . . . , ε_w). Oboznaqim qe- rez st : P^n(K^′) → P^n(K^{′′})

otobraßenie standartnoæ qasti, sm. [7], (standartnaØ qast~ ffle-

14 A. L. QISTOV

menta z ∈ P^n(K^′) – ffto fflement z_1 ∈ P^n(K^{′′}), kotoryæ ØvlØetsØ beskoneqno blizkim k z). My budem ispol~zovat~ mnogo raz sledu¸wiæ rezul~tat, sm. [7] Predloßenie 2.

Predloßenie 2. Pust~ W^′ ⊂ P^n – algebraiqeskoe mnogoobra-

zie, opredelennoe nad polem K^{′′}, i, takoe qto vsØkaØ komponenta mnogoobraziØ W^′ imeet razmernost~ n − s. Pust~ D_i ∈ K^{′′}[ X_0, . . . , X_n ], s + 1 6 i 6 n, – lineænye formy otnositel~no X_0, . . . , X_n i ~D_i ∈ K^′[ X_0, . . . , X_n ], s + 1 6 i 6 n, – lineænye formy, vse nenulevye kofffficienty kotoryh ØvlØ¸tsØ beskoneqno malymi veliqinami otnositel~no polØ K^{′′}. Togda uslovie #W^′ ∩ Z(D_{s+1}, . . . , D_n) < +∞ v P^n(K^{′′}) vleqet, qto #W^′ ∩ Z(D_{s+1} − ~D_{s+1}, . . . , D_n − ~D_n) < +∞ v P^n(K^′), i

st(W^′ ∩ Z(D_{s+1} − ~D_{s+1}, . . . , D_n − ~D_n)) = W^′ ∩ Z(D_{s+1}, . . . , D_n)

v P^n(K^{′′}).

2. Vyqislenie stepeni algebraiqeskogo mnogoobraziØ i ego gladkih toqek Nam potrebuetsØ sledu¸waØ lemma.

Lemma 1. Pust~ Vs, 0 6 s 6 n – algebraiqeskoe mnogoobrazie iz

utverßdeniØ Teoremy 1, i L_0, L_{s+1}, L_{s+2}, . . . , L_n est~ n − s + 1 lineænyh form iz k[X_0, . . . , X_n], takie qto V_s ≠ ∅, i

V_s ∩ Z(L_0, L_{s+1}, L_{s+2}, . . . , L_n) = ∅

v P^n(k). Oboznaqim qerez

p : V_s −→ P^{n−s}(k), (X_0 : . . . : X_n) → (L_0 : L_{s+1} : . . . : L_n)

lineænu¸ proekci¸, kotoraØ ØvlØetsØ koneqnym morfizmom. To- gda (i) suwestvuet nepustoe otkrytoe v topologii Zarisskogo podmnoßestvo U v P^{n−s}(k), takoe qto dlØ vsØkogo x ∈ U mownost~ #p^{−1}(x) = deg V_s, (ii) esli dlØ nekotoroæ toqki x ∈ P^{n−s}(k) mownost~ #p^{−1}(x) = deg V_s, to dlØ vsØkoæ y ∈ p^{−1}(x) toqka y ØvlØetsØ gladkoæ toqkoæ algebraiqeskogo mnogoobraziØ V_s, i differencial proekcii p v toqke y d_yp : T_{y,Vs} −→ T_{x,}Pn−s

VYQISLENIE STEPENE` 15 ØvlØetsØ izomorfizmom kasatel~nyh prostranstv T_{y,Vs} i T_{x,}Pn−s algebraiqeskih mnogoobraziæ V_s i

P^{n−s}(k) v toqkah y i x sootvetstvenno.

Dokazatel~stvo. ZamenØØ k na k, my moßem predpolagat~ bez

ograniqeniØ obwnosti, qto V_s = W ØvlØetsØ neprivodimym nad k. Pust~ Y ∈ k[X_0, . . . , X_n] – lineænaØ forma. Rassmotrim morfizm

p_1 : W −→ P^{n−s+1}(k), (X_0 : . . . : X_n) → (Y : L_0 : L_{s+1} : . . . : L_n).

Poskol~ku p ØvlØetsØ koneqnym morfizmom, p_1(W ) ØvlØetsØ zamknutym podmnoßestvo v P^{n−s+1}(k), i p_1(W ) = Z(G), gde G ∈ k[Y, L_0, L_{s+1}, . . . , L_n] – neprivodimyæ odnorodnyæ mnogoqlen so starxim kofffficientom lc_Y G = 1.

Po teoreme o primitivnom fflemente dlØ poleæ suwestvuet lineænaØ forma Y ∈ k[X_0, . . . , X_n], takaØ qto morfizm p_1 induciruet biracional~nyæ izomorfizm W −→ p_1(W ), kotoryæ my budem oboznaqat~ p_2. Sledovatel~no, suwestvuet otkrytoe podmnoßestvo U_1 ⊂ W , takoe qto p_2(U_1) ØvlØetsØ otkrytym v p_1(W ), i p_2 induciruet izomorfizm U_1 −→ p_2(U_1).

Suwestvuet proekciØ p_3 : p_1(W ) −→ P^{n−s}(k), takaØ qto p = p_3 ∘ p_2. Oboznaqim qerez R = Res_Y (G, G^′_Y ) diskriminant mnogoqlena G otnositel~no Y . Togda 0 ≠ R ØvlØetsØ odnorodnym mnogoqlenom, poskol~ku G – separabel~nyæ odnorodnyæ mnogoqlen. Esli R(x) ≠ 0, to mownost~ #p^{−1}_3 (x) = deg_Y G, dlØ vsØkoæ y ∈ p^{−1}_3 (x) toqka y ØvlØetsØ gladkoæ toqkoæ algebraiqeskogo mnogoobraziØ p_1(W ), i differencial otobraßeniØ p_3 v toqke y d_yp_3 : T_{y,p1(W )} −→ T_{x,}Pn−s ØvlØetsØ izomorfizmom kasatel~nyh prostranstv T_{y,p1(W )} i T_{x,}Pn−s algebraiqeskih mnogoobraziæ p_1(W ) i P^{n−s}(k) v toqkah y i x sootvetstvenno. Poslednee utverßdenie sleduet zdes~ prosto iz togo, qto G^′_Y (y) ≠ 0, poskol~ku R(x) ≠ 0.

Poloßim U = P^{n−s}(k) \ (Z(R) ∪ p_3(p_2(W ) \ p_2(U_1))). Togda dlØ vsØkogo x ∈ U (a) mownost~ #p^{−1}(x) = deg G, (b) dlØ vsØkoæ y ∈ p^{−1}(x) toqka y ØvlØetsØ gladkoæ toqkoæ mnogoobraziØ W , i differencial otobraßeniØ p v toqke y d_yp : T_{y,W} −→ T_{x,}Pn−s

16 A. L. QISTOV

ØvlØetsØ izomorfizmom kasatel~nyh prostranstv T_{y,W} i T_{x,}Pn−s algebraiqeskih mnogoobraziæ W i P^{n−s}(k) v toqkah y i x sootvetstvenno. Pokaßem, qto deg G = deg W . Pust~ ε > 0 – beskoneqno malaØ veliqina otnositel~no polØ k. Sledovatel~no, otobraßenie standartnoæ qasti

st : P^r(k(ε)) −→ P^r(k)

opredeleno dlØ vsØkogo r ¿ 0, sm. [7]. Oboznaqim qerez H_1 mnoßestvo semeæstv H, sostoØwih kaßdoe iz n − s + 1 lineænyh form H_0, H_{s+1}, H_{s+2}, . . . , H_n ot X_0, . . . , X_n, takih qto, esli zamenit~ v formulirovke Lemmy 1 formy L_0, L_{s+1}, L_{s+2}, . . . , L_n na H_0, H_{s+1}, H_{s+2}, . . . , H_n, to (i) budet udovletvorØt~sØ dlØ U (H) i p(H), sootvetstvu¸wih U i p. Rassmotrim H_1 kak podmnoßestvo

v A^{(n−s+1)(n+1)}. Togda [2], sr. takße Razdel 5, H1 ØvlØetsØ ot-

krytym podmnoßestvom v A^{(n−s+1)(n+1)} otnositel~no topologii Zarisskogo.

Sledovatel~no, suwestvuet semeæstvo H_0, H_{s+1}, H_{s+2}, . . . , H_n v H_1(k(ε)), takoe qto vse formy H_j − L_j ime¸t beskoneqno malye kofffficienty. Takim obrazom, po Predloßeni¸ 2 dlØ vsØkogo x ∈ U ∩U (H) dlØ vsØkogo y^∗ ∈ p(H)^{−1}(x) fflement y = st y^∗ ∈ p^{−1}(x). Differencial proekcii p v toqke y ØvlØetsØ izomorfizmom. Sledovatel~no, po teoreme o neØvnoæ funkcii suwestvuet edinstvennyæ y^′ ∈ p(H)^{−1}(x), takoæ qto sty^′ = y. Sledovatel~no, y^′ = y^∗. Takim obrazom,

deg W = #p(H)^{−1}(x) = #p^{−1}(x) = deg_Y G,

i, pofftomu deg G = deg W . Utverßdenie (i) dokazano.

Qtoby dokazat~ (ii), otmetim, qto esli R(x) ≠ 0, i y ∈ p^{−1}(x), to toqka p_1(y) ØvlØetsØ gladkoæ, lokal~noe kol~co O_{p1(y),p1(W )} mnogoobraziØ p_1(W ) v toqke p_1(y) ØvlØetsØ celozamknutym. Sledovatel~no, lokal~noe kol~co O_{y,W} ≃ O_{p1(y),p1(W )}, poskol~ku O_{y,W} celo nad O_{p1(y),p1(W )} i imeet to ße samoe pole qastnyh. Takim obrazom, p_1 ØvlØetsØ izomorfizmom v okrestnosti kaßdoæ toqki y ∈ p^{−1}(x). Teper~ (ii) sleduet iz togo, qto dlØ vsØkoæ toqki x, dlØ kotoroæ #p^{−1}(x) = deg W , suwestvuet lineænaØ forma Y , takaØ qto sootvetstvu¸wee otobraßenie p_1

VYQISLENIE STEPENE` 17

ØvlØetsØ biracional~nym, #p^{−1}_3 (x) = deg W , i pofftomu R(x) ≠ 0, sm. vyxe. Lemma dokazana.

My budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto

deg(g_i) = deg_{X0, ... ,Xn} (g_i) = d

dlØ vseh 0 6 i 6 m, zamenØØ pri neobhodimosti vsØkiæ mnogoqlen g_i na semeæstvo mnogoqlenov {g_iX^{− deg(gi )+d}_j }_06_j6_n .

Napomnim,qto v [7] postroen algoritm polinomial~noæ sloßnosti, kotoryæ nahodit vse s, dlØ kotoryh V_s ≠ ∅. DlØ vsØkogo s na xage s algoritm iz [7] stroit mnogoqleny h_1, . . . , h_s i lineænye formy L^{(s)}_{s+1}, . . . , L^{(s)}n ot X_0, . . . , X_n s celymi kofffficientami s dlinami zapisi O(n logd) , takie qto

h_i = ∑ 06j6m^{λi,jgj , λi,j ∈} Z dlØ vseh i, j. Krome togo, vypolnØetsØ sledu¸wee svoæstvo. Pust~ W_s = Z(h_1, . . . , h_s) ⊂ P^n(k)

est~ mnogoobrazie vseh obwih nuleæ mnogoqlenov h_1, . . . , h_s v

P^n(k), pust~ W^′ – ob¨edinenie vseh neprivodimyh komponent U1

mnogoobraziØ W_s, takih qto dimU_1 = n − s, i W^{′′} – ob¨edinenie vseh neprivodimyh komponent U_1 mnogoobraziØ W_s, takih qto dimU_1 > n − s. Togda podmnoßestvo v P^n(k)

W^′ ∩ Z(L^{(s)}_{s+1}, . . . , L^{(s)}_n )

koneqno, i W^′ ∩ Z(L^{(s)}_{s+1}, . . . , L^{(s)}_n ) ∩ W^{′′} = ∅ .

Forma L^{(s)}_0 ne ravna nul¸ vo vsØkiæ toqke iz W^′∩Z(L^{(s)}_{s+1}, . . .,L^{(s)}n ). Krome togo, W^{′′} sostoit iz vseh komponent U mnogoobraziØ Z(g_0, . . . , g_m) s dim U > n − s. My budem oboznaqat~ takße W^′ = W^′_s, W^{′′} = W^{′′}_s , kogda zavisimost~ ot s budet suwestvenna.

Poloßim L_{s,j} = L^{(s)}_j , s + 1 6 j 6 n ili j = 0. Vyqislim, sm. [7], vse toqki {x_u}_16_u6_N mnoßestva W^′ ∩ Z(L_{s,s+1}, . . . , L_{s,n}). Pust~ x_u = (x_{u,0} : . . . : x_{u,n}), gde vse x_{u,i} – iz koneqnogo rasxireniØ polØ k. Postroim vewestvennu¸ strukturu dlØ polØ

18 A. L. QISTOV

K = k(x_{u,0}, . . . , x_{u,n}), sm. [6, 7], kotoraØ induciruet nekotoru¸ vewestvennu¸ strukturu na k (ona odnoznaqno opredelena s toqnost~¸ do soprØßeniØ).

Pust~ ε_1 > 0 – beskoneqno malaØ veliqina otnositel~no polØ K, i ε_2 > 0 – beskoneqno malaØ veliqina otnositel~no polØ K(ε_1), pole K_1 = K(ε_1, ε_2).

Pust~ Y_0, . . . , Y_n – novye peremennye. DlØ vsØkogo 1 6 u 6 N rassmotrim sledu¸wu¸ sistemu uravneniæ i neravenstv s kofffficientami iz K_1

h_i = 0, 1 6 i 6 s, h_i(Y_0, . . ., Y_n) = 0, 1 6 i 6 s, L_{s,j}(X_0 − Y_0, . . . , X_n − Y_n) = 0, j ∈ {0, s + 1, . . . , n}, ∑ 06i6n^{|Xi − xu,i|2} 6^{ε1,} ∑ 06i6n^{|Y}i^{− x}u,i^{|2} 6^ε1^, ∑ 06i6n^{|Yi − Xi|2} ¿^{ε2,}

(2)

Zameqanie 3 Moßno takße dobavit~ k fftoæ sisteme uravnenie

L_{s,0}(X_0 − x_{u,0}, . . . , X_n − x_{u,n}) = 0, odnako ffto neobØzatel~no.

Lemma 2. Pust~ W^′ = W^′_s. Togda N = deg W^′ v tom i tol~ko v

tom sluqae, esli dlØ vsØkogo 1 6 u 6 N ne suwestvuet rexeniæ sistemy (2) v A^{2n+2} (K_1). Esli dlØ vsØkogo 1 6 u 6 N ne suwestvuet rexeniæ sistemy (2) v A^{2n+2} (K_1), to vse toqki {x_u}_16_u6_N mnogoobraziØ W^′ ØvlØ¸tsØ gladkimi, i differencialy proekcii

p : W^′ −→ P^{n−s}(k), (X_0 : . . . : X_n) → (L_{s,0} : L_{s,s+1} : . . . : L_{s,n})

v toqkah {x_u}_16_u6_N ØvlØ¸tsØ izomorfizmami.

Dokazatel~stvo. �to sleduet neposredstvenno iz Lemmy 1,

esli zamenit~ g_0, . . . , g_m na h_1, . . . , h_s i, sledovatel~no, V_s na W^′_s, sr. takße dokazatel~stvo Lemmy 17 niße.

VernemsØ k opisani¸ algoritma. Naxa cel~ seæqas – vyqislit~ deg W^′. Postroim rexenie sistemy (2) dlØ nekotorogo

1 6 u 6 N ili ustanovim, qto dlØ vsØkogo 1 6 u 6 N ne su-

westvuet rexeniæ sistemy (2) v A^{2n+2} (K_1). V poslednem sluqae po Lemme 2 stepen~ deg W^′ = N uße vyqislena. Predpoloßim, qto suwestvuet rexenie

(x^′_0, . . . , x^′_n, y^′_0, . . . , y^′_n) ∈ A^{2n+2} (K_1)

VYQISLENIE STEPENE` 19

sistemy (2) s u = u_0. Oboznaqim x^′ = (x^′_0 : . . . : x^′_n) i y^′ = (y^′_0 : . . . : y^′_n). Tak qto x^′, y^′ ∈ P^n(K_1). Poloßim L^′_i = L_{s,i} − (L_{s,i}/L_{s,0})(x^′)L_{s,0}, s + 1 6 i 6 n, L^′_0 = L_{s,0}. Vyqislim, sm. [7], vse toqki mnoßestva W^′ ∩ Z(L^′_{s+1}, . . . , L^′_n)

v P^n(K1). Oboznaqim N^′ = #W^′ ∩ Z(L^′_{s+1}, . . . , L^′_n). Po Pred-

loßeni¸ 2 dlØ vsØkogo x^∗ ∈ W^′ ∩ Z(L^′_{s+1}, . . . , L^′_n) suwestvuet

1 6 u 6 n, takoe qto st x^∗ = xu. Sledovatel~no, N^′ ¿ N . Dalee,

x^′, y^′ ∈ W^′ ∩ Z(L^′_{s+1}, . . . , L^′_n), x^′ ≠ y^′, i st x^′ = st y^′. Sledovatel~no, N^′ ¿ N + 1 > N .

Pust~ D_{s+1}, . . . , D_n ∈ K_1[X_0, . . . , X_n] – lineænye formy (v dal~neæxem my budem rassmatrivat~ takße drugie polØ kofffficientov, otliqnye ot K_1). Analogiqno opredeleni¸ 1 iz [7] svoæstvo A lineænyh form D_{s+1}, . . . , D_n nazyvaetsØ horoxim togda i tol~ko togda, kogda ono udovletvorØet sledu¸wemu uslovi¸. Rassmotrim A kak funkci¸ ot D_{s+1}, . . . , D_n. Pust~ D_i = ∑ 06j6n^li,j^Lj , gde^li,j^{∈ K}1 dlØ vseh^{i, j}. Zamenim odin proizvol~nyæ kofffficient l_{i,j} v formah D_{s+1}, . . . , D_n na ε^′, gde ε^′ – beskoneqno malaØ veliqina otnositel~no polØ K_1. My poluqaem novu¸ lineænu¸ formu D^′_i s kofffficientami iz K_1(ε^′). Predpoloßim dlØ udobstva oboznaqeniæ, qto my zamenili l_{s+1,0} i poluqili D^′_{s+1}. Uslovie dlØ svoæstva A – sledu¸wee. Suwestvuet mnogoqlen P , takoæ qto, esli svoæstvo A udovletvorØetsØ dlØ form D_{s+1} , . . . , D_n, to

(i) ono ne udovletvorØetsØ dlØ samoe bol~xee P (d^n) proizvol~- nyh znaqeniæ ε^∗ beskoneqno maloæ veliqiny ε^′ (rassmatrivaemoæ kak peremennaØ) dlØ form D^′_{s+1}|_ε′_{=ε}∗ , D_{s+2} , . . . , D_n, (ii) dlØ dannogo znaqeniØ ε^∗ beskoneqno maloæ veliqiny ε^′ moßno proverit~ svoæstvo A dlØ form D^′_{s+1}|_ε′_{=ε}∗ , D_{s+2}, . . . , D_n za polinomial~noe vremØ ot d^n, d_1, d_2, M_1, M_2 (pri uslovii, qto dlina zapisi ε^∗ ograniqena temi ße samymi znaqeniØmi).

DlØ horoxego svoæstva A moßno postroit~, zamenØØ posledovatel~no kofffficienty lineænyh form D_{s+1}, . . . , D_n na celye kofffficienty (sr. algoritm iz [7] Razdel 3 xag (24); on nazyvaetsØ v [7] vtorym vspomogatel~nym algoritmom), lineænye formy M_{s+2} , . . . , M_n ot X_0, . . . , X_n s celymi kofffficientami s dlinami zapisi O(n log d), udovletvorØ¸wie svoæstvu A, za polinomial~noe vremØ ot d^n, d_1, d_2, M_1, M_2. V dal~neæxem my budem ispol~zovat~ neskol~ko raz fftu konstrukci¸ (ne formu-

20 A. L. QISTOV

liruØ Øvno svoæstvo A za iskl¸qeniem pervogo raza), ssylaØs~ na nee kak na analog vtorogo vspomogatel~nogo algoritma iz [7].

Teper~ zametim, qto soglasno [7] svoæstvo, qto

#W^′ ∩ Z(D_{s+1}, . . . , D_n) ¿ N^′, i

W^′ ∩ Z(D_{s+1}, . . . , D_n) ∩ W^{′′} = ∅, i D_0 = L^′_0 ØvlØetsØ horoxim.

Tak qto primenim analog vtorogo vspomogatel~nogo algoritma k lineænym formam L^′_0, L^′_{s+1}, . . . , L^′_n i postroim lineænye formy M_0, M_{s+1}, . . . , M_n s kofffficientami iz Zs dlinami zapisi O(n log d), takie qto

#W^′ ∩ Z(M_{s+1}, . . . , M_n) ¿ N^′,

W^′ ∩ Z(M_{s+1}, . . . , M_n) ∩ W^{′′} = ∅, i M_0 = L^′_0.

Posle fftogo vernemsØ rekursivno k naqalu opisyvaemogo algoritma, zamenØØ formy L_{s,0}, L_{s,s+1}, . . . , L_{s,n} na M_0, M_{s+1}, . . . , M_n. Poskol~ku N^′ > N , to suwestvuet samoe bol~xee d^s takih vozvratov k naqalu algoritma.

Takim obrazom, my vyqislim deg W^′ za trebuemoe vremØ i my moßem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti po Lemme 2, qto N = deg W^′, vse toqki x_u, 1 6 u 6 N ØvlØ¸tsØ gladkimi na algebraiqeskom mnogoobrazii W^′, i differencialy proekcii p, sm. Lemmu 2, v toqkah x_u, 1 6 u 6 N ØvlØ¸tsØ izomorfizmami.

Pokaßem, kak vybrat~ sredi toqek x_u, 1 6 u 6 N toqki iz V_s. Pust~ 1 6 u 6 N . Rassmotrim sledu¸wu¸ sistemu uravneniæ i neravenstv otnositel~no X_0, . . . , X_n, Z s kofffficientami iz k(ε_1)

h_1 = . . . = h_s = h_{s+1}Z − 1 = 0, ∑ 06i6n^{|Xi − xu,i|} 2 < ε_1. (3)

Lemma 3. Toqka xu = (xu,0 : . . . : xu,n) ∈ Vs togda i tol~ko togda,

kogda sistema (3) ne imeet rexeniæ v A^{n+1} (k(ε_1)).

Dokazatel~stvo. �to sleduet neposredstvenno iz togo, qto toq-

ka x_u ØvlØetsØ gladkoæ i opredeleniØ mnogoqlenov h_1, . . . , h_{s+1}, sm. vyxe (a takße [7]). Lemma dokazana.

Teper~ postroim, sr. [6, 7], rexaØ sistemy (3), podmnoßestvo A ⊂ {1, . . . , N } vseh indeksov u, takih qto (3) ne imeet rexeniæ

v A^{n+1} (k(ε1)).

VYQISLENIE STEPENE` 21

Po Lemme 1, Lemme 2 i Lemme 3 my imeem #A = deg V_s, mnoßestvo V_s ∩ Z(L_{s,s+1}, . . . , L_{s,n}) = {x_u : u ∈ A}, i differencialy proekcii p, sm. Lemmu 2, v toqkah x_u, u ∈ A ØvlØ¸tsØ izomorfizmami.

Takim obrazom, stepen~ deg V_s, i mnoßestvo gladkih toqek {x_u : u ∈ A} ⊂ V_s mogut byt~ vyqisleny dlØ vsØkogo s. VsØkaØ toqka x_u, u ∈ A, ne prinadleßit W^{′′}. Sledovatel~no, toqki x_u, u ∈ A ØvlØ¸tsØ gladkimi toqkami mnogoobraziØ V . Teorema 1 dokazana.

Qtoby dokazat~ Teoremu 4, dostatoqno postroit~ kasatel~- nye prostranstva mnogoobraziØ V_s v toqkah mnoßestva {x_u : u ∈ A}. Lemma 4. Pust~ ϕ = (ϕ1, . . . , ϕr) : V^′ −→ k^r , r ¿ 0, – morfizm

algebraiqeskih mnogoobraziæ, kotoryæ zadan racional~nymi funkciØmi ϕ_1, . . . , ϕ_r ∈ k(V^′), pust~ toqka y ∈ V^′ ØvlØetsØ gladkoæ, racional~nye funkcii ϕ_1, . . . , ϕ_r opredeleny v toqke y, i differencial d_yϕ : T_{y,V} ′ −→ T_{ϕ(y),k}r morfizma ϕ v toqke y ØvlØetsØ izomorfizmom kasatel~nyh prostranstv T_{y,V} ′ mnogoobraziØ V^′ v toqke y i T_{ϕ(y),k}r mnogoobraziØ k^r v toqke ϕ(y). Oboznaqim

C_j = {(z_1, . . . , z_r) ∈ k^r : z_m − ϕ_m(y) = 0, 1 6 m 6 r, m ≠ j}

dlØ vsØkogo 1 6 j 6 r. Togda D_j = ϕ^{−1}(C_j) = {x ∈ V^′ : ϕ_m(x) − ϕ_m(y) = 0, 0 6 m 6 r, m ≠ j} ØvlØetsØ krivoæ v nekotoroæ okrestnosti y, toqka y ØvlØetsØ gladkoæ na D_j . Tak qto kasatel~noe prostranstvo T_{y,Dj} mnogoobraziØ D_j v toqke y ØvlØetsØ podmnoßestvom T_{y,Dj} ⊂ T_{y,V} ′ . Nakonec, my imeem ∑ 16j6r^Ty,Dj^{= T}y,V^′ . Dokazatel~stvo. V sluqae, esli zamenit~ k na C utverßdenie

lemmy sleduet neposredstvenno iz teoremy o neØvnoæ funkcii. Teper~ dostatoqno ispol~zovat~ princip perenosa dlØ polØ, snabßennogo vewestvennoæ strukturoæ, sr. [6], sm. [5]. Lemma dokazana.

Teper~ poloßim V^′ = p^{−1}(P^{n−s}(k) \ Z(L_{s,0})) ⊂ W^′, gde p – proekciØ iz Lemmy 2, i y = x_u dlØ nekotorogoogo u ∈ A. Tak qto

P^{n−s}(k) \ Z(Ls,0) ≃ k^{n−s}. Poloßim ϕ = p|V ′ . Primenim Lemmu 4.

22 A. L. QISTOV

My imeem D_j = Z(h_1, . . . , h_s) ∩ Z(L_{s,m} − (L_{s,m}/L_{s,0})(x_u)L_{s,0}, s + 1 6 m 6 n, m ≠ s + j)

dlØ 1 6 j 6 n − s v nekotoroæ okrestnosti x_u.

Takim obrazom, postroim obwie toqki krivyh D_j (bolee toqno neprivodimyh komponent mnogoobraziæ D_j v okrestnostØh toqki x_u) i razloßeniØ N~¸tona–P¸ize koordinatnyh funkciæ obwih toqek D_j otnositel~no uniformizu¸wih fflementov v nekotoroæ okrestnosti toqki x_u, sr. [6] razdel 3, xagi (11), (12), (13) a takße [7], razdel 1, xag (16). Teper~ legko postroit~ kasatel~noe prostranstvo T_{xu,Dj} mnogoobraziØ D_j v toqke x_u. Sledovatel~no, po Lemme 4 vse kasatel~nye prostranstva T_{xu,Vs} , u ∈ A, mogut byt~ postroeny za trebuemoe vremØ. Teorema 4 dokazana.

Zameqanie 4 Faktiqeski moßno uvidet~, qto algoritm iz [3]

(ili ego neznaqitel~naØ modifikaciØ) daet sistemu lokal~nyh parametrov D_j v okrestnosti gladkoæ toqki x_u. Pofftomu neobØzatel~no daße rassmatrivat~ razloßeniØ N~¸tona–P¸ize.

3. Razmernost~ komponent, soderßawih toqku, i dominantnost~ morfizma algebraiqeskih mnogoobraziæ

Teper~ my sobiraemsØ dokazat~ Teoremu 2. �ta teorema sleduet nemedlenno iz sledu¸weæ lemmy.

Lemma 5. Pust~ x ∈ V , sm. Vvedenie. Togda moßno vyØsnit~

verno li, qto x ∈ V_s za vremØ polinomial~noe ot d^n, d_1, d_2, M , M_1, m i dliny zapisi toqki x.

Dokazatel~stvo. Postroim mnoßestvo {xu : u ∈ A} gladkih to-

qek mnogoobraziØ V i lineænye formy L_{s,s+1}, . . . , L_{s,n}, takie qto {x_u : u ∈ A} = V_s ∩ Z(L_{s,s+1}, . . . , L_{s,n}), sm. Razdel 2. Postroim lineæno nezavisimye lineænye formy L_i, s + 1 6 i 6 n, obrawa¸wiesØ v nul~ v toqke x i, takie qto L_i, s + 2 6 i 6 n, ØvlØ¸tsØ lineænymi formami otnositel~no L_{s,s+1}, . . . , L_{s,n}. Oboznaqim L = Z(L_{s+2}, . . . , L_n). Pereseqenie L ∩ V_s ØvlØetsØ krivoæ. Oboznaqim ee qerez C_s. VsØkaØ neprivodimaØ komponenta C_s ØvlØetsØ neprivodimoæ

VYQISLENIE STEPENE` 23

komponentoæ mnogoobraziØ rexeniæ sistemy

h_1 = . . . = h_s = L_{s+2} = . . . = L_n = 0. (4)

Suwestvuet lineænaØ forma L^′ (sovpada¸waØ s odnoæ iz lineænyh form L_{s,s+1}, . . . , L_{s,n}), takaØ qto C_s ∩ Z(L^′) = V_s ∩ Z(L_{s,s+1}, . . . , L_{s,n}). Sledovatel~no, vsØkaØ neprivodimaØ komponenta krivoæ C_s, ØvlØØs~ proektivnym algebraiqeskim mnogoobraziem, imeet nepustoe pereseqenie s Z(L^′) i, sledovatel~no, soderßit nekotoru¸ toqku x_u, u ∈ A. Toqki {x_u : u ∈ A} – gladkie na mnogoobrazii rexeniæ (4) soglasno konstrukcii Razdela 2, i C_s ⊃ {x_u : u ∈ A}. Pofftomu, primenØØ algoritm iz [3], sm. takße [6, 7], postroim za trebuemoe vremØ sistemy uravneniæ, kotorye zada¸t odnomernye komponenty mnogoobraziØ rexeniæ (4). Zatem, podstavlØØ v nih koordinaty toqek iz {x_u : u ∈ A}, vyberem sredi fftih neprivodimyh komponent te, kotorye ØvlØ¸tsØ komponentami C_s. Nakonec, podstavlØØ v sistemy uravneniæ, kotorye zada¸t neprivodimye komponenty C_s koordinaty toqki x, vyØsnim verno li, qto x ∈ C_s, t.e., qto x ∈ V_s. Lemma dokazana. Teorema 2 dokazana.

Sledstvie 1. Pust~ ε > 0 – beskoneqno malaØ veliqina otnosi-

tel~no polØ k. Pri usloviØh Lemmy 3 dlØ vsØkogo 0 6 s 6 n moßno postroit~ semeæstvo toqek x_β ∈ P^n(k(ε)), β ∈ B_s, takih qto • vsØkaØ toqka x_β ØvlØetsØ beskoneqno blizkoæ k x, • vsØkaØ toqka x_β ∈ V_s, i x_β – gladkaØ toqka algebraiqeskogo mnogoobraziØ V , • dlØ vsØkoæ neprivodimoæ komponenty W_1 mnogoobraziØ V_s, soderßaweæ toqku x, suwestvuet β ∈ B_s, takoe qto x_β ∈ W_1.

Dokazatel~stvo. Vyberem s + 1 6 i0 6 n, takoe qto lineænye

formy L_{s,i0}, L_{s+1}, . . . , L_n ØvlØ¸tsØ lineæno nezavisimymi. My budem predpologat~, ne umalØØ obwnosti, i dlØ udobstva oboznaqeniæ, qto i_0 = s + 1. Postroim izolirovannye rexeniØ sistemy

h_1 = . . . = h_s = L_{s+1} − εL_{s,s+1} = L_{s+2} = . . . = L_n = 0. (5)

Vyberem sredi fftih rexeniæ te, kotorye ØvlØ¸tsØ beskoneqno blizkimi k toqke x. My utverßdaem, qto poluqennoe semeæstvo

24 A. L. QISTOV

rexeniæ daet trebuemoe semeæstvo x_β, β ∈ B_s. Deæstvitel~no, po Predloßeni¸ 2 dostatoqno proverit~ tol~ko, qto x_β ØvlØetsØ gladkoæ toqkoæ algebraiqeskogo mnogoobraziØ V . Qtoby ustanovit~ fftot fakt, otmetim, qto vsØkaØ neprivodimaØ komponenta krivoæ C_s soderßit nekotoru¸ gladku¸ toqku x_u, u ∈ A mnogoobraziØ V , i x_u ∈ V_s. Sledovatel~no, krivaØ C_s soderßit tol~ko koneqnoe mnoßestvo osobyh toqek mnogoobraziØ V . Pofftomu toqka x_β ØvlØetsØ gladkoæ toqkoæ V , tak kak ona beskoneqno blizka k x. Sledstvie dokazano.

Teper~ naxa cel~ – dokazat~ Teoremu 5. My moßem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto V – affinnoe algebraiqeskoe mnogoobrazie, kotoroe ØvlØetsØ mnoßestvom nuleæ mnogoqlenov g_0, . . . , g_m ∈ k[X_1, . . . , X_n], racional~nye funkcii q_{s+1}, . . . , q_n ∈ k(X_1, . . . , X_n), stepeni (sootvetstvenno dliny zapisi celyh kofffficientov) mnogoqlenov (teper~ neodnorodnyh) g_0, . . . , g_m, qisliteleæ i znamenateleæ racional~nyh funkciæ q_{s+1}, . . . , q_n ograniqeny sverhu d (sootvetstvenno M ). Snaqala my vyØsniØem verno li, qto V_s ≠ ∅, ispol~zuØ algoritm iz [7]. Esli V_s = ∅, to ne suwestvuet neprivodimyh komponent mnogoobraziØ V_s.

Pust~ V_s ≠ ∅. RasxirØØ pole k pri pomowi beskoneqno maloæ veliqiny ε > 0 (i zamenØØ k na k(ε)), primenØØ Sledstvie 1 i rassmatrivaØ otdel~no kaßdu¸ toqku x_β, β ∈ B_s, my moßem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto x – gladkaØ toqka algebraiqeskogo mnogoobraziØ V , i x ∈ V_s, gde 0 6 s 6 n izvestno. Sledovatel~no, suwestvuet tol~ko odna neprivodimaØ komponenta W_1 algebraiqeskogo mnogoobraziØ V , soderßawaØ toqku x, i W_1 ⊂ V_s.

Pust~ q_i = q^{(1)}_i /q^{(2)}_i , gde q_i = q^{(1)}_i , q^{(2)}_i ∈ k[X_1, . . . , X_n], i GCD(q^{(1)}_i , q^{(2)}_i ) = 1 v kol~ce k[X_1, . . . , X_n] dlØ vsØkogo s +1 6 i 6 n. Vvedem novye peremennye Y_{s+1}, . . . , Y_n, Z_{s+1}, . . . , Z_n. Rassmotrim algebraiqeskoe mnogoobrazie

V^′ = Z(g_0, . . . , g_m, q^{(2)}_i Y_i −1, q^{(2)}_i Z_i −q^{(1)}_i , s+1 6 i 6 n) ⊂ A^{n+2(n−s)}(k).

Oboznaqim qerez

π : A^{n+2(n−s)} (k) → A^n (k), (X_1, . . . , X_n, Y_{s+1}, . . . , Y_n, Z_{s+1}, . . . , Z_n) → (X_1, . . . , X_n)

VYQISLENIE STEPENE` 25

lineænu¸ proekci¸. Pust~ ε_1 > 0 – beskoneqno malaØ veliqina otnositel~no polØ k. Rassmotrim sledu¸wu¸ sistemu algebraiqeskih uravneniæ i neravenstv otnositel~no X_1, . . . , X_n, Y_{s+1}, . . . , Y_n, Z_{s+1}, . . . , Z_n

g_i = 0, 0 6 i 6 m,

q^{(2)}_i Y_i − 1 = 0, s + 1 6 i 6 n,

q^{(2)}_i Z_i − q^{(1)}_i = 0, s + 1 6 i 6 n, ∑ 16i6n^{|X}i^{− X}i^{(x)|2 = ε}1^. (6)

Pokaßem, qto esli semeæstvo Q algebraiqeski nezavisimo nad k v pole k(W_1), to suwestvuet rexenie x^′ ∈ A^{n+2(n−s)} (k(ε_1)) sistemy (6). V samom dele, v fftom sluqae suwestvuet neprivodimaØ komponenta W^′_1 algebraiqeskogo mnogoobraziØ V^′, takaØ qto W^′_1 biracional~no izomorfna W_1, i fftot biracional~nyæ izomorfizm inducirovan proekcieæ π. Sledovatel~no, suwestvuet rexenie x^′ ∈ A^{n+2(n−s)} (k(ε_1)) sistemy (6). Otmetim, qto esli suwestvuet rexenie x^′ ∈ A^{n+2(n−s)} (k(ε_1)) sistemy (6), to x^′ ∈ V^′, q^{(2)}_i (x^′) ≠ 0, i suwestvuet neprivodimaØ komponenta W^′_1 algebraiqeskogo mnogoobraziØ V^′, takaØ qto W^′_1 biracional~no izomorfna W_1. Racional~nye funkcii q_i sovpada¸t s koordinatnymi funkciØmi Z_i na algebraiqeskom mnogoobrazii V^′, s + 1 6 i 6 n.

Takim obrazom, zamenØØ k na k(ε_1), n na n + 2(n − s), algebraiqeskoe mnogoobrazie V na V^′ i toqku x na x^′, my moßem predpolagat~ dopolnitel~no bez ograniqeniØ obwnosti, qto racional~nye funkcii q_i ØvlØ¸tsØ koordinatnymi funkciØmi Z_i, s + 1 6 i 6 n. Nakonec, osuwestvlØØ lineænoe preobrazovanie prostranstva A^n , my moßem predpolagat~, ne umalØØ obwnosti, qto q_i ØvlØ¸tsØ koordinatnymi funkciØmi X_i, s + 1 6 i 6 n, x = (0, . . . , 0) ∈ A^n (k) – gladkaØ toqka algebraiqeskogo mnogoobraziØ V , i x ∈ V_s, gde 0 6 s 6 n izvestno.

Pust~ ε_i > 0 – beskoneqno malaØ veliqina otnositel~no polØ k(ε_2, . . . , ε_{i−1}), 2 6 i 6 4. Pust~ ξ = (ξ_1, . . . , ξ_n) ∈ V_s. Pust~ s 6 r 6 n − 1. Pust~ Lr+1, . . . , Ln ∈ Z[X0, . . . , Xn] – lineæ- nye formy s celymi kofffficientami. Rassmotrim sledu¸wu¸ sistemu algebraiqeskih uravneniæ i neravenstv otnositel~no

26 A. L. QISTOV X_1, . . . , X_n, Y_1, . . . , Y_n. g_i = 0, 0 6 i 6 m, g_i(Y_1, . . . , Y_n) = 0, 0 6 i 6 m, ∑ 16i6n^{|Xi − ξi|2 = ε2,} ∑ 16i6n^{|Xi − Yi|2 = ε2}4^, X_i − Y_i = 0, s + 1 6 i 6 r, |X_{r+1} − Y_{r+1}|^2 > ε^2_4ε_3.

(7)

V dal~neæxem my budem otoßdestvlØt~ dlØ udobstva oboznaqeniæ kasatel~noe prostranstvo Z( ∑ 16i6n^{aγ,idXi, γ ∈ Γ)} (gde a_{γ,i} prinadleßit pol¸ kofffficientov) v toqke proizvol~nogo affinnogo algebraiqeskogo mnogoobraziØ s podprostranstvom Z( ∑ 16i6n^aγ,i^Xi^{, γ ∈ Γ) ⊂} A^n , priqem A^n imeet koordinatnye funkcii X_1, . . . , X_n.

Lemma 6. Pust~ ξ ∈ Vs – gladkaØ toqka mnogoobraziØ V . Pust~ W1

– edinstvennaØ neprivodimaØ komponenta algebraiqeskogo mnogoobraziØ V , takaØ qto ξ ∈ W_1. Pust~ s 6 r 6 n − 1. Pust~ pereseqenie kasatel~nogo prostranstva v toqke ξ algebraiqeskogo mnogoobraziØ W_1 T_{ξ,W1} ∩ Z(X_{s+1}, . . . , X_r, L_{r+1}, . . . , L_n) = {0} (8) (i sledovatel~no, lineænye formy X_{s+1}, . . . , X_r, L_{r+1}, . . . , L_n ØvlØ- ¸tsØ algebraiqeski nezavisimymi v pole racional~nyh funkciæ k(W_1) neprivodimoæ komponenty W_1). Togda sistema (7) imeet rexenie v prostranstve A^{2n} (k(ε_2, ε_3, ε_4)) v tom i tol~ko v tom sluqae, esli koordinatnye funkcii X_{s+1}, . . . , X_r, X_{r+1} algebraiqeski nezavisimy nad k v pole racional~nyh funkciæ k(W_1) algebraiqeskogo mnogoobraziØ W_1.

Dokazatel~stvo. Pust~ sistema (7) imeet rexenie

(x^′_1, . . . , x^′_n, y^′_1, . . . , y^′_n) ∈ A^{2n} (k(ε_2, ε_3, ε_4)). (9)

Poloßim x^′ = (x^′_1, . . . , x^′_n) i y^′ = (y^′_1, . . . , y^′_n). Togda soglasno (8) i, poskol~ku x^′ beskoneqno blizka k ξ, spravedlivo ravenstvo (8), esli zamenit~ ξ na x^′. Sledovatel~no, koordinatnye funkcii X_j ,

1 6 j 6 n, na kasatel~nom prostranstve Tx′,W_1 algebraiqeskogo

VYQISLENIE STEPENE` 27

mnogoobraziØ W_1 v toqke x^′ udovletvorØ¸t ravenstvam

X_j = ∑ s+16i6r^{αj,iXi +} ∑ r+16u6n^{βj,uLu, 1} 6 j 6 n, dlØ nekotoryh fflementov α_{j,i} ∈ k(ε_2, ε_3, ε_4), s+1 6 i 6 r, 1 6 j 6 n, i β_{j,u} ∈ k(ε_2, ε_3, ε_4), r + 1 6 u 6 n, 1 6 j 6 n.

My moßem primenit~ teoremu o neØvnoæ funkcii v toqke x^′, kogda vse koordinatnye funkcii na W_1 rassmatriva¸tsØ kak formal~nye stepennye rØdy s kofffficientami v k(ε_2, ε_3, ε_4) otnositel~no lineænyh mnogoqlenov X_{s+1} − X_{s+1}(x^′), . . . , X_r − X_r (x^′), L_{r+1} − L_{r+1}(x^′), . . . , L_n − L_n(x^′). Soglasno (8) i, poskol~- ku toqka x^′ beskoneqno blizka k ξ, vse kofffficienty fftih formal~nyh stepennyh rØdov ne ØvlØ¸tsØ beskoneqno bol~ximi otnositel~no polØ k. Soglasno (7) x^′_i = y^′_i dlØ s + 1 6 i 6 r i |x^′_{r+1} − y^′_{r+1}|^2 > ε^2_4ε_3. Sledovatel~no, teorema o neØvnoæ funkcii vleqet, qto suwestvuet r+1 6 i_0 6 n, takoe qto β_{r+1,i0} ≠ 0. My budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti dlØ udobstva oboznaqeniæ, qto i_0 = r + 1. Sledovatel~no, koordinatnye funkcii X_j , 1 6 j 6 n, na kasatel~nom prostranstve T_x′_{,W1} algebraiqeskogo mnogoobraziØ W_1 v toqke x^′ udovletvorØ¸t ravenstvam

X_j = ∑ s+16i6r+1^α ′ j,iX_i + ∑ r+26i6n^β ′ j,iL_i, 1 6 j 6 n, dlØ nekotoryh fflementov α^′_{j,i} ∈ k(ε_2, ε_3, ε_4), s + 1 6 i 6 r + 1, 1 6

j 6 n, i β^′_{j,i} ∈ k(ε2, ε3, ε4), r + 2 6 i 6 n, 1 6 j 6 n. Sledovatel~no, T_x′_{,W1} ∩ Z(X_{s+1}, . . . , X_{r+1}, L_{r+2}, . . . , L_n) = {0}. (10) Takim obrazom, po teoreme o neØvnoæ funkcii koordinatnye funkcii X_{s+1}, . . . , X_r, X_{r+1} algebraiqeski nezavisimy v pole racional~nyh funkciæ k(W_1) algebraiqeskogo mnogoobraziØ W_1.

Obratno, pust~ koordinatnye funkcii X_{s+1}, . . . , X_r, X_{r+1} algebraiqeski nezavisimy v pole racional~nyh funkciæ k(W_1) algebraiqeskogo mnogoobraziØ W_1. Togda suwestvuet r +1 6 i_0 6 n, takoe qto lineænye formy X_{s+1}, . . . , X_r, X_{r+1}, L_{r+1}, . . . , L_{i0−1}, L_{i0+1}, . . . , L_n algebraiqeski nezavisimy v pole k(W_1). My budem predpolagat~, ne umalØØ obwnosti, dlØ udobstva oboznaqeniæ, qto i_0 = r + 1.

28 A. L. QISTOV

Mnoßestvo toqek x^′ ∈ W_1(k(ε_2)), takih qto spravedlivo (10), soderßit nepustoe otkrytoe v topologii Zarisskogo podmnoßestvo v W_1(k(ε_2)). Sledovatel~no, sr. dokazatel~stvo Lemmy 8 niße i Lemmy 9 iz [7], suwestvuet gladkaØ toqka x^′ = (x^′_1, . . . , x^′_n) ∈ W_1(k(ε_2)), takaØ qto vypolneno (10), i ∑ 16i6n^{|x′}i^{− ξ}i^{|2 = ε}2.

My moßem primenit~ teoremu o neØvnoæ funkcii v toqke x^′, kogda vse koordinatnye funkcii na W_1 rassmatriva¸tsØ kak formal~nye stepennye rØdy s kofffficientami v k(ε_2) otnositel~no lineænyh mnogoqlenov X_{s+1} − X_{s+1}(x^′), . . . , X_r − X_r (x^′), L_{r+1}−L_{r+1}(x^′), . . . , L_n−L_n(x^′). Sledovatel~no, sr. dokazatel~stvo Lemmy 8 niße i Lemmy 9 iz [7], sistema (7) s dopolnitel~nymi uravneniØmi

L_i(X_1 − Y_1, . . . , X_n − Y_n) = 0, r + 2 6 i 6 n,

imeet rexenie (9). Lemma dokazana.

Sledstvie 2. Pri usloviØh Lemmy 6, esli sistema (7) imeet re-

xenie, to moßno postroit~ rexenie (9) fftoæ sistemy i vyqislit~ i_0 za polinomial~noe vremØ ot d^n i dliny zapisi vhodnyh dannyh. Tak qto my budem predpolagat~, kak i preßde, bez ograniqeniØ obwnosti, qto i_0 = r + 1. Togda spravedlivo ravenstvo (10).

Dokazatel~stvo. Dostatoqno proverit~, qto moßno vyqislit~

i_0. PrimenØØ Lemmu 4 k toqke x^′ i morfizmu ϕ, zadannomu lineænymi formami X_1, . . . , X_r, L_{r+1}, . . . , L_n, postroim kasatel~noe prostranstvo T_x′_{,W1} , i zatem i_0 moßet byt~ vyqisleno nemedlenno. Sledstvie dokazano.

Teper~ my moßem opisat~ algoritm, kotoryæ trebuetsØ postroit~ v teoreme Teoreme 5. Oboznaqim qerez W_1 edinstvennu¸ neprivodimu¸ komponentu mnogoobraziØ V_s, taku¸ qto x ∈ W_1. Poloßim z_s = x = (0, . . . , 0). PrimenØØ Lemmu 4, postroim kasatel~noe prostranstvo T_{zs,W1} . Zatem postroim lineænye formy D^{(s)}_i , s + 1 6 i 6 n, s dlinami zapiseæ celyh kofffficientov O(n log d), takie qto T_{zs,W1} ∩ Z(D^{(s)}_{s+1}, . . . , D^{(s)}_n ) = {0}. Poloßim a^{(s)}_i = 0, s + 1 6 i 6 n.

VYQISLENIE STEPENE` 29

Pust~ s 6 r 6 n−1, i my uße postroili rekursivno toqku z_r ∈ W_1, kotoraØ ØvlØetsØ gladkoæ toqkoæ mnogoobraziØ V , lineænye formy D^{(r)}_i , s+1 6 i 6 n, s dlinami zapiseæ celyh kofffficientov O(n log d) i celye qisla a^{(r)}_i , s + 1 6 i 6 n, s dlinami zapisi O(n log d), takie qto D^{(r)}_i = X_i dlØ vseh s + 1 6 i 6 r, toqka z_r ØvlØetsØ izolirovannoæ v algebraiqeskom mnogoobrazii

Z(g_0, . . . , g_m, D^{(r)}_{s+1} − a^{(r)}_{s+1}, . . . , D^{(r)}_n − a^{(r)}_n ) ⊂ A^n (k), i pereseqenie T_{zr ,W1} ∩ Z(D^{(r)}_{s+1}, . . . , D^{(r)}_n ) = {0}. Baza rekursii est~ r = s. My budem ssylat~sØ na fftu rekursi¸ kak na pervu¸. Teper~ my opixem sledu¸wiæ xag fftoæ rekursii, t.e. naxa cel~ – postroit~ toqku z_{r+1}, lineænye formy D^{(r+1)}_i i celye qisla a^{(r+1)}_i , s + 1 6 i 6 n.

Ispol~zuØ Lemmu 6 dlØ ξ = z_r , my vyØsnim verno li, qto X_{s+1}, . . . , X_{r+1} algebraiqeski nezavisimy v pole racional~nyh funkciæ k(W_1) algebraiqeskogo mnogoobraziØ W_1.

V sluqae, kogda X_{s+1}, . . . , X_{r+1} algebraiqeski zavisimy nad polem k v pole racional~nyh funkciØh k(W_1), koordinatnye funkcii X_{s+1}, . . . , X_n takße algebraiqeski zavisimy v fftom pole, i opisyvaemyæ algoritm zakanqivaet svo¸ rabota.

V sluqae, kogda X_{s+1}, . . . , X_{r+1} ØvlØ¸tsØ algebraiqeski nezavisimymi, my primenØem Sledstvie 2, stroim toqku (x^′, y^′) (ona zavisit ot r), kotoraØ ØvlØetsØ rexeniem (9) sistemy (7) s ξ = z_r , i vyqislØem i_0. Opredelim semeæstvo D^{(r+1)}_i , r +2 6 i 6 n, ravnym semeæstvu D^{(r)}_i , r + 1 6 i 6 n, i ≠ i_0. My budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto i_0 = r + 1. Zatem poloßim D^{(r+1)} i = D^{(r)}_i , r + 2 6 i 6 n, i D^{(r+1)}_i = X_i dlØ vseh s + 1 6 i 6 r + 1. Pokaßem, kak postroit~ trebuemye celye qisla a^{(r+1)}_i , s + 1 6

i 6 n i toqku zr+1. Poloßim bi = D^{(r+1)}_i (x^′), s + 1 6 i 6 n. Po-

loßim z^′_s = x^′. Predpoloßim, qto s 6 j 6 n − 1, i qto my uße postroili rekursivno celoe qislo a^{(r+1)}_i , s + 1 6 i 6 j s dlinoæ zapisi O(n log d), i z^′_j ∈ W_1, kotoraØ ØvlØetsØ gladkoæ toqkoæ mnogoobraziØ V i, takoæ qto

z^′_j ∈ V^{(j)} = Z(g_0, . . . , g_m, D^{(r+1)}_{s+1} − a^{(r+1)}_{s+1} , . . . , D^{(r+1)}_j − a^{(r+1)}_j ,

D^{(r+1)} j+1 − b_{j+1}, . . . , D^{(r+1)}_n − b_n) ⊂ A^n (k),

30 A. L. QISTOV

i pereseqenie

T_z′_{j ,W1} ∩ Z(D^{(r+1)}_{s+1} , . . . , D^{(r+1)}_n ) = {0}. (11)

Otmetim, qto (11) vleqet, qto z^′_j – izolirovannaØ toqka algebraiqeskogo mnogoobraziØ V^{(j)}.

Baza rekursii est~ j = s. My budem ssylat~sØ na fftu rekursi¸ kak na vtoru¸. Teper~ my opixem sledu¸wiæ xag fftoæ rekursii, t.e. naxa cel~ – postroit~ toqku z^′_{j+1} i celoe qislo a^{(r+1)} j+1 .

Poskol~ku z^′_j – gladkaØ toqka mnogoobraziØ V , algebraiqeskoe mnogoobrazie

Z(g_0, . . . , g_m, D^{(r+1)}_{s+1} − a^{(r+1)}_{s+1} , . . . , D^{(r+1)}_j − a^{(r+1)}_j ,

D^{(r+1)} j+2 − b_{j+2}, . . . , D^{(r+1)}_n − b_n) ⊂ A^n (k)

soderßit edinstvennu¸ neprivodimu¸ komponentu C^′_j, taku¸ qto toqka z^′_j ∈ C^′_j. Komponenta C^′_j ØvlØetsØ krivoæ, i stepen~ deg C^′_j ograniqena sverhu mnogoqlenom ot d^s po neravenstvu Bezu. Postroim obwu¸ toqku C^′_j i sistemu polinomial~nyh uravneniæ, zada¸wu¸ krivu¸ C^′_j, ispol~zuØ algoritm iz [3]. Suwestvuet, sm. napr. [9], semeæstvo ψ_1, . . . , ψ_s lokal~nyh parametrov algebraiqeskogo mnogoobraziØ W_1 v toqke z^′_j so stepenØmi polinomial~nymi ot d^s. Sledovatel~no, po (11) krivaØ C^′_j soderßit tol~ko polinomial~noe ot d^n qislo toqek z^{′′} mnogoobraziØ V , takih qto ne vypolneno ravenstvo

T_z′′_{,V} ∩ Z(D^{(r+1)}_{s+1} , . . . , D^{(r+1)}_n ) = {0}. (12)

V qastnosti krivaØ C^′_j soderßit tol~ko polinomial~noe ot d^n qislo osobyh toqek V . DlØ zadannoæ toqki z^{′′} ∈ C^′_j moßno vyqislit~, primenØØ algoritm Teoremy 3 iz Razdela 4 i Razdela 6, vse kratnosti μ(z^{′′}, V_i), 0 6 i 6 n, za polinomial~noe vremØ ot d^n i dliny zapisi vhodnyh dannyh, vkl¸qaØ dlinu zapisi toqki z^{′′} (algoritm iz Razdela 4 i Razdela 6 ne ispol~zuet opisyvaemyæ algoritm). Teper~ z^{′′} – gladkaØ toqka mnogoobraziØ V togda i tol~ko togda, kogda μ(z^{′′}, V_s) = 1 i μ(z^{′′}, V_u) = 0 dlØ vseh u ≠ s.

Algoritm iz Razdela 4 i Razdela 6 takße pozvolØet postroit~ dlØ z^{′′} ∈ W_1, kotoraØ ØvlØetsØ gladkoæ toqkoæ V , semeæstvo

VYQISLENIE STEPENE` 31

lineænyh form ϕ_{s+1}, . . . , ϕ_n ot X_1, . . . , X_n s dlinami zapiseæ celyh kofffficientov O(n log d), takih qto T_z′′_{,W1} ∩ Z(ϕ_{s+1}, . . . , ϕ_n) = {0} (kasatel~noe prostranstvo gladkoæ toqki sovpadaet s kasatel~- nym konusom v fftoæ toqke). Sledovatel~no, my moßem primenit~ Lemmu 4 i postroit~ kasatel~noe prostranstvo T_z′′_{,W1} . Takim obrazom, moßno vyØsnit~ dlØ zadannoæ toqki z^{′′} ∈ C^′_j verno li, qto vypolnØetsØ (12) za polinomial~noe vremØ ot d^n i dliny zapisi vhodnyh dannyh, vkl¸qaØ dlinu zapisi toqki z^{′′}.

Teper~ budem perebirat~ celye qisla a = 0, 1, . . .. Postroim, sr. [7] xag (16), pereseqenie

B_j = C^′_j ∩ Z(D^{(r+1)}_{j+1} − a) ⊂ A^n (k).

Esli B_j beskoneqno, to my perehodim k sledu¸wemu znaqeni¸ a. Esli B_j koneqno, to budem perebirat~ toqki z^{′′} ∈ B_j . DlØ rassmatrivaemoæ toqki z^{′′} vyØsnim, vypolnØetsØ li (12). Esli ravenstvo (12) ne vypolnØetsØ, to my perehodim k sledu¸wemu fflementu z^{′′} ∈ B_j . Esli vse fflementy iz B_j perebrany, to my perehodim k sledu¸wemu znaqeni¸ a. Esli ravenstvo (12) vypolnØetsØ, to poloßim a^{(r+1)}_{j+1} = a i z^′_{j+1} = z^{′′}.

Takim obrazom, soglasno predyduwim rassmotreniØm my postroim trebuemu¸ z^′_{j+1} i celoe qislo a^{(r+1)}_{j+1} s dlinoæ zapisi O(n log d).

Esli j < n − 1, to zamenim j na j + 1 i pereædem k sledu¸wemu xagu vtoroæ rekursii. Esli j = n − 1, to poloßim z_{r+1} = z^′_{j+1} i, esli r < n − 1, zamenim r na r + 1 i pereædem k sledu¸wemu xagu pervoæ rekursii. Esli j = n − 1 i r = n − 1, algoritm zaverxaet svo¸ rabotu.

Takim obrazom, my vyØsnim v koneqnom sqete verno li, qto semeæstvo X_{s+1}, . . . , X_n algebraiqeski nezavisimo v pole k(W_1). Ocenka dlØ vremeni raboty opisannogo algoritma sleduet nemedlenno iz ocenok dlØ vremeni raboty primenennyh algoritmov. Teorema 5 dokazana.

4. Vyqislenie kratnosti toqki

Cel~ fftogo i sledu¸wih razdelov dokazat~ Teoremu 3. Rassmotrim algebraiqeskoe mnogoobrazie V , takoe kak vo Vvedenii

32 A. L. QISTOV

i toqku x. Oboznaqim qerez con(x, V ) kasatel~nyæ konus mnogoobraziØ V v toqke x. Esli x ne ØvlØetsØ izolirovannoæ toqkoæ V , to con(x, V ) sostoit po opredeleni¸ iz vseh prØmyh, soderßawih toqku x, kotorye ØvlØ¸tsØ predelami sekuwih mnogoobraziØ V , soderßawih x, kogda drugaØ toqka pereseqeniØ sekuweæ s V stremitsØ k x (vyroßdennyæ sluqaæ, kogda prØmaØ l ØvlØetsØ, takoæ qto x ∈ l ⊂ V ne iskl¸qaetsØ: v fftom sluqae prØmaØ l ⊂ con(x, V )). Strogo govorØ, ffto opredelenie spravedlivo dlØ sluqaØ, kogda osnovnoe pole – C . Drugoe opredelenie con(x, V ) spravedlivo dlØ proizvol~nyh poleæ (i v sluqae, kogda x – proizvol~naØ neobØzatel~no izolirovannaØ toqka V ili daße, kogda x ∉ V ). Konus opredelØetsØ kak mnogoobrazie nuleæ ideala, poroßdennogo formami naimen~xeæ stepeni fflementov ideala ishodnogo mnogoobraziØ v sluqae, kogda ono affinnoe, i toqka x imeet nulevye koordinaty, sm. qut~ niße. Faktiqeski, esli ispol~zovat~ vtoroe opredelenie, to vo mnogih sluqaØh moßno pridat~ smysl pervomu.

My moßem osuwestvit~ lineænyæ avtomorfizm prostranstva

P^n(k) i budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti (moßet

byt~, zamenØØ osnovnoe pole k), qto x = (1 : 0 : . . . : 0). My budem ispol~zovat~ sledu¸wee opredelenie kasatel~nogo konusa con(x, V ). Otoßdestvim A^n (k) = P^n(k) \ Z(X_0). Pust~ X_1, . . . , X_n – koordinatnye funkcii v A^n (k), sootvetstvu¸wie X_1/X_0, . . . , X_n/X_0 v P^n(k). Oboznaqim U = V \ Z(X_0) ⊂ A^n (k). Pust~ I(U ) ⊂ k[X_1, . . . , X_n] – ideal affinnogo algebraiqeskogo mnogoobraziØ U . VsØkiæ nenulevoæ fflement F ∈ k[X_1, . . . , X_n] predstavlØetsØ kak summa F = F_r + F_{r+1} + . . . + F_m odnorodnyh otnositel~no X_1, . . . , X_n mnogoqlenov F_j, takih qto deg F_j = j, i F_r ≠ 0. Takim obrazom dlØ vsØkogo nenulevogo fflementa F ∈ k[X_1, . . . , X_n] opredelena forma naimen~xeæ stepeni F_r ≠ 0. Opredelim takße formu naimen~xeæ stepeni nulevogo mnogoqlena ravnoæ nul¸. Oboznaqim qerez I^′(U ) (sootvetstvenno I^′(V )) ideal kol~ca k[X_1, . . . , X_n] (sootvetstvenno k[X_0, . . . , X_n]), poroßdennyæ formami naimen~xeæ stepeni fflementov I(U ). Togda con(x, U ) (sootvetstvenno con(x, V )) est~ mnoßestvo nuleæ ideala I^′(U ) v A^n (k) (sootvetstvenno I^′(V ) v P^n(k)). Drugie opredeleniØ kasatel~nogo konusa, dokazatel~stvo ffkvivalentnosti opredeleniØ kasatel~nogo konusa s sekuwimi i togo, kotorym my pol~- zuemsØ, sm. v [11, 17] i Lemme 7 niße.

VYQISLENIE STEPENE` 33

Teper~ pust~ x = (0, . . . , 0) = (1 : 0 : . . . : 0), i Z – novaØ peremennaØ. Vvedem mnogoobrazie sekuwih sec(x, U ) ⊂ (A^n ×

A^1 )(k) mnogoobraziØ U sledu¸wim obrazom. Pust~ I1 – ide-

al k[X_1 . . . , X_n, Z], poroßdennyæ vsemi mnogoqlenami p(ZX_1, . . . , ZX_n) dlØ vseh p ∈ I(U ). Togda sec(x, U ) ØvlØetsØ ob¨edineniem vseh komponent U_1 mnogoobraziØ nuleæ ideala I_1 v (A^n × A^1 )(k), takih qto U_1 ⊄ Z(Z).

Lemma 7. Spravedlivo ravenstvo con(x, U ) = sec(x, U ) ∩ Z(Z).

Esli x ∈ U , to razmernost~ v toqke dim_x U = dimcon(x, U ).

Dokazatel~stvo. Esli x ØvlØetsØ izolirovannoæ toqkoæ U ili

x ∉ U , to dokazatel~stvo – neposredstvennoe. Tak qto my budem predpolagat~, qto x ne ØvlØetsØ izolirovannoæ toqkoæ U . My imeem izomorfizm algebraiqeskih mnogoobraziæ

U × (A^1 \ {0}) ≃ sec(x, U ) \ Z(Z), ((X_1, . . . , X_n), Z) → ((X_1/Z, . . . , X_n/Z), Z), (13)

kotoryæ induciruet izomorfizm kolec regulØrnyh funkciæ k[X_1, . . . , X_n]/I(U ) ⊗_k k[Z, Z^{−1}] ≃ ≃ k[Z, Z^{−1}] ⊗_{k[Z]} k[X_1, . . . , X_n, Z]/I_1. Pust~ mnogoqlen F obrawaetsØ v nul~ toßdestvenno na con(x, U ). Togda F^a – forma naimen~xeæ stepeni nekotorogo mnogoqlena F_1 ∈ I(U ) dlØ nekotorogo celogo qisla a ¿ 1. Sledovatel~no, F^a = F_1(ZX_1, . . . , ZX_n)/Z^{a deg F} + ZF_2 dlØ nekotorogo mnogoqlena F_2. Pofftomu F obrawaetsØ v nul~ toßdestvenno na sec(x, U ) ∩ Z(Z). Obratno, pust~ mnogoqlen F ∈ k[X_1, . . . , X_n, Z]. Pokaßem, qto F moßet byt~ edinstvennym obrazom predstavlen v vide F = ∑ i∈J Z^iF_i(ZX_1, . . . , ZX_n), (14) gde F_i ∈ k[X_1, . . . , X_n], Z^iF_i(ZX_1, . . . , ZX_n) ∈ k[X_1, . . . , X_n, Z], i J ⊂ Z– koneqnoe mnoßestvo. Dostatoqno proverit~, (14) dlØ

monomov, i fftot sluqaæ dokazyvaetsØ neposredstvenno. Zametim, qto (14) induciruet graduirovku na algebre k[X_1, . . . , X_n, Z], taku¸ qto Z^iF_i(ZX_1, . . . , ZX_n) ØvlØetsØ graduirovannoæ komponentoæ F stepeni i. Poskol~ku I_1 imeet sistemu odnorodnyh obrazu¸wih stepeni 0 otnositel~no fftoæ graduirovki, to ideal I_1

34 A. L. QISTOV

ØvlØetsØ graduirovannym idealom otnositel~no rassmatrivaemoæ graduirovki. Esli F obrawaetsØ v nul~ toßdestvenno na sec(x, U ), to Z^bF ∈ I_1 dlØ nekotorogo celogo qisla b ¿ 1. Tak kak odnorodnye komponenty fflementa graduirovannogo ideala prinadleßat fftomu idealu, to Z^{b+i}F_i(ZX_1, . . . , ZX_n) ∈ I_1. Poskol~- ku Z ne obrawaetsØ v nul~ toßdestvenno na vsØkoæ komponente sec(x, U ), to mnogoqleny F_i(ZX_1, . . . , ZX_n) obrawa¸tsØ v nul~ toßdestvenno na sec(x, U ) dlØ vseh i ∈ J. Sledovatel~no, F_i ∈ I(U ), i ∈ J, tak kak my imeem s¸r¨ektivnu¸ proekci¸ sec(x, U ) \ Z(Z) → U \ {x}, (X_1, . . . , X_n, Z) → (ZX_1, . . . , ZX_n), i U \ {x} ØvlØetsØ plotnym podmnoßestvom U v topologii Zarisskogo, v silu togo, qto x – ne izolirovannaØ toqka U . Poloßim J_1 = {i ∈ J : Z^iF_i(ZX_1, . . . , ZX_n)|_{Z=0} ≠ 0}. Togda ∑ i∈J1 Z iF_i(ZX_1, . . . , ZX_n)|_{Z=0} prinadleßit idealu, poroßdennomu formami naimen~xeæ stepeni ideala I(U ). Teper~ predpoloßim, qto mnogoqlen G obrawaetsØ v nul~ toßdestvenno na sec(x, U ) ∩ Z(Z). Togda suwestvuet mnogoqlen G_1 i celoe qislo

a ¿ 1, takie qto F = G^a + ZG1 obrawaetsØ v nul~ toßdestvenno

na sec(x, U ). Sledovatel~no, G^a = ∑ i∈I1 Z iF_i(ZX_1, . . . , ZX_n)|_{Z=0} obrawaetsØ v nul~ toßdestvenno na con(x, U ). Pofftomu G takße obrawaetsØ v nul~ toßdestvenno na con(x, U ). Pervoe utverßdenie lemmy dokazano.

Zametim, qto (13) vleqet, qto dimsec(x, U ) = 1+dim U . Soglasno (13) dlØ vsØkih algebraiqeskih mnogoobraziæ U_1 i U_2 spravedlivo ravenstvo sec(x, U_1 ∪ U_2) = sec(x, U_1) ∪ sec(x, U_2). Sledovatel~no, dlØ togo, qtoby dokazat~ poslednee utverßdenie, my moßem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto U neprivodimo, i x ∈ U . Togda (13) vleqet, qto (x, 0) ∈ sec(x, U ). Takim obrazom, sec(x, U ) imeet nepustoe pereseqenie s Z(Z). Sledovatel~no, dimcon(x, U ) = dim_x U . Lemma dokazana.

Faktiqeski ffkvivalentnost~ opredeleniØ kasatel~nogo konusa s sekuwimi i vtorogo s idealom form naimen~xeæ stepeni sleduet iz dokazannoæ lemmy.

Rassmotrim podrobno sluqaæ, kogda V – krivaØ. Nam potrebuetsØ sledu¸wee opredelenie. Pust~ dany algebraiqeskaØ krivaØ

V ⊂ P^n(k), i ee vetv~ V^∗ v toqke x = (1 : 0 : . . . : 0) s uniformizu-

¸wim fflementom τ , t.e. my imeem predstavleniØ koordinatnyh

VYQISLENIE STEPENE` 35

funkciæ mnogoobraziØ V kak formal~nyh stepennyh rØdov

(X_i/X_0)|_V = γ_{i,m}τ^m + ∑ m<j∈Z γ_{i,j} τ^j, 1 6 i 6 n, gde γ_{i,j} ∈ k dlØ vseh 1 6 i 6 n, 0 < m ∈ Z, i (γ_{1,m}, . . . , γ_{n,m}) ≠ (0, . . . , 0). Togda kasatel~naØ prØmaØ l k fftoæ vetvi est~ zamykanie v P^n affinnoæ prØmoæ l^′, opredelennoæ formuloæ l^′ = {(γ_{1,m}t, . . . , γ_{n,m}t) : t ∈ k}. Zametim, qto l ne zavisit ot vybora uniformizu¸wego fflementa τ . OkazyvaetsØ, qto con(x, V ) = ∪_{i∈I}l_i – ob¨edinenie vseh kasatel~nyh prØmyh l_i ko vsem vetvØm krivoæ V , soderßawim toqku x = (1 : 0 : . . . : 0).

Teper~ my perehodim k opisani¸ algoritma dlØ vyqisleniØ kratnosti toqki algebraiqeskogo mnogoobraziØ. My budem ispol~zovat~ konstrukci¸ iz [7] i oboznaqeniØ W_s, W^′_s, W^{′′}_s , h_1, . . .h_s, L^{(s)}_{s+1}, . . . , L^{(s)}_n dlØ 1 6 s 6 n−1, i W^{(1)}, sm. Razdel 2. Napomnim,qto W^{(1)} ØvlØetsØ ob¨edineniem vseh komponent U_1 mnogoobraziØ W^′_s, takih qto U_1 ∩ Z(h_{s+1}) ≠ U_1. Sledovatel~no, V_{s+1} – ob¨edinenie nekotoryh komponent pereseqeniØ W^{(1)} ∩ Z(h_{s+1}).

Esli s = 0, poloßim W^′_s = W^{(1)} = P^n(k), W^{′′}_s = ∅ i L^{(s)}n = X_j dlØ 1 6 j 6 n. Tak qto my moßem predpolagat~ dalee, qto 0 6

s 6 n − 1. Naxa cel~ – vyqislit~ kratnost~ μ(x, Vs+1) dlØ 0 6 s 6 n − 2. Sluqaæ s = n − 1 – trivial~nyæ, tak kak v fftom sluqae

V_{s+1} sostoit iz toqek. Dalee, vyØsnim, ispol~zuØ algoritm iz Razdela 3, verno li, qto x ∈ V_{s+1}. Esli x ∉ V_{s+1}, to μ(x, V_{s+1}) = 0. Pofftomu v dal~neæxem my budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto x ∈ V_{s+1}.

Pokaßem, qto esli dany lineænye formy D_{s+2}, . . . , D_n ot X_0, . . . , X_n s kofffficientami iz rasxireniØ k_1 polØ k, takie qto W^{(4)} = W^{(1)} ∩ Z(h_{s+1}) ∩ Z(D_{s+2}, . . . , D_n) ØvlØetsØ koneqnym mnoßestvom v P^n(k_1), to moßno postroit~ za polinomial~noe vremØ ot dliny zapisi vhodnyh dannyh i d^{s+1} vse toqki iz fftogo koneqnogo mnoßestva. Deæstvitel~no, esli W^{(4)} koneqno, to konstrukciØ iz [7] nemedlenno vleqet, qto W^{(1)} ∩ Z(D_{s+2}, . . . , D_n) ØvlØetsØ ob¨edineniem vseh neprivodimyh komponent C razmernosti odin mnogoobraziØ Z(h_1, . . . , h_s, D_{s+2}, . . . , D_n), takih qto h_{s+1} ne raven toßdestvenno nul¸ na C. Ispol~zuØ algoritm iz

36 A. L. QISTOV

[3], postroim obwie toqki i sistemy polinomial~nyh uravneniæ, zada¸wie vse takie krivye C i, moßet byt~ nekotorye dopolnitel~nye krivye C^′, kotorye soderßatsØ v komponentah razmernosti bol~xe, qem odin, algebraiqeskogo mnogoobraziØ Z(h_1, . . . , h_s, D_{s+2}, . . . , D_n). VremØ raboty algoritma dlØ postroeniØ vseh fftih krivyh polinomial~no ot d^n i dliny zapisi vhodnyh dannyh. Zametim, qto h_{s+1} raven nul¸ toßdestvenno na vsØkoæ C^′. Sledovatel~no, my moßem vybrat~ trebuemye krivye C sredi postroennyh.

Teper~ ob¨edinenie vseh pereseqeniæ C ∩ Z(h_{s+1}) i est~ trebuemoe mnoßestvo W^{(4)}. Sledovatel~no, dostatoqno postroit~ vse pereseqeniØ C ∩ Z(h_{s+1}). Algoritm dlØ fftogo, ispol~zu¸wiæ razloßeniØ N~¸tona–P¸ize, v sluqae, kogda h_{s+1} – lineænaØ forma, opisan v [7, 6]. Obwiæ sluqaæ moßet byt~ sveden k fftomu sledu¸wim obrazom. Pust~ ξ – postroennaØ obwaØ toqka C, i k_1(ξ) – pole, poroßdennoe koordinatami ξ. Sledovatel~no, soglasno [3] ξ – algebraiqeskaØ nad polem k_1(t), gde t = D^′/D^{′′} ØvlØetsØ racional~noæ funkcieæ na C, kotoraØ ravna qastnomu dvuh lineænyh form D^′ i D^{′′} s kofffficientami iz k, i stepen~ [k_1(ξ) : k_1(t)] ograniqena sverhu polinomom ot d^{s+1}. Suwestvu¸t samoe bol~xee P(d^{s+1}) (dlØ nekotorogo polinoma P) znaqeniæ t iz k_1, v kotoryh specializacii toqki ξ ne opredeleny. Mnoßestvo fftih znaqeniæ vkl¸qaetsØ v mnoßestvo korneæ mnogoqlena F_1 ∈ k_1[t], kotoryæ izvesten, kogda postroena obwaØ toqka. Pri fftom deg_t F_1 6 P(d^{s+1}). Pust~ N_{k1(ξ)/k1(t)} oboznaqaet normu iz polØ k_1(ξ) v pole k_1(t). Vyqislim N_{k1(ξ)/k1(t)}(h_{s+1}(ξ)) = F_2/F_3, gde F_2, F_3 ∈ k_1[t], i deg_t F_2 6 P(d^{s+1}), deg_t F_1 6 P(d^{s+1}). Togda mnoßestvo znaqeniæ iz k_1, kotorye moßet prinimat~ t na C ∩ Z(h_{s+1}) vkl¸qaetsØ v mnoßestvo korneæ mnogoqlena F = F_1F_2F_3. Postroim vse korni y fftogo mnogoqlena i mnoßestvo T_1 vseh toqek iz pereseqeniØ C ∩ Z(D^′ − D^{′′}y) a takße C ∩ Z(D^{′′}). Zatem postroim mnoßestvo T_2 vseh toqek z ∈ T_1, takih qto h_{s+1}(z) = 0. Takim obrazom, my poluqim trebuemoe mnoßestvo C ∩ Z(h_{s+1}) = T_2.

V [7] postroeny lineænye formy L^{(s+1)}_{s+2} , . . . , L^{(s+1)}n s celymi kofffficientami s dlinoæ zapisi O(n logd). Iz [7] sleduet, qto dlØ vsØkoæ neprivodimoæ komponenty U_1 mnogoobraziØ W^′_s s U_1 ∩ Z(h_{s+1}) ≠ U_1, mnoßestvo

U_1 ∩ Z(h_{s+1}) ∩ Z(L^{(s+1)}_{s+2} , . . . , L^{(s+1)}_n )

VYQISLENIE STEPENE` 37

ØvlØetsØ koneqnym podmnoßestvom v P^n(k). Postroim vse toqki mnoßestva

W^{(1)} ∩ Z(h_{s+1}) ∩ Z(L^{(s+1)}_{s+2} , . . . , L^{(s+1)}_n ).

Postroim lineænu¸ formu L^{′′}_0 s celymi kofffficientami s dlinoæ zapisi O(n logd), kotoraØ ne obrawaetsØ v nul~ ni v kakoæ toqke mnoßestva W^{(1)} ∩ Z(h_{s+1}) ∩ Z(L^{(s+1)}_{s+2} , . . . , L^{(s+1)}n ) i v toqke x. Pofftomu W^{(1)} ∩ Z(h_{s+1}) ∩ Z(L^{′′}_0 , L^{(s+1)}_{s+2} , . . . , L^{(s+1)}n ) = ∅.

Poloßim L_j = L^{(s+1)}_j − (L^{(s+1)}_j /L^{′′}_0 )(x)L^{′′}_0 dlØ vseh s + 2 6 j 6 n i L_0 = L^{′′}_0 . Togda W^{(1)} ∩ Z(h_{s+1}) ∩ Z(L_{s+2}, . . . , L_n) – koneqnoe mnoßestvo, soderßawee x, i W^{(1)}∩Z(h_{s+1})∩Z(L_0, L_{s+2}, . . . , L_n) = ∅. Krome togo, L_{s+2}, . . . , L_n – lineænye formy otnositel~no X_1, . . . , X_n, tak kak x = (1 : 0 : . . . : 0).

Poloßim V^′ = W^{(1)} ∩ Z(h_{s+1}) i U^′ = V^′ \ Z(X_0) ⊂ A^n (k). Sledovatel~no, razmernost~ vsØkoæ neprivodimoæ komponenty mnogoobraziØ V^′ ravna n − s − 1, i x ∈ V^′.

Naxa cel~ teper~ – postroit~ semeæstvo lineænyh form M_0, M_{s+2}, M_{s+3}, . . . , M_n s kofffficientami iz Zs dlinoæ zapisi O(n log d), takih qto M_0 = L_0, formy M_{s+2}, . . . , M_n ∈ k[X_1, . . . , X_n], i V^′ ∩ Z(M_0, M_{s+2}, M_{s+3}, . . . , M_n) = ∅, con(x, V^′) ∩ Z(M_0, M_{s+2}, . . . , M_n) = ∅

v P^n(k)._{Kak i v Razdele 2, postroim vewestvennu¸ strukturu dlØ po-}

lØ k, sm. [6, 7], kotoraØ induciruet nekotoru¸ vewestvennu¸ strukturu na k. Pust~ ε_i > 0 – beskoneqno malaØ veliqina otnositel~no polØ k(ε_0, . . . , ε_{i−1}), 0 6 i 6 2, i pole K_2 = k(ε_0, ε_1, ε_2).

Esli z ∈ k(ε_0, . . . , ε_i), 0 6 i 6 2, – ne beskoneqno bol~- xoæ otnositel~no polØ k(ε_0, . . . , ε_{i−1}), to opredelena standartnaØ qast~ st_{εi} (z) ∈ k(ε_0, . . . , ε_{i−1}), sm. [7], Esli z = (z_1, . . . z_n) ∈

A^n (k(ε0, . . . , εi)), i vse standartnye qasti stε_i (zj ), 1 6 j 6 n opre-

deleny, to poloßim

st_{εi} (z) = (st_{εi} (z_1), . . . , st_{εi} (z_n)) ∈ A^n (k(ε_0, . . . , ε_{i−1})).

Krome togo, opredeleny otobraßeniØ standartnyh qasteæ

st_{εi} : P^n(k(ε_0, . . . , ε_i)) −→ P^n(k(ε_0, . . . , ε_{i−1})),

38 A. L. QISTOV

sm. [7], dlØ i = 0, 1, 2.

Oboznaqim L = Z(L_{s+2}, . . . , L_n) ⊂ A^n (k), gde A^n imeet koordinatnye funkcii X_1, . . . , X_n. Rassmotrim sledu¸wu¸ sistemu uravneniæ i neravenstv s kofffficientami iz polØ K_2 otnosi- tel~no X_1 . . . , X_n, Y_1 . . . , Y_n, Z_1, . . . , Z_n, Z h_i(1, Z_1, . . . , Z_n) = 0, 1 6 i 6 s, h_{s+1}(1, Z_1, . . . , Z_n)Z − 1 = 0,

h_i(1, X_1, . . . , X_n) = 0, 1 6 i 6 s + 1, ∑ 16i6n^{|X}i^{− Z}i^{|2} 6^ε2^, ∑ 16i6n^{|Xi|2 = ε2}1^, L_j (Y_1, . . . , Y_n) = 0, s + 2 6 j 6 n, ∑ 16i6n^{|Xi − Yi|2 < ε0ε2}1^.

(15)

Lemma 8. Pust~ semeæstvo L0, Ls+2, Ls+3, . . . , Ln lineænyh form

– takoe ße, kak i vyxe. Sledu¸wie usloviØ ffkvivalentny:

(i) con(x, V^′) ∩ Z(L_0, L_{s+2}, L_{s+3}, . . . , L_n) = ∅ v P^n(k) (ii) con(x, U^′) ∩ Z(L_{s+2}, L_{s+3}, . . . , L_n) = {x} v A^n (k) (iii) sistema (15) ne imeet rexeniæ v A^{3n+1} (K_2).

Dokazatel~stvo. �kvivalentnost~ (i) i (ii) dokazyvaetsØ nepo-

sredstvenno.

Predpoloßim, qto suwestvuet rexenie

(x^∗_1, . . . , x^∗_n, y^∗_1 , . . . , y^∗_n, z^∗_1 , . . . , z^∗_n, z^′) ∈ A^{3n+1} (K_2)

sistemy (15). Oboznaqim x^∗ = (x^∗_1, . . . , x^∗_n) i y^∗ = (y^∗_1 , . . . , y^∗_n). My imeem h_i(1, z^∗_1 . . . , z^∗_n) = 0, 1 6 i 6 s,

h_{s+1}(1, z^∗_1 . . . , z^∗_n) ≠ 0,

h_i(1, x^∗_1 . . . , x^∗_n) = 0, 1 6 i 6 s + 1, ∑ 16i6n^{|x} ∗ i − z^∗_i |^2 6 ε_2,

Sledovatel~no, ∑ 16i6n^{|st}ε2^{x∗}i^{− z∗}i^{|2} – beskoneqno malaØ otnositel~no polØ k(ε_0, ε_1). Toqka st_{ε2} x^∗ opredelena nad polem k(ε_0, ε_1). Sledovatel~no, mnogoqleny h_1, . . . , h_s obrawa¸tsØ v nul~ v toqke st_{ε2}x^∗. Mnogoqlen h_{s+1} ne obrawaetsØ v nul~ v toqke x^∗, kotoraØ beskoneqno blizka k st_{ε2} x^∗. Takim obrazom, st_{ε2} x^∗ ∈ U^′, sr. takße

VYQISLENIE STEPENE` 39

[7] dokazatel~stvo Lemmy 13. Sledovatel~no, prØmaØ (standartnye qasti rassmatriva¸tsØ zdes~ v A^n )

l = {(st_{ε0} ∘ st_{ε1} )(st_{ε2} y^∗/ε_1)t : t ∈ k} ⊂ con(x, U^′) ∩ Z(L_{s+2}, . . . , L_n),

tak kak l est~ mnoßestvo nuleæ sootvetstvu¸wego ideala form naimen~xeæ stepeni.

Obratno, predpoloßim, qto suwestvuet prØmaØ l ⊂ con(x, U^′) ∩ Z(L_{s+2}, . . . , L_n), x ∈ l. Vyberem toqku x ≠ (l_1, . . . , l_n) ∈ l ⊂ A^n (k). Togda suwestvuet algebraiqeskaØ krivaØ C ⊂ sec(x, U^′), takaØ qto {(l_1, . . . , l_n)} ØvlØetsØ komponentoæ pereseqeniØ C ∩ Z(Z). Sledovatel~no, suwestvuet vetv~ C^∗ krivoæ C v toqke (l_1, . . . , l_n) s uniformizu¸wim fflementom τ , takaØ qto sootvetstvu¸wie predstavleniØ koordinatnyh funkciæ na C kak formal~nyh stepennyh rØdov ime¸t vid

Z|_C = z_mτ^m + ∑ m<j∈Z z_j τ^j ,

X_i|_C = l_i + ∑ 0<j∈Z x_{i,j}τ^j , 1 6 i 6 n, gde 0 < m ∈ Z, z_j, x_{i,j} ∈ k dlØ vseh j, z_m ≠ 0. Rassmotrim neprivodimu¸ algebraiqesku¸ krivu¸ C_1, kotoraØ imeet vetv~ C^∗_1 v toqke x s uniformizu¸wim fflementom τ , taku¸ qto

X_i|_{C1} = (z_mτ^m + ∑ m<j∈Z z_jτ^j )(l_i + ∑ 0<j∈Z x_{i,j}τ^j ), 1 6 i 6 n. Togda C_1 soderßitsØ v U^′ i imeet kasatel~nu¸ prØmu¸ l. Vyberem novyæ uniformizu¸wiæ fflement τ_1 vetvi C^∗_1 , takoæ qto τ_1 ∈ k(C_1), gde k(C_1) – pole racional~nyh funkciæ na C_1. Tak qto my imeem

X_i|_{C1} = w_{i,m}τ^m_1 + ∑ m<j∈Z w_{i,j}τ^j_1 , 1 6 i 6 n,

gde w_{i,j} ∈ k dlØ vseh j, i x ≠ (w_{1,m}, . . . , w_{n,m}) ∈ l. Oboznaqim X_i|_{C1} = w_i dlØ 1 6 i 6 n. Sledovatel~no, (w_1, . . . , w_n) ∈ C_1 v

A^n (k((τ1))), gde k((τ1)) – pole formal~nyh stepennyh rØdov ot τ1,

i (w_1, . . . , w_n) sootvetstvuet vloßeni¸ k[C_1] → k[[τ_1]], gde k[C_1] – kol~co regulØrnyh funkciæ na C_1, i k[[τ_1]] – kol~co formal~nyh stepennyh rØdov ot τ_1.

40 A. L. QISTOV

Pust~ vewestvennaØ struktura polØ k zadana izomorfizmom k ≃ ~K[ √ −1], gde ~K – vewestvenno zamknutoe pole. Po opredeleni¸ vewestvennaØ struktura na pole k(ε_1) inducirovana vewestvennoæ strukturoæ na pole formal~nyh stepennyh rØdov ot ε_1 s kofffficientami iz k. Vewestvennye fflementy iz fftogo polØ sut~ drobno–stepennye rØdy s kofffficientami iz ~K.

Pokaßem, qto suwestvuet toqka x^∗ ∈ C_1 iz A^n (k(ε_1)), takaØ qto |x^∗|^2 = ε^2_1, i x ≠ st_{ε1} (x^∗/ε_1) ∈ l. Krome togo, ffta toqka x^∗ budet opredelena skvoznym gomomorfizmom

k[C_1] → k[[τ_1]] → k[[ε^{1/m}_1 ]],

takim qto τ_1 → τ^∗ ∈ ~K[[ε^{1/m}_1 ]]. Zdes~ k[[ε^{1/m}_1 ]] – kol~co formal~- nyh stepennyh rØdov ot ε^{1/m}_1 .

DlØ togo, qtoby dokazat~ ffto utverßdenie, predstavim w_{i,j} = u_{i,j} + √ −1v_{i,j}, gde u_{i,j}, v_{i,j} ∈ ~K dlØ vseh i, j. Poloßim

u_i = u_{i,m}τ^m_1 + ∑ m<j∈Z u_{i,j}τ^j_1 , v_i = v_{i,m}τ^m_1 + ∑ m<j∈Z v_{i,j}τ^j_1 , 1 6 i 6 n.

Tak qto w_i = u_i + √ −1v_i dlØ 1 6 i 6 n.

Funkcii w_i – algebraiqeskie nad polem k(τ_1) i, sledovatel~- no, oni – algebraiqeskie nad polem ~K(τ_1) dlØ 1 6 i 6 n. My imeem vloßenie k[C_1] → ~K[ √ −1]((τ_1)) kol~ca k[C_1] v pole formal~nyh stepennyh rØdov ~K[ √ −1]((τ_1)). Sledovatel~no, funkcii u_i − √ −1v_i – takße algebraiqeskie nad polem ~K(τ_1). Pofftomu u_i, v_i – algebraiqeskie nad ~K(τ_1) i nad k(τ_1) dlØ vseh 1 6 i 6 n.

Suwestvu¸t formal~nye stepennye rØdy τ^∗ ∈ ~K((ε^{1/m}_1 )), takie qto

τ^∗ = ( ∑ 16i6n^{|wi,m|} 2)^{−1/(2m)}ε^{1/m}_1 + ∑ m<j∈Z τ^∗_j ε^{j/m}_1 , τ^∗_j ∈ ~K, i podstanovka τ_1 → τ^∗ opredelØet izomorfizm ψ : k[[τ_1]] → k[[ε^{1/m}_1 ]], dlØ kotorogo ∑ 16i6n^{(u2}i^{+v2}i^{)|}τ1=τ^{∗ = ε2}1 (ffto prosto obrawenie funkcii v kol~ce formal~nyh stepennyh rØdov).

�lement τ^∗ ∈ k(ε_1), poskol~ku ψ – gomomorfizm, i ∑ 16i6n^{(u2}i^+

v^2_i ) i τ_1 algebraiqeski zavisimy nad k. Teper~ poloßim x^∗_i = w_i|_{τ1=τ} ∗ dlØ 1 6 i 6 n. Togda analogiqno x^∗_i ∈ k(ε_1) dlØ 1 6 i 6

VYQISLENIE STEPENE` 41

n. Poloßim x^∗ = (x^∗_1, . . . , x^∗_n). Togda x^∗ ∈ C_1, |x^∗|^2 = ε^2_1, i x ≠ st_{ε1}(x^∗/ε_1) ∈ l, poskol~ku ψ – gomomorfizm. Naxe utverßdenie dokazano.

Poloßim y^∗ = ε_1st_{ε1} (x^∗/ε_1). Poskol~ku x^∗ ∈ W^{(1)} ∩ Z(h_{s+1}), to suwestvuet toqka z^∗ ∈ A^n (K_2), takaØ qto (x^∗, y^∗, z^∗, h_{s+1}(z^∗)^{−1}) zadaet rexenie sistemy (15). Lemma dokazana.

VozvratimsØ k opisani¸ algoritma. VyØsnim, imeet li sistema (15) rexenie. Esli sistema (15) ne imeet rexeniæ, to po Lemme 8 my moßem poloßit~ M_i = L_i dlØ i = 0, s + 2, . . . , n. Predpoloßim, qto sistema (15) imeet rexenie. Postroim takoe rexenie (x^∗, y^∗, z^∗, h_{s+1}(z^∗)^{−1}) ∈ A^{3n+1} (K_2), sm. [6, 7]. Napomnim, qto L = Z(L_{s+2}, L_{s+3}, . . . , L_n). Postroim, sm. dokazatel~- stvo Lemmy 8, prØmu¸

l = {(st_{ε0} ∘ st_{ε1} )(st_{ε2} y^∗/ε_1)t : t ∈ k} ⊂ con(x, U^′) ∩ L.

Postroim lineænu¸ formu L_1 ot X_1, . . . , X_n, taku¸ qto L_1 ne ravna toßdestvenno nul¸ na prØmoæ l. Oboznaqim L^′ = Z(L_1, L_{s+2}, L_{s+3}, . . . , L_n). �to lineænoe podprostranstvo, takoe qto L^′ + l = L.

Opredelim prØmu¸ l^′ = {x^∗t : t ∈ K_2}. Postroim lineænoe prostranstvo L^′ + l^′. Togda podprostranstvo L^′ + l^′ beskoneqno blizko k L^′ + l, poskol~ku x^∗, y^∗ poluqeny iz rexeniØ sistemy (15). Podprostranstvo L^′ + l^′ = Z(L^′_{s+2}, . . . , L^′_n)

v A^n (K2), gde L^′_j = Lj − δj L1, i δj – beskoneqno malye veliqiny

otnositel~no polØ k dlØ s + 2 6 j 6 n. Postroim takie lineænye formy L^′_{s+2}, . . . , L^′_n ∈ K_2[X_1, . . . , X_n]. Poloßim takße L^′_0 = L_0.

Teper~ soglasno Predloßeni¸ 2 my imeem #V^′ ∩ Z(L_{s+2}, . . . , L_n) 6 #V^′ ∩ Z(L^′_{s+2}, . . . , L^′_n) < +∞. Dalee, suwestvu¸t toqki x, x^∗ ∈ V^′ ∩ Z(L^′_{s+2}, L^′_{s+3}, . . . , L^′_n), takie qto ih standartnye qasti v P^n(k) ravny x. Sledovatel~no,

N = #V^′ ∩Z(L_{s+2}, L_{s+3}, . . . , L_n) < #V^′ ∩Z(L^′_{s+2}, L^′_{s+3}, . . . , L^′_n) = N^′.

Poloßim M_0 = L_0. Teper~ naxa cel~ – primenit~ analog vtorogo vspomogatel~nogo algoritma iz [7] k lineænym formam L^′_0, L^′_{s+2}, . . . , L^′_n i postroit~ lineænye formy M_{s+2}, . . . , M_n

42 A. L. QISTOV

ot X_1, . . . , X_n, kotorye ime¸t celye kofffficienty s dlinami zapisi O(n log d), takie qto #V^′ ∩ Z(M_{s+2}, . . . , M_n) ¿ N^′, i V^′∩Z(M_0, M_{s+2}, . . . , M_n) = ∅. Zametim, qto vtoroe uslovie moßet byt~ provereno v hode fftogo vspomogatel~nogo algoritma. Deæstvitel~no, predpoloßim, qto my zamenili odin kofffficient, skaßem v M_{s+2} (my ne vvodim novyh oboznaqeniæ dlØ lineænyh form, kotorye poØvlØ¸tsØ v hode vtorogo vspomogatel~nogo algoritma, a ispol~zuem oboznaqeniØ M_{s+2}, . . . , M_n). Togda, kak ffto izvestno iz predyduwego xaga osuwestvlØemogo algoritma, #V^′ ∩ Z(M_0, M_{s+3}, . . . , M_n) < +∞, i, sledovatel~no, toqki fftogo mnoßestva mogut byt~ vyqisleny, kak ffto opisano vyxe. Dalee, my moßem podstavit~ koordinaty fftih toqek v M_{s+1} s zamenennym kofffficientom i, takim obrazom, vyØsnit~ verno li, qto V^′ ∩ Z(M_0, M_{s+2}, . . . , M_n) = ∅ dlØ vnov~ poluqennyh lineænyh form.

Esli ffto vtoroe uslovie udovletvoreno, to #V^′ ∩ Z(M_{s+2}, . . . , M_n) < +∞, i pervoe uslovie takße moßet byt~ provereno, kak ffto opisano vyxe. Takim obrazom, my moßem primenit~ analog vtorogo vspomogatel~nogo algoritma iz [7] k lineænym formam L^′_0, L^′_{s+2}, . . . , L^′_n i postroit~ trebuemye formy M_{s+2}, . . . , M_n otnositel~no X_1, . . . , X_n.

Posle fftogo vozvratimsØ rekursivno k naqalu opisyvaemogo algoritma, zamenØØ lineænye formy L_0, L_{s+2}, . . . , L_n na M_0, M_{s+2}, . . . , M_n. Tak kak N^′ > N , v algoritme moßet byt~ samoe bol~xee d^{s+1} takih vozvratov.

Takim obrazom, my poluqim v koneqnom sqete soglasno Lemme 8 semeæstvo lineænyh form M_0, M_{s+2}, M_{s+3}, . . . , M_n, takih qto M_0 = L_0, formy M_{s+2}, . . . , M_n ∈ k[X_1, . . . , X_n] ime¸t celye kofffficienty s dlinami zapisi O(n log d), V^′ ∩ Z(M_0, M_{s+2}, M_{s+3}, . . . , M_n) = ∅, con(x, V^′) ∩ Z(M_0, M_{s+2}, M_{s+3}, . . . , M_n) = ∅

v P^n(k). My budem predpolagat~, zamenØØ, kak ffto opisano vy-

xe, formy L_0, L_{s+2}, . . . , L_n na M_0, M_{s+2}, . . . , M_n, qto ffti svoæstva udovletvorØ¸tsØ dlØ L_0, L_{s+2}, . . . , L_n, t.e. formy L_{s+2}, L_{s+3}, . . . , L_n ∈ k[X_1, . . . , X_n] ime¸t celye kofffficienty s dlinami zapisi

VYQISLENIE STEPENE` 43 O(n log d), i V^′ ∩ Z(L_0, L_{s+2}, L_{s+3}, . . . , L_n) = ∅, con(x, V^′) ∩ Z(L_0, L_{s+2}, L_{s+3}, . . . , L_n) = ∅

v P^n(k)._{Postroim, sm. vyxe, vse toqki xu, 1} 6 u 6 N , mnoßestva V^′ ∩ Z(L_{s+2}, L_{s+3}, . . . , L_n) v P^n(k). My moßem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto

x_1 = x. Postroim lineænu¸ formu L_{s+1} ot X_1, . . . , X_n s kofffficientami iz Zs dlinoæ zapisi O(n log d), taku¸ qto L_{s+1}(x_u) ≠ 0 dlØ vseh 2 6 j 6 N . Oboznaqim qerez p_x : V^′\{x} −→ P^{n−s−1}(k), (X_0 : . . . : X_n) → (L_{s+1} : L_{s+2} : . . . : L_n) lineænu¸ proekci¸.

5. Lemmy dlØ obosnovaniØ algoritma Pust~ W ⊂ P^n(k) – neprivodimoe algebraiqeskoe mnogoobrazie razmernosti dim W = n − s − 1, i L_{s+1}, L_{s+2}, . . . , L_n ∈ k[X_1, . . . , X_n] – lineænye formy. Rassmotrim sledu¸wie usloviØ. Pereseqenie W ∩ Z(L_{s+1}, . . . , L_n) \ {x} = ∅. (16) VypolnØetsØ ravenstvo (16), i proekciØ p : W \ {x} −→ P^{n−s−1}(k), (X_0 : . . . : X_n) → (L_{s+1} : L_{s+2} : . . . : L_n) ØvlØetsØ dominantnym morfizmom, t.e. zamykanie v topologii Zarisskogo p(W \ {x}) = P^{n−s−1}(k). (17) Pereseqenie con(x, W ) ∩ Z(L_{s+1}, L_{s+2}, . . . , L_n) \ {x} = ∅, esli x ∈ W. (18)

44 A. L. QISTOV

Lemma 9. Pust~ W ⊂ P^n(k) – neprivodimoe algebraiqeskoe mno-

goobrazie razmernosti dim W = n − s − 1, i lineænye formy L_{s+1}, L_{s+2}, . . . , L_n ∈ k[X_1, . . . , X_n] udovletvorØ¸t uslovi¸ (16). Pust~ 1 < #W ∩ Z(L_{s+2}, . . . , L_n) < +∞ v P^n(k). Togda morfizm p – dominantnyæ, t.e. vypolnØetsØ raven-

stvo (17).

Dokazatel~stvo. Deæstvitel~no, nam sleduet pokazat~, qto za-

mykanie F v topologii Zarisskogo obraza p(W \ {x}) sovpadaet

s P^{n−s−1}(k). Soglasno Predloßeni¸ 2 dlØ vsØkih λs+2, . . . , λn ∈

k(ε), kotorye ØvlØ¸tsØ beskoneqno malymi otnositel~no polØ polØ k mnoßestvo W ∩Z(L_{s+2} −λ_{s+2}L_{s+1}, . . . , L_n −λ_nL_{s+1})\{x} ≠ ∅

v P^n(k(ε)). Sledovatel~no, p^{−1}((1 : λs+2 : . . . : λn)) nepusto v P^{n−s}(k(ε)). Sledovatel~no, F (k(ε)) = P^{n−s−1}(k(ε)), i F = P^{n−s−1}(k). Lemma dokazana.

Lemma 9 vleqet, qto uslovie (17) udovletvorØetsØ dlØ l¸boæ komponenty W mnogoobraziØ V^′, takoæ qto suwestvuet x_u ∈ W ,

u ¿ 2, i lineænye formy, Ls+1, Ls+2, . . . , Ln, postroennye v Raz-

dele 4.

Oboznaqim qerez H mnoßestvo vseh semeæstv H, sostoØwih kaßdoe iz n − s lineænyh form H_{s+1}, H_{s+2}, . . . , H_n ∈ k[X_1, . . . , X_n]. My budem otoßdestvlØt~ H s algebraiqeskim mnogoobraziem

A^{(n−s)n} (k).

Oboznaqim qerez H_1 podmnoßestvo v H vseh semeæstv H , sostoØwih kaßdoe iz n−s lineænyh form H_{s+1}, H_{s+2}, . . . , H_n, takih qto W ∩ Z(H_{s+1}, H_{s+2}, . . . , H_n) = {x}. Lemma 10. Pust~ W ⊂ P^n(k) – neprivodimoe algebraiqeskoe mno-

goobrazie razmernosti dim W = n − s − 1, takoe qto suwestvu¸t lineænye formy L_{s+1}, L_{s+2}, . . . , L_n ∈ k[X_1, . . . , X_n], udovletvorØ¸- wie (16) i (17). Togda H_1 soderßit nepustoe otkrytoe podmnoßestvo H v topologii Zarisskogo.

Dokazatel~stvo. V samom dele, oboznaqim qerez π : P^n \ {x} → P^{n−1}, (X0 : . . . : Xn) → (X1 : . . . : Xn)

VYQISLENIE STEPENE` 45

lineænu¸ proekci¸. Zametim, qto zamykanie v topologii Zarisskogo obraza π(W \ {x}) ØvlØetsØ neprivodimym algebraiqeskim mnogoobraziem razmernosti n − s − 1, tak kak zamykanie v topologii Zarisskogo mnoßestva p(W \ {x}) est~ P^{n−s−1}. Sledovatel~no, suwestvu¸t odnorodnye mnogoqleny F_1, . . . , F_s ∈ K[X_1 . . . , X_n], takie qto dim Z(F_1, . . . , F_s) = n − s − 1 v P^{n−1}, i π(W \ {x}) ⊂ Z(F_1, . . . , F_s). Uslovie T = Z(F_1, . . . , F_s, H_{s+1}, H_{s+2}, . . . , H_n) = ∅ v P^{n−1}(k) vleqet, qto W ∩ Z(Hs+1, Hs+2, . . . , Hn) \ {x} = ∅. No T = ∅ ffkvivalentno uslovi¸, qto po men~xeæ mere odin kofffficient sootvetstvu¸wego U -rezul~tanta ne raven nul¸. Teper~ utverßdenie lemmy sleduet iz togo, qto kofffficienty U - rezul~tanta ØvlØ¸tsØ mnogoqlenami ot kofffficientov lineænyh form H_{s+1}, H_{s+2}, . . . , H_n. Lemma dokazana.

Lemma 11. Pust~ W ⊂ P^n(k) – neprivodimoe algebraiqeskoe mno-

goobrazie razmernosti dim W = n − s − 1, takoe qto suwestvu- ¸t lineænye formy L_{s+1}, L_{s+2}, . . . , L_n ∈ k[X_1, . . . , X_n], udovletvorØ¸wie uslovi¸ (18). Pust~ x ∈ W . Togda suwestvuet nepustoe otkrytoe podmnoßestvo U_4 v P^{n−s−1}(k), takoe qto U_4 ⊂

P^{n−s−1}(k) \ Z(Ls+1), i, esli (1 : λs+1 : . . . : λn) ∈ U4, to con(x, W ) ∩ Z(L_{s+2} − λ_{s+1}L_{s+1}, . . . , L_n − λ_nL_{s+1}) = {x}. Dokazatel~stvo. My imeem dim π(con(x, W ) \ {x}) 6 n − s − 2, i π(con(x, W ) \ {x}) ∩ Z(L_{s+1}, . . . , L_n) = ∅. Takim obrazom, suwestvuet nepustoe otkrytoe podmnoßestvo U_4 ⊂ P^{n−s−1}(k) \ Z(L_{s+1}), takoe qto, esli (1 : λ_{s+1} : . . . : λ_n) ∈ U_4, to π(con(x, W ) \ {x}) ∩ Z(L_{s+2} − λ_{s+1}L_{s+1}, . . . , L_n − λ_nL_{s+1}) = ∅. Sledovatel~no, esli (1 : λ_{s+1} : . . . : λ_n) ∈ U_4, to con(x, W ) ∩ Z(L_{s+2} − λ_{s+1}L_{s+1}, . . . , L_n − λ_nL_{s+1}) = {x}. Lemma dokazana.

46 A. L. QISTOV

Pust~ W – neprivodimoe algebraiqeskoe mnogoobrazie iz formulirovki Lemmy 10, i H – semeæstvo n − s lineænyh form H_{s+1}, H_{s+2}, . . . , H_n ot X_1, . . . , X_n s kofffficientami iz k. Pust~ H ∈ H_1. Oboznaqim qerez p(H) : W \ {x} → P^{n−s−1} proekci¸, sootvetstvu¸wu¸ p, esli my zamenim L_{s+1}, L_{s+2}, . . . , L_n na H_{s+1}, H_{s+2}, . . . , H_n. Poloßim

U_3(H) = {z ∈ P^{n−s} : #p(H)^{−1}(z) < +∞ },

δ(H) = sup{#p(H)^{−1}(z) : z ∈ U_3(H) },

U (H) = {z ∈ U_3(H) : #p(H)^{−1}(z) = δ(H)},

δ = sup{#p(H)^{−1}(z) : z ∈ U_3(H), H ∈ H_1 }.

(19)

Zametim, qto esli H ∈ H_1, i proekciØ p(H) ne ØvlØetsØ dominantnoæ, to po Lemme 9 δ(H) = 0, i U_3(H) = U (H) soderßit nepustoe otkrytoe v topologii Zarisskogo podmnoßestvo v P^{n−s−1}(k).

Oboznaqim qerez ~H semeæstvo ~H_{s+1}, ~H_{s+2}, . . . , ~H_n, kotoroe ØvlØetsØ obwim fflementom H_1, t.e. pole K, poroßdennoe kofffficientami lineænyh form iz ~H nad k ØvlØetsØ qisto transcendentnym nad k stepeni transcendentnosti (n − s)n.

Lemma 12. Pust~ W – algebraiqeskoe mnogoobrazie iz formuli-

rovki Lemmy 10, i H ∈ H_1 ØvlØetsØ, takim qto proekciØ p(H) – dominantnyæ morfizm. Togda 0 < δ(H) < +∞, i U (H) soderßit nepustoe otkrytoe v topologii Zarisskogo podmnoßestvo

U v P^{n−s−1}(k), takoe qto dlØ vsØkogo x^∗ ∈ U dlØ vsØkoæ y ∈ p^{−1}(x^∗)

toqka y ØvlØetsØ gladkoæ toqkoæ mnogoobraziØ W , i differencial proekcii p v toqke y d_yp : T_{y,W} −→ T_{x,}Pn−s ØvlØetsØ izomorfizmom kasatel~nyh prostranstv T_{y,W} i T_{x,}Pn−s algebraiqeskih mnogoobraziæ W i P^{n−s}(k) v toqkah y i x sootvetstvenno.

Dokazatel~stvo. Pust~ Y ∈ k[X0, . . . , Xn] – lineænaØ forma.

Rassmotrim lineænu¸ proekci¸ p_1 : W \ {x} −→ P^{n−s}(k), (X_0 : . . . : X_n) → (Y : H_{s+1} : H_{s+2} : . . . : H_n).

VYQISLENIE STEPENE` 47

Tak kak p(H) – dominantnyæ morfizm, to suwestvuet neprivodimyæ odnorodnyæ mnogoqlen G ∈ k[Y, H_{s+1}, H_{s+2}, . . . , H_n], takoæ qto zamykanie mnoßestva p_1(W ) v topologii Zarisskogo p_1(W ) = Z(G), i p_1(W ) soderßit otkrytoe podmnoßestvo zamknutogo mnoßestva Z(G).

Po teoreme o primitivnom fflemente dlØ poleæ suwestvuet lineænaØ forma Y ∈ k[X_0, . . . , X_n], takaØ qto morfizm p_1 induciruet biracional~nyæ izomorfizm W \ {x} −→ Z(G), kotoryæ my budem oboznaqat~ p_2. Sledovatel~no, suwestvuet otkrytoe podmnoßestvo U_1 ⊂ W , takoe qto p_2(U_1) otkryto v Z(G), i p_2 induciruet izomorfizm U_1 → p_2(U_1).

Oboznaqim U_2 = Z(G)\Z(H_{s+1}, H_{s+2}, . . . , H_n). Suwestvuet proekciØ p_3 : U_2 −→ P^{n−s}(k), takaØ qto p = p_3 ∘ p_2 (na otkrytom podmnoßestve, gde opredeleny pravaØ i levaØ qasti). Oboznaqim qerez R = Res_Y (G, G^′_Y ) diskriminant mnogoqlena G otnositel~no Y . Togda 0 ≠ R – odnorodnyæ mnogoqlen, tak kak G – separabel~nyæ odnorodnyæ mnogoqlen.

Esli R(x^∗) ≠ 0, to mownost~ #p^{−1}_3 (x^∗) = deg_Y G, dlØ vsØkoæ y ∈ p^{−1}_3 (x^∗), toqka y ØvlØetsØ gladkoæ toqkoæ mnogoobraziØ U_2, i differencial otobraßeniØ p_3 v toqke y d_yp_3 : T_{y,U2} −→ T_{x,}Pn−s ØvlØetsØ izomorfizmom kasatel~nyh prostranstv T_{y,p1(W )} i T_{x,}Pn−s algebraiqeskih mnogoobraziæ U_2 i P^{n−s}(k) v toqkah y i x sootvetstvenno. Poslednee utverßdenie sleduet zdes~ prosto iz togo, qto G^′_Y (y) ≠ 0, poskol~ku R(x^∗) ≠ 0.

Oboznaqim qerez F zamykanie v topologii Zarisskogo mnoßestva p_3(U_2 \ p_2(U_1)). Poloßim U = P^{n−s−1}(k) \ (Z(R) ∪ F ) (sledovatel~no, U ≠ ∅). Togda dlØ vsØkogo x^∗ ∈ U (a) mownost~ #p(H)^{−1}(x^∗) = deg_Y G, (b) dlØ vsØkoæ y ∈ p(H)^{−1}(x^∗) toqka y ØvlØetsØ gladkoæ toqkoæ mnogoobraziØ W , i differencial proekcii p v toqke y d_yp : T_{y,W} −→ T_{x,}Pn−s ØvlØetsØ izomorfizmom kasatel~nyh prostranstv T_{y,W} i T_{x,}Pn−s algebraiqeskih mnogoobraziæ W i P^{n−s}(k) v toqkah y i x sootvetstvenno.

Pust~ ε > 0 – beskoneqno malaØ veliqina otnositel~no polØ K. Teper~, esli z^∗ ∈ U (H), to suwestvuet toqka z ∈ U v

48 A. L. QISTOV

P^{n−s−1}(K(ε)), kotoraØ beskoneqno blizka k z^∗. Sledovatel~no,

po Predloßeni¸ 2 #p(H)^{−1}(z^∗) 6 #p(H)^{−1}(z). Sledovatel~no, δ(H) = deg_Y G, i U ⊂ U (H). Lemma dokazana.

Lemma 13. Pust~ W – takoe ße, kak i v formulirovke Lemmy 10.

DlØ vsØkogo z ∈ U ( ~H) spravedlivo ravenstvo

δ = δ( ~H) = #p( ~H)^{−1}(z)

Sledovatel~no, δ – celoe qislo, kotoroe zavisit tol~ko ot W i x. Dokazatel~stvo. Ravenstvo δ(^~H) = #p(^~H)^{−1}(z) sleduet iz Lem-

my 12. Dalee, esli H ∈ H_1 i z ∈ U_3(H) – proizvol~nye, to my moßem poloßit~ kofffficienty form H_j − ~H_j ravnymi beskoneqno malym veliqinam dlØ vseh j, i po Predloßeni¸ 2 toqka z ∈ U_3( ~H), i #p( ~H)^{−1}(z) ¿ #p(H)^{−1}(z). Sledovatel~no, δ = δ( ~H). Lemma dokazana.

Lemma 14. Pust~ q : V1 → V2 – dominantnyæ regulØrnyæ mor-

fizm neprivodimyh algebraiqeskih mnogoobraziæ V_1 i V_2, opredelennyæ nad polem k. Pust~ dim V_1 = dim V_2. Pust~ z ∈ V_2, i

#q^{−1}(z) = [k(V_1) : k(V_2)],

t.e. qislo fflementov obratnogo obraza toqki z sovpadaet so stepen~¸ rasxireniØ poleæ racional~nyh funkciæ mnogoobraziæ V_1 i V_2. Togda suwestvuet otkrytoe v topologii Zarisskogo podmnoßestvo U^′ ⊂ V_2, takoe qto z ∈ U^′, i morfizm

q^{−1}(U^′) → U^′,

inducirovannyæ q, koneqen.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim [k(V1) : k(V2)] = α. Oboznaqim qe-

rez ~V_i, i = 1, 2, normalizaci¸ algebraiqeskogo mnogoobraziØ V_i v pole k(V_1), sm. [2]. Sledovatel~no, my imeem kommutativnu¸ diagramu morfizmov algebraiqeskih mnogoobraziæ ~V_1 e^q−−−−→ ~V_2 π1 π2 V_1^q−−−−→ V_2,

VYQISLENIE STEPENE` 49

gde π_1 i π_2 – koneqnye morfizmy, i ~q – biracional~nyæ izomorfizm, inducirovannyæ q. My imeem #π^{−1}_2 (z) 6 α, poskol~- ku π_2 koneqen. Soglasno osnovnoæ teoreme Zarisskogo ~q ØvlØetsØ obratimym v nekotoroæ okrestnosti v topologii Zarisskogo kaßdoæ toqki z^′ ∈ π^{−1}_2 (z), esli ~q^{−1}(z^′) ≠ ∅. Sledovatel~- no, #π^{−1}_2 (z) ¿ #π^{−1}_1 (q^{−1}(z)). No #q^{−1}(z) = α. Sledovatel~no, #π^{−1}_2 (z) = #π^{−1}_1 (q^{−1}(z)), i ~q obratim v nekotoroæ okrestnosti v topologii Zarisskogo U^{′′} koneqnogo mnoßestva π^{−1}_2 (z). Tak qto my imeem izomorfizm algebraiqeskih mnogoobraziæ ~q^{−1}(U^{′′}) ≃ U^{′′}, inducirovannyæ ~q. Poloßim U^′ = V_2 \ π_2(~V_2 \ U^{′′}). Togda z ∈ U^′, i morfizm π^{−1}_1 (q^{−1}(U^′)) = ~q^{−1}(π^{−1}_2 (U^′)) → U^′

koneqen. Sledovatel~no, morfizm q^{−1}(U^′) → U^′ takße koneqen. Lemma dokazana.

Lemma 15. Pust~ W ⊂ P^n(k) – neprivodimoe algebraiqeskoe

mnogoobrazie razmernosti dim W = n − s − 1, lineænye formy L_{s+1}, . . . , L_n ∈ k[X_1, . . . , X_n] udovletvorØ¸t (16), (17) i (18). To- gda (i) suwestvuet nepustoe otkrytoe v topologii Zarisskogo podmnoßestvo U v P^{n−s}(k), takoe qto dlØ vsØkogo x^∗ ∈ U mownost~ #p^{−1}(x^∗) = δ > 0, i δ – celoe qislo, opredelennoe v (19), kotoroe zavisit tol~ko ot W i x.

(ii) esli dlØ nekotoroæ toqki x^∗ ∈ P^{n−s}(k) mownost~ #p^{−1}(x^∗) = δ, to dlØ vsØkoæ y ∈ p^{−1}(x^∗) toqka y ØvlØetsØ gladkoæ toqkoæ algebraiqeskogo mnogoobraziØ W , i differencial proekcii p v toqke y d_yp : T_{y,W} −→ T_{x,}Pn−s ØvlØetsØ izomorfizmom kasatel~nyh prostranstv T_{y,W} i T_x∗_,Pn−s algebraiqeskih mnogoobraziæ W i

P^{n−s}(k) v toqkah y i x^∗ sootvetstvenno.

(iii) esli dlØ nekotoroæ toqki x^∗ ∈ P^{n−s}(k) mownost~ #p^{−1}(x^∗) < +∞, to #p^{−1}(x^∗) 6 δ.

Dokazatel~stvo. Semeæstvo Ls+1, . . . , Ln prinadleßit H1. Po-

loßim v Lemme 12 semeæstvo H ravnym L_{s+1}, . . . , L_n. My budem

50 A. L. QISTOV

ispol~zovat~ oboznaqeniØ Y , p_1, p_2, p_3, G, R, U iz dokazatel~- stva Lemmy 12 i U_4 iz Lemmy 11. Pokaßem, qto deg_Y G = δ. Opredelim kofffficienty form ~H_j − L_j kak beskoneqno malye veliqiny otnositel~no polØ k dlØ vseh j. Tak qto opredeleno otobraßenie standartnoæ qasti

st : P^r(K) −→ P^r(k).

Takim obrazom, soglasno Predloßeni¸ 2 dlØ vsØkogo x^∗ ∈ U ∩ U ( ~H) ∩ U_4 dlØ vsØkogo y^∗ ∈ p( ~H)^{−1}(x^∗) fflement y = st y^∗ ∈ p^{−1}(x^∗), ili x = st y^∗. Differencial proekcii p v toqke y ∈ p^{−1}(x^∗) – izomorfizm. Esli y ∈ p^{−1}(x^∗), to po teoreme o neØvnoæ funkcii suwestvuet edinstvennoe y^′ ∈ p( ~H)^{−1}(x^∗), takoe qto st(y^′) = y. Sledovatel~no, v fftom sluqae y^′ = y^∗.

Pokaßem, qto ne suwestvuet y^∗ takogo, kak vyxe, dlØ kotorogo x = st y^∗. Deæstvitel~no, predpoloßim obratnoe, qto x = st y^∗. Oboznaqim y^∗ = (y^∗_1 , . . . , y^∗_n) ∈ A^n (k) i x^∗ = (1 : λ_{s+1} : . . . : λ_n). Poloßim |y^∗| = ( ∑ 16i6n^{|y∗}i^{|2)1/2}. Togda x ≠ st(y^∗/|y^∗|) ∈ con(x, W ) ∩ Z(L_{s+2} − λ_{s+1}L_{s+1}, . . . , L_n − λ_nL_{s+1}), tak kak, esli F ∈ k[X_1, . . . , X_n], F (y^∗) = 0, i F_r – forma naimen~xeæ stepeni mnogoqlena F , to F_r(st(y^∗ /|y^∗|)) = 0. Poluqennoe protivoreqie dokazyvaet naxe utverßdenie.

Takim obrazom,

δ = #p( ~H)^{−1}(x^∗) = #p^{−1}(x^∗) = deg_Y G,

i, sledovatel~no, deg G = δ, i (i) dokazano.

Teper~ (iii) sleduet iz (i) i opredeleniØ δ.

Qtoby dokazat~ (ii) zametim, qto soglasno Lemme 14 (s k, zamenennym na k) dlØ vsØkoæ toqki x^∗ s #p^{−1}(x^∗) = δ = [k(W ) :

k(P^{n−s−1})] (zdes~ vkl¸qenie k(P^{n−s−1}) ⊂ k(W ) poleæ racio-

nal~nyh funkciæ inducirovano p) suwestvuet otkrytoe mnoßestvo U^′ v topologii Zarisskogo, takoe qto x^∗ ∈ U^′, i morfizm p^{−1}(U^′) → U^′, inducirovannyæ p, koneqen. Teper~ suwestvuet lineænaØ forma Y , takaØ qto sootvetstvu¸wee p_1 biracional~no, #p_1(p^{−1}(x^∗)) = δ. DlØ fftoæ formy starxiæ kofffficient (lc_Y G)(x^∗) ≠ 0, tak kak morfizm p^{−1}(U^′) → U^′ koneqen, i x^∗ ∈ U^′. Sledovatel~no, p^{−1}_3 (x^∗) < +∞. Sledovatel~no, p^{−1}_3 (x^∗) = p_1(p^{−1}(x^∗)) = δ. Takim obrazom, R(x^∗) ≠ 0.

VYQISLENIE STEPENE` 51

Dalee, esli R(x^∗) ≠ 0, #p^{−1}(x^∗) = δ, i y ∈ p^{−1}(x^∗), to toqka p_1(y) – gladkaØ, lokal~noe kol~co O_{p1(y),p1(W )} mnogoobraziØ p_1(W ) v toqke p_1(y) celozamknuto. Sledovatel~no, po osnovnoæ teoreme Zarisskogo lokal~nye kol~ca O_{y,W} ≃ O_{p1(y),p1(W )}. Takim obrazom, p_1 – izomorfizm v okrestnosti vsØkoæ toqki y ∈ p^{−1}(x^∗). Ots¸da i (a) i (b), dokazannyh ranee, utverßdenie (ii) sleduet nemedlenno. Lemma dokazana.

Sledstvie 3. Pri usloviØh Lemmy 15 kratnost~ μ(x, Vs+1) =

deg V_{s+1} − δ.

Dokazatel~stvo. �to sleduet iz opredeleniØ kratnosti (1),

dannogo vo Vvedenii, i lemm, dokazannyh v fftom razdele.

Zameqanie 5. Soglasno Sledstvi¸ 4 iz Lemmy 16, sm. niße,

Lemma 15 i Sledstvie 3 takße vypolnØ¸tsØ, kogda uslovie (17) ne udovletvorØetsØ. V fftom sluqae δ = 0, i W = con(x, W ).

Lemma 16. Pust~ W – neprivodimoe algebraiqeskoe mnogoobra-

zie razmernosti n − s − 1, i lineænye formy L_0, L^{(i)}_{s+2}, . . . , L^{(i)}n ∈ k[X_0, . . . , X_n], i = 0, 1 ØvlØ¸tsØ, takimi qto L^{(i)}_{s+2}, . . . , L^{(i)}_n ∈ k[X_1, . . . , X_n], W ∩ Z(L_0, L^{(0)}_{s+2}, . . . , L^{(0)}_n ) = ∅, con(x, W ) ∩ Z(L_0, L^{(0)}_{s+2}, . . . , L^{(0)}_n ) = ∅, esli x ∈ W, W ∩ Z(L^{(1)}_{s+2}, . . . , L^{(1)}_n ) < +∞

v P^n(k). Dalee, pust~ vse toqki W ∩ Z(L^{(0)}_{s+2}, . . . , L^{(0)}n ) \ {x} – glad-

kie, i differencialy proekcii

p^{(0)} : W −→ P^{n−s−1}(k), (X_0 : . . . : X_n) → (L_0 : L^{(0)}_{s+2} : . . . : L^{(0)}_n ) ØvlØ¸tsØ izomorfizmami vo vseh toqkah iz W ∩Z(L^{(0)}_{s+2}, . . . , L^{(0)}n )\ {x}. Togda

#W ∩ Z(L^{(0)}_{s+2}, . . . , L^{(0)}_n ) ¿ #W ∩ Z(L^{(1)}_{s+2}, . . . , L^{(1)}_n ).

Dokazatel~stvo. Predpoloßim protivnoe, qto

#W ∩ Z(L^{(0)}_{s+2}, . . . , L^{(0)}_n ) < #W ∩ Z(L^{(1)}_{s+2}, . . . , L^{(1)}_n ).

52 A. L. QISTOV

Pust~ ε > 0 – beskoneqno malaØ veliqina otnositel~no polØ k. Tak qto opredeleno otobraßenie standartnoæ qasti

st : P^n(k(ε)) −→ P^n(k).

My imeem, sr. [3], +∞ > #W ∩ {L^{(0)}_j + εL^{(1)}_j = 0, s + 2 6 j 6

n} ¿ #W ∩ Z(L^{(1)}_{s+2}, . . . , L^{(1)}n ) (zdes~ moßno ispol~zovat~ Predlo-

ßenie 2, esli seæqas, tol~ko na odin moment, rassmotret~ 1/ε kak beskoneqno malu¸ veliqinu). Pust~ x^∗ ∈ W ∩ {L^{(0)}_j + εL^{(1)}_j = 0, s + 2 6 j 6 n}. Togda st(x^∗) ∈ W ∩ Z(L^{(0)}_{s+2}, . . . , L^{(0)}n ) po Predloßeni¸ 2. Differencialy proekcii p^{(0)} sut~ izomorfizmy vo vseh toqkah iz W ∩Z(L^{(0)}_{s+2}, . . . , L^{(0)}n )\{x}. Takim obrazom, po teoreme o neØvnoæ funkcii (primenennoæ k formal~nym stepennym rØdam) dlØ vsØkogo x^{′′} ∈ W ∩ Z(L^{(0)}_{s+2}, . . . , L^{(0)}n ) \ {x} suwestvuet edinstvennyæ x^∗ ∈ W ∩ {L^{(0)}_j + εL^{(1)}_j = 0, s + 2 6 j 6 n}, takoæ qto st(x^∗) = x^{′′}. Sledovatel~no, x ∈ W , i suwestvuet po men~xeæ mere odin x^′ ∈ W ∩ {L^{(0)}_j + εL^{(1)}_j = 0, s + 2 6 j 6 n}, takoæ qto st(x^′) = x.

Oboznaqim x^′ = (x^′_1, . . . , x^′_n) ∈ A^n . Poloßim |x^′| = ( ∑ 16i6n^{|x′}i^{|2)1/2}. My imeem^{st(x′) = x}, i, sledovatel~no,

x ≠ st(x^′/|x^′|) ∈ con(x, W ) ∩ Z(L^{(0)}_{s+2}, . . . , L^{(0)}_n ),

tak kak, esli F ∈ k[X_1, . . . , X_n], F (x^′) = 0, i F_r – forma naimen~xeæ stepeni mnogoqlena F , to F_r(st(x^′/|x^′|)) = 0. Poluqennoe protivoreqie dokazyvaet lemmu.

Sledstvie 4. Pust~ W , i L^{(i)}_{s+2}, . . . , L^{(i)}n , i = 1, 2, – takie ße, kak

i v formulirovke Lemmy 16. Pust~

W ∩ Z(L^{(0)}_{s+2}, . . . , L^{(0)}_n ) = {x}.

Togda W ∩ Z(L^{(1)}_{s+2}, . . . , L^{(1)}_n ) = {x}.

Bolee togo, v fftom sluqae W = con(x, W ).

Dokazatel~stvo. Neobhodimo dokazat~ tol~ko poslednee utver-

ßdenie. Rassmotrim proekci¸ π : P^n(k) \ {x} → P^{n−1}(k), opredelennu¸ v dokazatel~stve Lemmy 10.

VYQISLENIE STEPENE` 53

Pokaßem, qto zamykanie W_1 v topologii Zarisskogo mnoßestva π(W \ {x}) imeet razmernost~ n − s − 2. V samom dele, inaqe, ffta razmernost~ ravna n − s − 1. Sledovatel~no, suwestvu¸t lineænye formy H_{s+1}, H_{s+2}, . . . , H_n ot k[X_1, . . . , X_n], takie qto W_1 ∩ Z(H_{s+1}, . . . , H_n) = ∅. Sledovatel~no, morfizm W \ {x} → P^{n−s−1}(k), (X_0 : . . . : X_n) → (H_{s+1} : . . . : H_n) ØvlØetsØ dominantnym. Pofftomu suwestvu¸t z_1, . . . , z_n ∈ k, takie qto W ∩ Z(H_{s+2} − z_{s+2}H_{s+1}, . . . , H_n − z_nH_{s+1}) \ {x} ØvlØetsØ nepustym koneqnym mnoßestvom. Teper~ poloßim L^{(1)}_j = H_j − z_jH_{s+1}, s +2 6 j 6 n. Sledovatel~no, #W ∩ Z(L^{(1)}_{s+2}, . . . , L^{(1)}_n ) \

{x} ¿ 1, qto privodit k protivoreqi¸. Naxe utverßdenie doka-

zano.

Teper~ neprivodimoe algebraiqeskoe mnogoobrazie π^{−1}(W_1) ⊃ W \ {x}, i dim π^{−1}(W_1) = dim W . Sledovatel~no, W = con(x, W ) = π^{−1}(W_1) ∪ {x}. Sledstvie dokazano.

6. Zaverxenie opisaniØ algoritma dlØ vyqisleniØ kratnosti toqki Naxa cel~ teper~ – postroit~ semeæstvo lineænyh form M_0, M_{s+2}, M_{s+3}, . . . , M_n, takih qto M_0 = L_0, formy M_{s+2}, M_{s+3}, . . . , M_n ∈ k[X_1, . . . , X_n] ime¸t kofffficienty iz Zs dlinoæ zapisi O(n log d), V^′ ∩ Z(M_0, M_{s+2}, M_{s+3}, . . . , M_n) = ∅, con(x, V^′) ∩ Z(M_0, M_{s+2}, M_{s+3}, . . . , M_n) = ∅

v P^n(k), vse toqki iz V^′ ∩ Z(Ms+2, Ms+3, . . . , Mn) \ {x} ØvlØ¸tsØ

gladkimi toqkami algebraiqeskogo mnogoobraziØ V^′, i pereseqenie kasatel~nyh prostranstv T_{x1,V} ′ ∩ Z(M_{s+2}, M_{s+3}, . . . , M_n) = {x_1} dlØ vsØkoæ toqki x_1 ∈ V^′ ∩ Z(M_{s+2}, M_{s+3}, . . . , M_n) \ {x}.

Napomnim, qto v Razdele 4 postroeny toqki x_u, 1 6 u 6 N , priqem x_1 = x. Pust~ x_u = (x_{u,0} : . . . : x_{u,n}), gde vse x_{u,i} – iz

54 A. L. QISTOV

koneqnogo rasxireniØ polØ k. Postroim vewestvennu¸ strukturu dlØ polØ K = k(x_{u,0}, . . . , x_{u,n}), sm. [6, 7], kotoraØ induciruet vewestvennu¸ strukturu na k.

Pust~ beskoneqno malye veliqiny ε_0, ε_1, ε_2 i pole K_2 = k(ε_0, ε_1, ε_2) – takie ße, kak i v Razdele 4.

Pust~ Y_0, . . . , Y_n, Z_0, . . . , Z_n, T_0, . . . , T_n, Z, T – novye peremennye. DlØ vsØkogo 2 6 u 6 N rassmotrim sledu¸wu¸ sistemu uravneniæ i neravenstv s kofffficientami iz K_2

h_i = 0, 1 6 i 6 s + 1, h_i(Y_0, . . ., Y_n) = 0, 1 6 i 6 s + 1, h_i(Z_0, . . . , Z_n) = 0, 1 6 i 6 s, h_i(T_0, . . . , T_n) = 0, 1 6 i 6 s, h_{s+1}(Z_0, . . . , Z_n)Z − 1 = 0, h_{s+1}(T_0, . . . , T_n)T − 1 = 0, ∑ 06i6n^{|X}i^{− Z}i^{|2} 6^ε2^, ∑ 06i6n^{|Yi − Ti|2} 6^{ε2,} L_j (X_0 − Y_0, . . . , X_n − Y_n) = 0, s + 1 6 j 6 n, L_{s+1}(X_0 − x_{u,0}, . . . , X_n − x_{u,n}) = 0, ∑ 06i6n^{|X}i^{− x}u,i^{|2} 6^ε0^, ∑ 06i6n^{|Y}i^{− x}u,i^{|2} 6^ε0^, ∑ 06i6n^{|Yi − Xi|2} ¿^{ε1,}

(20)

My imeem sledu¸wiæ analog Lemmy 2.

Lemma 17. Pust~ V^′, i proekciØ px : V^′ \ {x} −→ P^{n−s−1}(k) – ta-

kie ße, kak v Razdele 4. Esli dlØ vsØkogo 2 6 u 6 N ne suwestvuet rexeniæ sistemy (20) v A^{4n+2} (K_2), to vse toqki {x_u}_26_u6_N algebraiqeskogo mnogoobraziØ V^′ ØvlØ¸tsØ gladkimi i differencialy proekcii p_x v toqkah {x_u}_26_u6_N – izomorfizmy.

Dokazatel~stvo. Pust~ ε3 > 0 – beskoneqno malaØ veliqina ot-

nositel~no polØ k(ε_0), takaØ qto ε_1 – beskoneqno malaØ veliqina otnositel~no polØ k(ε_0, ε_3). Predpoloßim, qto po kraæneæ mere odna toqka x_{u0} ne ØvlØetsØ gladkoæ, ili ona ØvlØetsØ gladkoæ, no differencial proekcii p v toqke x_{u0} – ne izomorfizm. Oboznaqim p_x(x_{u0}) = w ∈ P^{n−s−1}(k).

VYQISLENIE STEPENE` 55

Predpoloßim, qto suwestvuet tol~ko odna komponenta W mnogoobraziØ V^′, takaØ qto x_{u0} ∈ W . Oboznaqim qerez A(W ) mnoßestvo vseh indeksov u, takih qto x_u ∈ W , 1 6 u 6 N , i poloßim p = p_x|_{W \{x}}, N (W ) = #A(W ). Primenim Lemmu 15. Togda po fftoæ lemme N (W ) − 1 < δ, i suwestvuet w^∗ ∈ P^{n−s−1}(k(ε_3)), takoe qto st_{ε3} (w^∗) = w i #p^{−1}(w^∗) = δ. Soglasno Predloßeni¸ 2 suwestvu¸t dva razliqnyh fflementa x^′, y^′ ∈ #p^{−1}(w^∗), takih qto st_{ε3}(x^′) = st_{ε3} (y^′) = x_{u1} dlØ nekotorogo u_1 ∈ A(W ).

Napomnim,qto L = Z(L_{s+2}, L_{s+3}, . . . , L_n). Oboznaqim st = st_{ε0} ∘ st_{ε3}. Pokaßem, qto u_1 ≠ 1. Deæstvitel~no, inaqe, x ≠ st(x^′/|x^′|) ∈ con(x, W ) ⊂ con(x, V^′), tak kak, esli F ∈ k[X_1, . . . , X_n], F (x^′) = 0, i F_r – forma naimen~xeæ stepeni mnogoqlena F , to F_r (st(x^′/|x^′|)) = 0. Dalee,

(L_j − (L_j /L_{s+1})(w^∗)L_{s+1})(x^′/|x^′|) = 0,

i (L_j /L_{s+1})(w^∗) – beskoneqno malaØ veliqina dlØ vsØkogo s + 2 6

j 6 n. Sledovatel~no, my imeem Lj (st(x^′/|x^′|)) = 0 dlØ vsØkogo

s + 2 6 j 6 n. Pofftomu x ≠ st(x^′/|x^′|) ∈ con(x, V^′) ∩ L. Poluqennoe protivoreqie dokazyvaet naxe utverßdenie.

Sledovatel~no, u ¿ 2. Iz togo, qto x^′, y^′ ∈ W ⊂ V^′, my poluqaem suwestvovanie z^′, t^′ ∈ P^n(k(ε_3, ε_2)), takih qto h_i(z^′) = h_i(t^′) = 0 dlØ 1 6 i 6 s, h_{s+1}(z^′) ≠ 0, h_{s+1}(t^′) ≠ 0, i st_{ε2}(z^′) = x^′, st_{ε2}(t^′) = y^′. Takim obrazom, sistema (20) s u = u_1 imeet rexenie v P^n(k(ε_3, ε_2)). Teper~ izomorfizm poleæ s vewestvennymi strukturami k(ε_3, ε_2) ≃ k(ε^a_0, ε_2), inducirovannyæ ε_3 → ε^a_0 dlØ dostatoqno bol~xih 0 < a ∈ Zzadaet rexenie sistemy (20) s u = u_1

v P^n(k(ε0, ε2)).

Esli suwestvu¸t dve razliqnye komponenty W_1 i W_2 mnogoobraziØ W , to suwestvuet toqka w^∗ ∈ P^{n−s−1}(k(ε_3)), takaØ qto w^∗ ∉ p(W_1 ∩ W_2), i st_{ε3} (w^∗) = w. Togda po Predloßeni¸ 2 suwestvu¸t dve razliqnye x^′, y^′ ∈ #p^{−1}(w^∗), takie qto x^′ ∈ W_1, y^′ ∈ W_2, st_{ε3} (x^′) = st_{ε3} (y^′) = x_{u0}. Dalee dokazatel~stvo analogiqno rassmotrenomu sluqa¸ odnoæ komponenty W . Lemma dokaza- na. VernemsØ k opisani¸ algoritma. Postroim rexenie sistemy (20) dlØ nekotorogo u ili ustanovim, qto dlØ vsØkogo 2 6 u 6 N ne suwestvuet rexeniæ sistemy (20) v A^{4n+2} (K_2). V poslednem sluqae po Lemme 17 vse toqki {x_u}_26_u6_N mnogoobraziØ V^′ – glad-

56 A. L. QISTOV

kie, i differencialy proekcii p_x v toqkah {x_u}_26_u6_N – izomorfizmy.

Predpoloßim, qto suwestvuet rexenie (x^′_0, . . . , x^′_n, y^′_0, . . . , y^′_n, z^′_0, . . . , z^′_n, t^′_0, . . . , t^′_n, z, t) ∈ A^{4n+2} (K_2) nekotoroæ sistemy (20) s u = u_0. Oboznaqim x^′ = (x^′_0 : . . . : x^′_n) i y^′ = (y^′_0 : . . . : y^′_n). Sledovatel~no, x^′, y^′ ∈ P^n(K_2). Vyqislim x^∗ = st_{ε2} (x^′) i y^∗ = st_{ε2} (y^′). Togda x^∗, y^∗ ∈ V^′, tak kak mnogoqleny h_1, . . . , h_s obrawa¸tsØ v nul~ v fftih toqkah, mnogoqlen h_{s+1} ne obrawaetsØ v nul~ v toqkah (z^′_0, . . . , z^′_n) i (t^′_0, . . . , t^′_n), kotorye beskoneqno blizki k x^∗ i y^∗ sootvetstvenno. Poloßim

L^′_i = L_i − (L_i/L_{s+1})(x^∗)L_{s+1}, s + 2 6 i 6 n.

Vyqislim vse toqki mnoßestva V^′ ∩ Z(L^′_{s+2}, . . . , L^′_n) v P^n(K_2). Oboznaqim N^′ = #V^′ ∩ Z(L^′_{s+2}, . . . , L^′_n). Po Predloßeni¸ 2 dlØ vsØkogo x^{′′} ∈ V^′ ∩ Z(L^′_{s+2}, . . . , L^′_n) suwestvuet 1 6 u 6 N , takoe qto (st_{ε0} ∘ st_{ε1} ) (x^{′′}) = x_u. Tak qto N^′ ¿ N . Dalee, x^∗, y^∗ ∈ V^′ ∩ Z(L^′_{s+2}, . . . , L^′_n), x^∗ ≠ y^∗, i (st_{ε0} ∘ st_{ε1} ) (x^∗) = (st_{ε0} ∘ st_{ε1}) (y^∗ ). Sledovatel~no, N^′ ¿ N + 1 > N .

Primenim analog vtorogo vspomogatel~nogo algoritma iz [7], opisannogo v Razdele 4, k lineænym formam L^′_{s+2}, . . . , L^′_n i postroim lineænye formy M_{s+2}, . . . , M_n ot X_1, . . . , X_n s kofffficientami iz Zs dlinoæ zapisi O(n log d), takie qto #V^′ ∩ Z(M_{s+2}, . . . , M_n) ¿ N^′ > N, V^′ ∩ Z(L_0, M_{s+2}, . . . , M_n) = ∅

v P^n(k). Poloßim takße M0 = L0.

Posle fftogo vozvratimsØ rekursivno k naqalu opisyvaemogo algoritma, zamenØØ lineænye formy L_0, L_{s+2}, . . . , L_n na M_0, M_{s+2}, . . . , M_n. Poskol~ku N^′ > N , to moßet byt~ samoe bol~xee d^{s+1} takih vozvratov v algoritme.

Takim obrazom, osuwestvlØØ fftu rekursivnu¸ proceduru do konca, my moßem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti po Lemme 17, qto vse toqki x_u, 2 6 u 6 N (esli oni suwestvu- ¸t) ØvlØ¸tsØ gladkimi toqkami algebraiqeskogo mnogoobraziØ V^′, i differencialy proekcii p_x, sm. Lemmu 17, v toqkah x_u,

2 6 u 6 N – izomorfizmy.

Uslovie, qto differencialy proekcii

~p : W −→ P^{n−s−1}(k), (X_0 : . . . : X_n) → (L_0 : L_{s+2} : . . . : L_n)

VYQISLENIE STEPENE` 57

ØvlØ¸tsØ izomorfizmami vo vseh toqkah iz V^′ ∩Z(L_{s+2}, . . . , L_n)\ {x} sleduet iz usloviØ, qto differencialy proekcii

p_x : V^′ \ {x} −→ P^{n−s−1}(k), (X_0 : . . . : X_n) → (L_{s+1} : L_{s+2} : . . . : L_n).

ØvlØ¸tsØ izomorfizmami vo vseh toqkah iz W ∩Z(L_{s+2}, . . . , L_n)\ {x}. Oba usloviØ ffkvivalentny tomu, qto pereseqenie kasatel~- nyh prostranstv T_{xu,V} ′ ∩ Z(L_{s+2}, L_{s+3}, . . . , L_n) = {x_u} dlØ vsØkoæ toqki x_u ∈ V^′ ∩ Z(L_{s+2}, L_{s+3}, . . . , L_n) \ {x}. Takim obrazom, my imeem trebuemye lineænye formy M_j = L_j, j = 0, s+2, s+3, . . . , n.

Teper~ postroim, primenØØ Lemmu 5, podmnoßestvo indeksov A ⊂ {2, . . . , N }, takih qto {x_u : u ∈ A} = V_{s+1} ∩ Z(L_{s+2}, . . . , L_n) (21)

v P^n(k).

Lemma 18. Pust~ μ(x, Vs+1) – kratnost~ toqki x mnogoobraziØ

V_{s+1}. Togda μ(x, V_{s+1}) = deg V_{s+1} − #A. (22)

Dokazatel~stvo. Pust~ W – proizvol~naØ neprivodimaØ kom-

ponenta mnogoobraziØ V^′, i A(W ) ⊂ {1, . . . , N } – podmnoßestvo indeksov, takih qto {x_u : u ∈ A(W )} = W ∩ Z(L_{s+2}, . . . , L_n) v P^n(k)._{Rassmotrim mnoßestvo semeæstv H, sostoØwih kaßdoe iz n −}

s − 1 lineænyh form H_{s+2}, . . . , H_n ot X_1, . . . , X_n s kofffficientami iz k. Tak qto po opredeleni¸ kratnosti suwestvuet takoe semeæstvo H = {H_j}_{s+2}6_j6_n, dlØ kotorogo #(W ∩ Z(H_{s+2}, . . . , H_n) \ {x}) < +∞, i μ(x, W ) = deg W − #(W ∩ Z(H_{s+2}, . . . , H_n) \ {x}). UsloviØ Lemmy 16 udovletvorØ¸tsØ dlØ L^{(0)}_j = L_j , j = 0, s + 2, . . . , n i L^{(1)}_j = H_j, j = s + 2, . . . , n. Teper~, primenØØ Lemmu 16, my poluqaem, qto #(W ∩ Z(L_{s+2}, . . . , L_n) \ {x}) ¿ #(W ∩ Z(H_{s+2}, . . . , H_n) \ {x}). Sledovatel~no, po opredeleni¸ kratnosti #A(W ) = #(W ∩ Z(L_{s+2}, . . . , L_n) \ {x}) = #(W ∩ Z(H_{s+2}, . . . , H_n) \ {x}) = deg W − μ(x, W ).

58 A. L. QISTOV

Sledovatel~no, ∑ W ⊂V_s+1 μ(x, W ) = deg Vs+1 − #A. No μ(x, Vs+1) ¿ ∑ W ⊂V_s+1 μ(x, W ), qto ØvlØetsØ prostym sledstviem opredeleniØ

kratnosti. Pofftomu μ(x, V_{s+1}) ¿ deg V_{s+1} − #A. Nakonec, my imeem −1 + deg V_{s+1} − #V_{s+1} ∩ Z(L_{s+2}, . . . , L_n) = deg V_{s+1} − #A, i, sledovatel~no, μ(x, V_{s+1}) = deg V_{s+1} − #A. Lemma dokazana.

Takim obrazom, soglasno Lemme 18 my moßem vyqislit~ kratnost~ μ(x, V_{s+1}). Algoritm dlØ vyqisleniØ kratnosti toqki opisan polnost~¸. Teorema 3 dokazana.

Literatura

1. D. Mamford, AlgebraiqeskaØ geometriØ I. Kompleksnye proektivnye mnogoobraziØ. M., Mir, 1979.

2. R. Hartshorn, AlgebraiqeskaØ geometriØ. M., Mir, 1981. 3. A. L. Qistov, Algoritm polinomial~noæ sloßnosti dlØ razloßeniØ mnogoqlenov na neprivodimye mnoßiteli i nahoßdenie komponent mnogoobraziØ v subffksponencial~noe vremØ. — Zap. nauqn. semin. LO- MI 137 (1984), 124–188.

4. A. L. Qistov, Algoritmy polinomial~noæ sloßnosti dlØ vyqislitel~- nyh zadaq v teorii algebraiqeskih krivyh. — Zap. nauqn. semin. LOMI 176 (1989), 127–150.

5. J. Bochnak, M. Coste, and M. -F. Roy, Géométrie algébrique réelle. Springer–Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 1987.

6. A. L. Chistov, Polynomial-time computation of the dimension of algebraic varieties in zero-characteristic. — J. Sym. Comp. 22, No. 1 (1996), 1–25.

7. A. L. Chistov, Polynomial-time computation of the dimensions of components of algebraic varieties in zero-characteristic. — J. Pure Appl. Algebra 117, 118 (1997), 145–175.

8. A. L. Chistov, Polynomial complexity of the Newton–Puiseux algorithm. Lecture Notes Computer Science, Vol. 233, Springer, New York, Berlin, Heidelberg, 1986, pp. 247–255.

9. A. L. Chistov, M. Karpinski, Complexity of Deciding Solvability of Polynomial Equations over p-adics. Research Report No. 85183-CS, Institut fur Informatik der Universitat Bonn, May 1997.

10. M. Giusti, J. Heintz, La détermination des points isolés et de la dimension d’une variété algébrique peut se faire en temps polynomial. Proc. Int. Meeting on Commutative Algebra, Cortona (1993).

11. J. Igusa, Mem. Coll. Sci. Univ.. Kyoto 27 (1951), 189–201.

12. L. Kroneker, Grundzüge einer arithmetischen theorie der algebraischen grossen.

— J. Reine Angew. Math. 92 (1882), 1–122.

13. D. Lazard, Algèbre linéaire sur k[x1, . . . , xn] et élimination. — Bul. S.M.F. 105 (1977), 165–190.

14. D. Lazard, Résolution des systèmes d’équations algébrique. — Theor. Comp. Sci.

15 (1981), 77–110.

VYQISLENIE STEPENE` 59

15. J. Milnor, On Betti numbers of real varieties. — Proc. Amer. Math. Soc. 15 (2) (1964), 275–280.

16. J. Renegar, A faster PSPACE algorithm for deciding the existential theory of reals. Proc. 29th Annual Symp. on Foundations of Computer Sci., October 24–26, 1988, pp. 291–295.

17. P. Samuel, Métodes d’algebre abstracte en géométrie algébrique. B. 1967.

Chistov A. L. Polynomial-time computation of degrees of algebraic varieties in zero-characteristic and its applications.

Consider an algebraic variety over a zero–characteristic ground field which is given as a set of all common zeros of a family of polynomials of the degree less than d in n variables. In this paper the following algorithms with the working time polynomial in the size of input and d^n are constructed: an algorithm for the computation of the degrees of algebraic varieties, an algorithm for the computation of the dimension of a given algebraic variety in the neighbourhood of a given point, an algorithm for the computation of the multiplicity of a given point of an algebraic variety, an algorithm for the computation of a representative system of smooth points with their tangent spaces on each component of a given algebraic variety, an algorithm for deciding whether a given morphism of algebraic varieties is dominant.

Postupilo 22 i¸lØ 1999 g. Sankt-Peterburgskiæ institut informatiki i avtomatizacii Rossiæskoæ akademii nauk