Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 259, 1999 g.

A. A. Arhipova, O. A. LadyßenskaØ

OB ODNOM OBOBWENII LEMMY GERINGA

Lemma Geringa [1] i ee mnogoqislennye varianty naxli vaßnoe primenenie v teorii nelineænyh uravneniæ i sistem (sm., naprimer, [2–5]). Razliqnye varianty fftoæ lemmy pozvolØ¸t dokazat~ povyxenie stepeni integriruemosti proizvodnyh obobwennyh rexeniæ nelineænyh kraevyh zadaq. Tak, naprimer, okazalos~, qto proizvodnye rexeniæ naqal~no-kraevyh zadaq dlØ paraboliqeskih sistem uravneniæ udovletvorØ¸t obratnym neravenstvam Gel~dera v paraboliqeskih cilindrah, priqem v kaqestve dopolnitel~nyh slagaemyh v ffti neravenstva mogut vhodit~ integraly ot funkciæ iz anizotropnyh prostranstv i integraly po mnogoobraziØm men~xih razmernosteæ (po qasti bokovoæ poverhnosti ili osnovaniØ paraboliqeskogo cilindra). V rabote [6] dokazan variant lemmy Geringa, pozvolØ¸wiæ vkl¸qat~ v obratnye neravenstva opisannye vyxe dopolnitel~- nye slagaemye.

V to ße vremØ pri izuqenii nestacionarnoæ zadaqi o neodnorodnoæ nesßimaemoæ ßidkosti [7] poleznym okazalsØ novyæ variant lemmy Geringa, ne rassmotrennyæ ranee v literature. Sootvetstvu¸wiæ rezul~tat sformulirovan v rabote [7] i k nemu dany kratkie poØsneniØ. V dannoæ zametke my privodim podrobnoe dokazatel~stvo fftogo rezul~tata (lemma 1), ispol~zuØ oboznaqeniØ i metod rassußdeniØ blizkiæ rabote [6].

PredlagaemaØ modifikaciØ lemmy Geringa dokazyvaetsØ zdes~ dlØ funkciæ, udovletvorØ¸wih obratnym neravenstvam Gel~dera v paraboliqeskih cilindrah. Analogiqnyæ rezul~tat veren i dlØ sluqaØ, kogda integrirovanie provoditsØ ne po paraboliqeskim cilindram, a po xaram v R^n. V konce raboty my formuliruem sootvetstvu¸wiæ rezul~tat (lemma 2), on dokazyvaetsØ faktiqeski tak ße, kak lemma 1 i bolee prosto. Takoe

Rabota podderßana Rossiæskim fondom fundamental~nyh issledovaniæ (RFFI, granty No. 96-01-00087 i No. 99-01-00108) i Federal~noæ programmoæ “Nauqnye xkoly” (grant No. 96-15-96121). 7

8 A. A. ARHIPOVA, O. A. LADYȷENSKA˚ utverßdenie polezno dlØ issledovaniØ fflliptiqeskih kraevyh zadaq.

Vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ:

B_R(x^0) – xar v R^n radiusa R s centrom v toqke x^0, z = (x, t), x ∈ R^n, t ∈ R^1, Q_R(z^0) = {z ∈ R^{n+1} : x ∈ B_R(x^0), t ∈ (t^0 − R^2, t^0 + R^2)} – paraboliqeskiæ cilindr radiusa R s centrom v toqke z^0, Q^−_R(z^0) = {z ∈ R^{n+1} : x ∈ B_R(x^0), t ∈ (t^0 − R^2, t^0)}, δ(z^1, z^2) =

max{|x^1 − x^2|, |t^1 − t^2| 1 2 } – paraboliqeskoe rasstoØnie v R^{n+1},

P^−_a = {z ∈ R^{n+1} : |xi| < a, i = 1, . . . , n, t ∈ (−a^2, 0)} – paraboli-

qeskiæ polukub s paraboliqeskoæ graniceæ ∂^′ P^−_a , jAj_k = meas_k A – mera Lebega mnoßestva A razmernosti k, jQ_Rj = meas_{n+1} Q_R = 2ω_n R^{n+2}, ω_n = jB_1(0)j_n, Œ^∫_{QR} vdz =^1_{jQRj}^∫_{QR} v dz, pixem ‖ · ‖_{m,Q} vmesto ‖ · ‖_{Lm(Q)}.

V rabote [7] sformulirovan sledu¸wiæ rezul~tat.

Lemma 1 (lemma 2.2 [7]). Pust~ P = P^−_a s kakim-libo a > 1 i

dlØ neotricatel~nyh funkciæ ∈ L_l(P), l > 1, f ∈ L_m(P), m > l, i ψ ∈ L_1(P), dlØ poqti vseh z^0 ∈ P verny neravenstva

Œ^∫

Q�_{R (z}0_) g^l dz 6 θ Œ ∫ Q�_{bR (z}0_) g^l dz + B ( Œ^∫

Q�_{bR (z}0_) g dz )_l + Œ^∫

Q�_{bR (z}0_) f^l dz+

(1) +(bR)^β Œ ∫ Q�_{bR(z0 )} ψ dz, ∀ R <^1b min { δ(z^0, ∂^′ P), R_1 } ,

s nekotorymi parametrami R_1 > 0, θ > 0, B > 1, b > 2, β > 0. Suwestvu¸t qisla ε i θ_0 = θ_0 (l, b) ∈ (0, 1) takie, qto esli v neravenstvah (1) θ 6 θ_0, togda g ∈ L_s(~P), ∀ ~P⊂ P, δ(~P, ∂^′ P) > 0, s ∈ [ l, l + ε ),

OB ODNOM OBOBWENII LEMMY GERINGA 9 i ‖g‖_{s,}eP6 c ‖g‖_{l,}P+ ‖f‖_{s,}P+ ‖ψ‖ 1 l_1 ,P . (2)

PostoØnnye c i ε zavisØt ot n, l, m, a, b, B, β, postoØnnaØ c takße zavisit ot δ(~P, ∂^′ P)^{−1}, ε 6 min { m − l, βl n + 2 } . V sluqae, kogda ψ ≡ 0, ffta lemma predstavlØet horoxo izvestnyæ rezul~tat (sm. [6, 9], podrobnoe dokazatel~stvo v [10]). Suwestvenno novym momentom ØvlØetsØ tot fakt, qto otnositel~no funkcii ψ izvestna tol~ko prinadleßnost~ prostranstvu L_1(P). Soglasno izvestnym rezul~tatam, fftogo predpoloßeniØ nedostatoqno, qtoby utverßdat~ o povyxenii stepeni integriruemosti issleduemoæ funkcii g, no okazalos~, qto naliqie pered inte-

gralom Œ ∫ Q_{bR} ψ dz v neravenstve (1) mnoßitelØ R^β s pokazatelem

β > 0 garantiruet spravedlivost~ utverßdeniØ lemmy 1.

Qtoby ne zagromoßdat~ dokazatel~stvo lemmy 1, provedem ego dlØ sluqaØ θ = 0, f = 0, ψ ≠ 0. Krome togo, udobno sqitat~, qto funkcii g i ψ opredeleny ne v P^−_a , a v “standartnom” parallelepipede

Q^− = { z ∈ R^{n+1} : |xi| <^3_2 , i = 1, . . . , n, −^5_4 < t < 0^}.

˚sno, qto takoæ perehod fflementarno osuwestvlØetsØ, esli v

R^{n+1} vvesti koordinaty (x^′_1, . . . x^′_n, t^′), gde x^′_i = xi^3_{2a}, t^′ = t^5_{4a2} .

Takim obrazom, budem sqitat~, qto dlØ funkciæ g ∈ L_l(Q^−) i ψ ∈ L_1(Q^−) ime¸t mesto neravenstva

Œ^∫

Q�_{R (z}0_) g^l dz 6 B ( Œ^∫

Q�_{bR (z}0_) g dz )_l + (bR)^β Œ ∫ Q�_{bR (z}0_) ψ dz,

∀ R <^1b min { δ(z^0, ∂^′ Q), R_1 } . (3)

Pokaßem, qto togda g ∈ L_s( ~Q), ∀ ~Q ⊂ Q^−, δ( ~Q, ∂^′ Q^−) > 0, s ∈ [ l, l + ε ), ε 6 βl n + 2 , i verna ocenka ‖ ‖g ‖ ‖_{s,} e_Q 6 c ‖ ‖g ‖ ‖_{l,Q}� + ‖ ‖ψ ‖ ‖ 1 l_1 ,Q� . (4)

10 A. A. ARHIPOVA, O. A. LADYȷENSKA˚ Preßde vsego, prodolßim funkcii g i ψ kak qetnye funkcii iz Q^− na mnoßestvo Q = { z ∈ R^{n+1} : |xi| <^3_2 , i = 1, . . . , n, |t| <^5_4^} .

Prodolßennye funkcii, za kotorymi sohraneny oboznaqeniØ g i ψ, udovletvorØ¸t neravenstvam vida (3) v polnyh cilindrah Q_R(z^0). Toqnee, suwestvu¸t qisla b_1 > b i c_1 = c_1(l, b) > 1 takie, qto dlØ poqti vseh z^0 ∈ Q spravedlivy neravenstva

Œ^∫_Q R (z0) g^l dz 6 B_1 ( Œ^∫_Q b1R (z 0) g dz )_l + (b_1R)^β Œ ∫ Q_b1_R (z0) ψ_1 dz,

∀ R <^1b_1 min { δ(z^0, ∂Q), R_1 } , (5)

gde B 1 = c1B, ψ1(z) = c1ψ(z).

Neravenstva (5) normiruem sledu¸wim obrazom: dlØ M = ‖g‖_{l,Q} + ‖ψ_1‖ 1 l_1

,Q poloßim G = g M , Ψ =

ψ_1 M^l . DlØ funkciæ G i Ψ max { ‖G‖_{l,Q}, ‖Ψ‖_{1,Q}} 6 1, i spravedlivy neravenstva

Œ^∫_{QR (z0)} G^l dz 6 B 1^( Œ^∫_{Qb} 1 R(z 0 ) G dz )_l + (b_1R)^β Œ ∫ Q_b1_R (z0)

Ψ dz (6)

dlØ poqti vseh z^0 ∈ Q i R <^1_{b1} min { δ(z^0, ∂Q), R_1 } . Opredelim funkci¸ G_0 = Gζ 1 l , gde ζ(z) = δ(z, ∂Q)^{n+2}, i polo- ßim h(τ ) = ∫ E(G0 ,τ ) G_0(z) dz, gde E(Φ, τ ) = {z ∈ Q : Φ(z) > τ } .

OB ODNOM OBOBWENII LEMMY GERINGA 11 DlØ h(τ ) neskol~ko niße my vyvedem neravenstva − ∞∫ τ ζ^{l−1} dh(ζ) 6 c_0 [ τ^{l−1} h(τ ) + H(τ ) ] , ∀ τ > τ_0 > 0, (7)

gde l > 1, H(τ ) = ‖Ψ‖_{1,Q} · τ^− βl n + 2 , c_0 i τ_0 opredelØ¸tsØ parame-

trami neravenstva (6).

Zametim, qto funkcii h(τ ) i H(τ ) : [ τ_0, ∞ ) → [ 0, ∞ ) ne ubyva- ¸t i stremØtsØ k nul¸ pri τ → +∞.

Soglasno lemme ob integrale Stil~t~esa ([1], sm. takße [8], gl. V, lemma 1.2), iz neravenstv (7) s l = α + 1 sleduet, qto − ∞∫ τ0 τ^γ dh(τ ) 6 α c_0α − (c_0 − 1)γ ( − ∞∫ τ0 τ^αdh(τ ) ) −

− c^0γ c_0α − (c_0 − 1)γ ∞∫ τ0 τ^{γ−α}dH(τ ), γ ∈ [ α, c_0α c_0 − 1 ) . (8)

PrinimaØ vo vnimanie ravenstvo ∫ E(G0,τ ) G^s_0(z) dz = − ∞∫ τ ζ^{s−1}dh(ζ), ∀ s > 1, (9) iz (8) vyvodim, qto G_0 ∈ L_s(Q) dlØ nekotorogo s > l (s = γ + 1, l = α + 1), i verna ocenka ‖ ‖G_0 ‖ ‖^s_{,Q} 6 c_1 { ‖ ‖G_0 ‖ ‖^l_{,Q} + ‖Ψ‖_{1,Q} } (10)

s postoØnnoæ c_1, zavisØweæ ot l, s, c_0, τ_0.

Zametim, qto iz ograniqeniØ γ <^{c0α}_{c0 − 1} v neravenstve (8) sleduet, qto s < l +^{l − 1}_{c0 − 1} . Krome togo, dlØ shodimosti integrala s H(τ ) v neravenstve (8) nußno potrebovat~, qtoby s < l + βl n + 2 .

VspominaØ teper~, qto G_0 = Gζ 1 l , gde ζ(z) = δ^{n+2}(z, ∂Q), a takße opredelenie funkciæ G i Ψ, iz (10) vyvodim ocenku (4) s postoØnnoæ c, zavisØweæ kak ot parametrov zadaqi, tak i ot rasstoØniØ δ( ~Q, ∂^′ Q^−).

12 A. A. ARHIPOVA, O. A. LADYȷENSKA˚ Takim obrazom, ostalos~ dokazat~ spravedlivost~ neravenstva (7).

Dalee nam ponadobitsØ sledu¸wee utverßdenie.

Utverßdenie. Pust~ v ∈ L1(Q0), v > 0 v Q0, Q0 – kakoæ-libo

paraboliqeskiæ kub v R^{n+1}, Œ^∫_{Q0} v dz 6 α, gde α > 0 – fiksirovannoe qislo. Suwestvuet posledovatel~nost~ paraboliqeskih kubov {Q_i}, i > 1, so storonami, parallel~nymi osØm koordinat i nepereseka¸wimisØ vnutrennostØmi, takie, qto α < Œ^∫_{Qj} v dz 6 2^{n+2}α, v(z) 6 α poqti vezde v Q_0 \ ⋃ j¿1^{Qj.} �to utverßdenie ØvlØetsØ variantom lemmy Kal~derona– Zigmunda s zamenoæ evklidovyh kubov Q_i paraboliqeskimi kubami (sm., naprimer, [10], utverßdenie 3.1).

Poloßim dalee

C 0 =^{ z ∈ Q : |xi| <^1_2 , i = 1, . . . , n, |t| <^1_4^}, C k =^{ z ∈ Q : 2^{−k} < δ(z, ∂Q) 6 2^{−k+1 }} , k ∈ N. Oqevidno, qto ⋃ k¿0 C k = Q.

Mnoßestvo C_k est~ ob¨edinenie koneqnogo qisla paraboliqeskih kubov P^{(k)} so storonoæ a_k = δ(C_k , ∂Q) = 2^{−k}, jP^{(k)}j = 2^{−k(n+2)}.

Zafiksiruem m_0 ∈ N takoe, qto^{b1} √ n 2m^0 < min

{_1

2 , R_1 } , b_1 i R_1 – iz neravenstva (6). Rassmotrim vse paraboliqeskie kuby D^{(k)} so storonoæ d^{(k)} =^{ak}_{2m0} , poluqennye drobleniem kubov P^{(k)}, jD^{(k)}j = 2^{−(m0+k)(n+2)}.

Pri fiksirovannom m_0 na mnoßestve C_{k−1} ∪C_k ∪C_{k+1} funkciØ

ζ(z) = δ^{n+2}(z, ∂Q) ffkvivalentna jD^{(k)}j. DlØ funkcii G_0 = Gζ 1 l

OB ODNOM OBOBWENII LEMMY GERINGA 13 imeem ocenku ( Œ^∫_{D(k)} G^l_0 dz^) 1 l 6 c(n, m0)^‖G^‖_{l,Q} 6 c(n, m0) ≡ τ0, τ0 > 1. Takim obrazom, dlØ l¸bogo paraboliqeskogo kuba D^{(k)} ⊂ C_k vypolnØetsØ ocenka

Œ^∫_{D(k)} G^l_0 dz 6 τ^l_0.

Zafiksiruem τ > τ_0 i σ = λτ , parametr λ > 1 budet vybran dalee. PolagaØ v usloviØh utverßdeniØ Q_0 = D^{(k)}, v = G^l_0, α = σ^l, poluqaem, qto suwestvuet posledovatel~nost~ paraboliqeskih kubov {Q^k_j }_{j∈N} v D^{(k)} takih, qto

G_0(z) 6 σ poqti vezde v D^{(k)} \ ⋃ j Q^k_j , (11)

σ^l < Œ ∫ Q^k_j G^l_0(z) dz 6 2^{n+2} σ^l. (12)

Tak kak C_k est~ ob¨edinenie koneqnogo qisla kubov D^{(k)}, to suwestvuet posledovatel~nost~ paraboliqeskih kubov, kotoru¸ budem popreßnemu oboznaqat~ {Q^k_j }_{j∈N} , takaØ, qto G_0(z) 6 σ poqti vezde v C_k \ ⋃ j Q^k_j , i spravedliva ocenka (12).

Teper~ moßno utverßdat~, qto ∫ E(G0,σ) G^l_0 dz 6 ∑ k,j ∫ Q^k_j G^l_0(z) dz^{(12)}6 2^{n+2} σ^l ∑ k,j |Q^k_j |. (13)

Qtoby ocenit~ ∑ k,j |Q^k_j |, zafiksiruem proizvol~nu¸ toqku z^0 ∈ Q^k_j i rassmotrim paraboliqeskiæ cilindr Q_{r0} ⊃ Q^k_j , r_0 6 √ n a^k_j 6 √ n 2k+m^0 , gde a k j – storona kuba Q^k_j . Qislo m_0 ranee vybrano tak, qtoby

b_1 r_0 6

b_1 √ n 2k+m^0 < min

{_1

2k+1 , R^1 } . (14)

14 A. A. ARHIPOVA, O. A. LADYȷENSKA˚ Cilindr Q_{b1r0} (z^0) moßet peresekat~sØ tol~ko s mnoßestvami

C k−1 , C k , C k+1 . Krome togo, v Qb_1r_0 (z^0) funkciØ ζ(z) ffkvivalent-

na jD^{(k)} j.

S pomow~¸ levogo neravenstva (12) vyvodim

σ^l < Œ ∫ Q^k_j G^l_0(z) dz 6 c(n) Œ ∫ Q_r0 (z0)

G^l_0(z) dz 6

6 c1(n)jD^{(k)}j Œ^∫

Q_r0 (z0) G^l dz. (15) SqitaØ, qto dlØ rassmatrivaemoæ toqki z^0 verna ocenka (6), iz (15) i (6) s R = r_0 poluqaem neravenstvo

σ^l < c_2jD^{(k)}j { B 1^( Œ^∫_Q b1 R(z 0) G dz )_l + (b_1 r_0)^β Œ ∫ Q_b1_r0 (z0 ) Ψ dz } , otkuda sleduet, qto pri

r = b_1r_0 < min

{_1

2k+1 , R^1 }

σ < c_3 { Œ^∫_Q r (z0) G_0 dz + r β l ( Œ^∫_Q r (z0) Ψ_0 dz

)^1 l } , (16)

gde Ψ_0(z) = Ψ(z)ζ(z).

Pust~ E_r(τ ) = { z ∈ Q_r(z^0) : G_0(z) > τ } , togda iz (16) sleduet, qto

σjQ_rj < c_3 { ∫ E_r (τ )

G_0 dz + τ jQ_rj + r β l_jQr_j^{1−} 1 l ( ∫ Q_r (z0)

Ψ_0 dz

)^1 l } . (17)

Slagaemoe s funkcieæ Ψ_0 v neravenstve (17) ocenim s pomow~¸ neravenstva Koxi sledu¸wim obrazom: r β l jQ_r j l − 1 l ( ∫ Q_r Ψ_0 dz

)^1 l = (jQ_r jτ ) l − 1 l · r β l τ^− l − 1 l ( ∫ Q_r )

Ψ_0 dz

)^1 l 6

OB ODNOM OBOBWENII LEMMY GERINGA 15

6^{l − 1}_l jQr jτ +^{rβ}_{lτ l�1}^∫

Q_r Ψ_0 dz.

Dalee budem sqitat~, qto λ > 2c_3. Togda iz ocenki (17) vyvoditsØ neravenstvo

(λ − 2c_3)τ jQ_r j < c_3 { ∫ E_r (τ )

G_0 dz + r^β τ^l�^1 ∫ Q_r (z0)

Ψ_0 dz } . (18)

Krome togo, iz neravenstva (16) moßno vyvesti ocenku

r 6^{c5} τ l n + 2

. (19)

Deæstvitel~no, neravenstvo (16) moßno perepisat~ sledu¸- wim obrazom:

λτ jQ_r j 6 c_3 { ∫ Q_r (z0)

G_0 dz + r β l jQ_rj^{1−} 1 l ( ∫ Q_r (z0)

Ψ_0 dz

)^1 l } . Tak kak max { ‖G‖_{l,Q}, ‖Ψ‖_{1,Q}} 6 1, max_{z∈Q} δ(z, ∂Q) =^3_2 , to iz poslednego neravenstva poluqaem, qto

τ jQ_r j 1 l 6 c ‖G‖_{l,Q} + ‖Ψ‖ 1 l_1 ,Q = c, (20)

gde postoØnnaØ c zavisit ot λ i c_3.

Iz (20) oqevidno sleduet ocenka (19) s postoØnnoæ c_5, ne zavisØweæ ot raspoloßeniØ cilindra Q_r(z^0) v Q.

OcenivaØ r^β v neravenstve (18) soglasno sootnoxeni¸ (19), vyvodim, qto

jQ_r j 6 c_6

{_1 τ ∫ E_r (τ )

G_0(z) dz +^1 τ^{l+} βl n + 2 ∫ Q_r (z0)

Ψ_0(z) dz } . (21)

Oboznaqim mnoßestvo vseh z^0 ∈ Q^k_j , dlØ kotoryh verna ocenka (7), a znaqit i (21), qerez ^Q^k_j . Oqevidno, qto jQ^k_j j = j ^Q^k_j j. Poloßim A = ⋃ k,j ^Qk_j i T = ⋃ z0∈A Q_r(z^0), gde Q_r(z^0) – paraboliqeskiæ

16 A. A. ARHIPOVA, O. A. LADYȷENSKA˚ cilindr, dlØ kotorogo verna ocenka (21). Soglasno teoreme o pokrytiØh tipa Bezikoviqa–Gusmana (sm. [11], gl. I, §1, teorema 1.1 i zameqanie 5, ili [10], lemma 4.1), iz {Q_r(z)}_{z∈A} moßno vybrat~ posledovatel~nost~ nepereseka¸wihsØ paraboliqeskih cilindrov {Q_{ri} (z^i)}_i¿_1 taku¸, qto

jAj_{n+1} 6 c(n) ∑ i jQ_{ri} (z^i)j.

Sledovatel~no, ∑ k,j jQ^k_j j 6 c(n) ∑ i jQ_{ri} (z^i)j.

Tak kak dlØ kaßdogo Q_{ri} (z^i) verna ocenka (21), to ∑ i jQ_{ri} (z^i)j 6 c_6

{_1 τ ∫ E(G0,τ ) G_0(z) dz +^1 τ^{l+} βl n + 2 ∫ Q Ψ_0(z) dz } . VozvrawaØs~ k ocenke (13), poluqaem, qto ∫ E(G0,τ ) G^l_0(z) dz 6 c_7 { τ^{l−1} ∫ E(G0,τ ) G_0(z) dz+^1 τ βl n + 2 ∫ Q Ψ_0(z) dz } . (22)

Oqevidno neravenstvo ∫ E(G0,τ ) G^l_0(z) dz 6

6^∫

E(G0 ,σ) G^l_0(z) dz + σ^{l−1} ∫ E(G0,τ ) G_0(z) dz, σ = λτ. (23) Iz (23) i (22) sleduet, qto ∫ E(G0,τ ) G^l_0(z) dz 6 c_8 { τ^{l−1} ∫ E(G0,τ ) G_0(z) dz +^{‖Ψ0‖1,Q} τ βl n + 2 } . (24)

Tak kak po opredeleni¸ h(τ ) = ∫ E(G0,τ ) G_0(z) dz i spravedli-

vo ravenstvo (9), neravenstvo (24) prinimaet formu neravenstva (7).

OB ODNOM OBOBWENII LEMMY GERINGA 17 Takim obrazom, lemma 1 polnost~¸ dokazana.

Kak my uße otmeqali, rassmatrivaemyæ variant lemmy Geringa ostaetsØ vernym, esli sqitat~, qto funkcii g, f i ψ opredeleny v R^n i integraly po paraboliqeskim cilindram v neravenstve (1) zameneny na integraly po xaram v R^n. Poloßim Q_a = {x ∈ R^n : |x_i| < a, i = 1, . . . , n}. Lemma 2. Pust~ Q = Qa s kakim-libo a > 1 i dlØ neotricatel~-

nyh funkciæ g ∈ L_l(Q), l > 1, f ∈ L_m(Q), m > l, ψ ∈ L_1(Q), pri poqti vseh x^0 ∈ Q verny neravenstva

Œ^∫_B R (x0) g^l(x) dx 6 θ Œ ∫ B_{bR} (x0) g^l(x) dx + B ( Œ^∫_B bR (x0) g(x) dx )_l + + Œ^∫_B bR (x0) f^l (x) dx + (bR)^β Œ ∫ B_{bR} (x0) ψ(z) dz, ∀ R <^1b min{d(x^0, ∂Q), R_1},

s nekotorymi parametrami R_1 > 0, θ ∈ [0, 1), B > 1, b > 2, β > 0. Suwestvuet ε > 0 takoe, qto g ∈ L_s(Q^′), ∀ Q^′ b Q, i ‖g‖_{s,Q}0 6 c ‖g‖_{l,Q} + ‖f‖_{s,Q} + ‖ψ‖ 1 l_1 ,Q . PostoØnnye c i ε zavisØt ot n, l, m, a, b, B, β, postoØnnaØ c takße zavisit ot d(Q^′, ∂Q)^{−1}; ε 6 min ( m − l, βl n ) . Literatura

1. F. W. Gehring, The Lp integrability of partial derivatives of a quasiconformal mapping. — Acta Math. 130 (1973), 265–277.

2. M. Giaquinta, G. Modica, Regularity results for some classes of higher order nonlinear elliptic systems. — J. Reine Angew. Math. 311/312 (1979), 145–169.

3. S. Campanato, Lp regularity and partial Hölder continuity for solutions of second order parabolic systems with strictly controlled growth. — Ann. Mat. Pura Appl. 128, No. 4 (1981), 287–316.

4. J. Naumann, M. Wolf, A global Lp gradient estimate on weak solutions of nonlinear parabolic systems under mixed boundary conditions. Berlin, Humb. Univ., Preprint 95-2 (1995).

5. A. Arkhipova, Reverse Hölder inequalities with boundary integrals and Lp-esti-mates for solutions of elliptic and parabolic nonlinear boundary-value problems. — Am. Math. Soc. Transl. 164 (1995), 15–42.

18 A. A. ARHIPOVA, O. A. LADYȷENSKA˚ 6. A. Arhipova, O modifikaciØh lemmy Geringa, voznika¸wih pri izuqenii paraboliqeskih naqal~no-kraevyh zadaq. — V kn.: Problemy matem. analiza, vyp. 17. Izd-vo S.-Peterb. universitet, 1997, s. 20–45.

7. O. Ladyzhenskaya, A. Arkhipova, On inhomogeneous incompressible fluids and reverse Hölder inequalities. to appear in the book dedicated to De-Giorgi E., Pisa (1999).

8. M. Giaquinta, Multiple intagrals in the calculus of variations and nonlinear elliptic systems. Princeton (1983).

9. M. Giaquinta, M. Struwe, On the partial regularity of weak solutions of nonlinear parabolic systems. — Math. Z. 179 (1982), 437–451.

10. P. A. Ivert, J. Naumann, Higher integrability by reverse Hölder inequalities. Univ.

Catania, Italy, Preprint (1988).

11. M. Gusman, Diffferencirovanie integralov v R^n. Mir, M. (1978).

Arkhipova A. A., Ladyzhenskaya O. A. On a modification of Gehring lemma.

New variant of Gehring lemma is proved. This modification arised in the investigation of nonstationary problem on inhomogeneous incompressible fluids.

Postupilo 1 dekabrØ 1998 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN