Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 259, 1999 g.

A. ı. Kokotov, P. NeættaanmØki, B. A. Plamenevskiæ

ZADAQI DIFRAKCII NA KONUSE:

ASIMPTOTIKA REXENI` VBLIZI VERXINY

1. Vvedenie

Pust~ K –otkrytyæ konus v R^n_x, Ω = K ∩ S^{n−1}, granica ∂Ω gladkaØ. V rabote izuqaetsØ asimptotika rexeniæ zadaqi (∂^2_t − △_x)u(x, t) = 0, (x, t) ∈ K × (0, +∞) u|∂K × (0, +∞) = 0, u(x, 0) = ϕ(x), u^′_t(x, 0) = ψ(x) (1.1)

pri x → O, gde O – verxina konusa K. PredpolagaetsØ, qto ϕ, ψ ∈ C^∞_0 (K). V rabote poluqeny Øvnye formuly dlØ kofffficientov v asimptotike rexeniæ zadaqi (1.1). Kofffficienty vyraßa¸tsØ qerez special~nye rexeniØ odnorodnoæ zadaqi v cilindre K × R. �ti special~nye rexeniØ ime¸t stepennoæ rost vblizi verxiny konusa; oni opisyva¸tsØ Øvno. Vse ffto pozvolØet prosledit~ ffffekty, svØzannye s koneqnoæ skorost~¸ rasprostraneniØ vozmuweniæ, na urovne kofffficientov v asimptotike.

Krome togo, dlØ y ∈ K izuqaetsØ asimptotika funkcii Grina (x, t) → Γ(x, y, t) odnorodnoæ zadaqi Dirihle dlØ volnovogo operatora v cilindre K × R. FunkciØ Γ udovletvorØet zadaqe: (∂^2_t − △_x)Γ(x, y, t) = δ(x − y)δ(t), (x, t) ∈ K × R, Γ(·, y, ·)|∂K × R = 0, Γ(x, y, t) = 0, t < 0. (1.2)

NastoØwaØ stat~Ø prodolßaet issledovaniØ, naqatye v [1, 2]

Rabota podderßana grantom RFFI No. 98-01-01091 i grantom Akademii nauk FinlØndii No. 64761.

1Key words and phrases. Giperboliqeskie uravneniØ v qastnyh proizvod-

nyh, oblasti s kusoqno gladkoæ graniceæ. 122

ZADAQI DIFRAKCII NA KONUSE 123 PoØsnim rezul~taty stat~i sledu¸wim primerom. Pust~ K – ploskiæ ugol rastvora α, K = {(r, ω) : 0 < ω < α}. Togda rexenie u zadaqi (1.1) dopuskaet vblizi O asimptotiku s ostatkom ρ, udovletvorØ¸wim neravenstvu ∫ |x|^{−2β}|ρ(x, t)|^2 exp(−2γt) dx dt < +∞, gde γ – proizvol~noe poloßitel~noe qislo, a pokazatel~ β moßet byt~ sdelan skol~ ugodno bol~xim za sqet uveliqeniØ qisla slagaemyh asimptotiqeskogo razloßeniØ. Predpoloßim (tol~- ko dlØ prostoty opisaniØ), qto t > sup{||x|| : x ∈ supp ϕ ∪ supp ψ}, a α > π. Togda glavnyæ qlen asimptotiki imeet vid C(t)r^{π/α} sin(^{πω}_α ), gde C(t) = ∫ K ψ(y)W(y, t) dy + ∫ K ϕ(y)W^′_t(y, t) dy, W(y, t) =^{π1/22π/αρπ/α−1 sin( πθα )} Γ(π/α)Γ(^3_2 −^π_α ) d dt × ×{(t^2 − ρ^2)^{1/2−π/α}F ( 1 2 − π α , 1 2 , 3 2 − π α , 1 − t^2 ρ^2 )}, (r, ω) x (ρ, θ), polØrnye koordinaty toqek x i y, F – gipergeometriqeskaØ funkciØ.

Preobrazovaniem Fur~e po t zadaqi (1.1), (1.2) svodØtsØ k zadaqam dlØ uravneniØ Gel~mgol~ca s kompleksnym perametrom τ . Teper~ dlØ opisaniØ asimptotiki rexeniæ i funkcii Grina estestvenno primenit~ shemu iz teorii fflliptiqeskih zadaq [3–5] (sm. takße [6, 7]). �tomu mexaet “nefflliptiqeskaØ” zavisimost~ ot parametra τ . TakaØ trudnost~ preodolena v [1] s pomow~¸ “kombinirovannyh” ocenok: vesovoe fflliptiqeskoe neravenstvo vblizi verxiny i vesovoe giperboliqeskoe neravenstvo v okrestnosti beskoneqnosti skleiva¸tsØ v promeßutoqnoæ zone.

Asimptotika rexeniæ i funkciæ Grina vblizi koniqeskih toqek izuqalas~ ne tol~ko dlØ fflliptiqeskih, no i dlØ paraboliqeskih zadaq. PervaØ kraevaØ zadaqa dlØ uravneniØ teploprovodnosti v oblasti s koniqeskoæ toqkoæ rassmatrivalas~ v [8]. V rabote [9] privedena asimptotika funkciæ Grina i Øder Puassona obwih paraboliqeskih zadaq v konuse.

124 A. ı. KOKOTOV I DR.

Giperboliqeskie zadaqi v oblastØh s osobennostØmi granicy issledovany men~xe. Volnovoe uravnenie v konuse rassmatrivalos~ v rabote Qigera i Teælora [10], gde sredi proqih soderßatsØ rezul~taty o raspoloßenii singulØrnogo nositelØ funkcii Grina zadaqi (1.1) i o povedenii funkcii Grina vblizi granicy singulØrnogo nositelØ. Metody Qigera i Teælora osnovany na funkcional~nom isqislenii dlØ operatora Laplasa–Bel~trami na sfere i svØzany so specifikoæ volnovogo uravneniØ. Asimptotiqeskie razloßeniØ vblizi verxiny konusa v [10] ne rassmatrivalis~. UpomØnem zdes~ ewe knigu [11] i rabotu [12]; dopolnitel~nye literaturnye ukazaniØ ime¸tØ v [2].

NastoØwaØ stat~Ø sostoit iz xesti paragrafov. Vo vtorom paragrafe sobrany predvaritel~nye svedeniØ. V §3 vyvodØtsØ predstavleniØ dlØ special~nyh rexeniæ odnorodnyh zadaq dlØ volnovogo operatora i operatora Gel~mgol~ca. V §4 issleduetsØ asimptotika rexeniæ zadaqi (1.1), a poslednie dva paragrafa posvØweny zadaqe (1.2).

2. Zadaqa Dirihle dlØ volnovogo uravneniØ v beskoneqnom cilindre

V fftom paragrafe napomina¸tsØ rezul~taty rabot [1, 2], neobhodimye v dal~neæxem.

2.1. Funkcional~nye prostranstva. Pust~ s – celoe neotri-

catel~noe qislo, β ∈ R. Qerez H^s_β(K) oboznaqaetsØ popolnenie C^∞_c (K \ O) po norme ||u; H^s_β(K)|| = ( ∑ |α|6s ∫ K^{|y|2(β−s+|α|)|Dαy u(y)|2 dy)1/2.} DlØ q > 0 qerez H^s_β(K, q) oboznaqim prostranstvo s normoæ ||u; H^s_β(K, q)|| = ( s∑ k=0 q^{2k}||u; H^{s−k}_β (K)||^2)^{1/2}. (2.1)

Prostranstvo H^s_β(K × R) est~ popolnenie mnoßestva C^∞_0 ((K \ {O}) × R) po norme ||w; H^s_β(K × R)|| =

ZADAQI DIFRAKCII NA KONUSE 125 = ( ∑ |α|6s ∫ K ∫ R^{|y|2(β−s+|α|)|Dαy,tw(y, t)|2 dx dt)1/2. (2.2)} Norma v H^s_β(K × R, q) zadaetsØ formuloæ (2.1) s K × R vmesto K. Nakonec, qerez V^s_β (K × R, γ) pri γ > 0 oboznaqaetsØ prostranstvo s normoæ ||w; V^s_β (K × R; γ)|| = ||w^γ; H^s_β(K × R, γ)||, (2.3) gde w^γ (x, t) = exp(−γt)w(x, t). Norma ||w; V^s_β (K × R; γ)|| ffkvivalentna norme ∫ ℑτ=−γ ||F_{t→τ} w(·, t); H^s_β(K; |τ |)||^2 dτ 1/2 , (2.4)

gde F_{t→τ} – (kompleksnoe) preobrazovanie Fur~e.

2.2. Zadaqi Dirihle dlØ operatorov ∂^2_t − △x − △x − τ^2. Ras-

smotrim zadaqu Dirihle dlØ operatora ∂^2_t − △_x v beskoneqnom cilindre K × R: { (∂^2_t − △_x)u = f v K × R,

u|∂K × R = 0.^{(2.5)}

Preobrazovanie Fur~e F_{t→τ} (τ = σ − iγ, σ ∈ R, γ > 0) perevodit zadaqu (2.5) v zadaqu Dirihle dlØ operatora Gel~mgol~ca s parametrom τ : { (−△_x − τ^2)u = g v K, u|∂K = 0. (2.6)

V oblasti Ω = K ∩ S^{n−1} vvedem operatornyæ puqok A(λ) = (iλ)^2 + (n − 2)iλ − δ_S , zadannyæ na funkciØh u iz H^2(Ω) takih, qto u|∂Ω = 0 (δ_S – operator Laplasa–Bel~trami na S^{n−1}). Spektr fftogo puska sostoit iz normal~nyh sobstvennyh znaqeniæ λ_{±k} = i 2 {(n − 2) ∓ √ (n − 2)^2 + 4μ_k}, k = 1, 2, . . .;

zdes~ {μ_k}_{k≥1} – posledovatel~nost~ vseh sobstvennyh znaqeniæ δ_S , 0 < μ_1 6 μ_2 6 . . . . Qislam λ_{±k} otveqa¸t sobstvennye funkcii Φ_k puqka A(·); prisoedinennyh funkciæ net. Budem sqitat~, qto √ (n − 2)^2 + 4μ_j (Φ_j, Φ_k) = δ^j_k.

126 A. ı. KOKOTOV I DR.

Oboznaqim qerez A(τ ) zamykanie v L_2(K) operatora −△_x − τ^2, pervonaqal~no opredelennogo na lineale, poroßdennom C^∞_0 (K) i funkciØmi vida K ∋ y → v(y) = χ(|y|)|y|^{iλk} Φ_k(y/|y|), k = 1, 2, . . .; zdes~ χ ∈ C^∞_0 (R_+) – sreza¸waØ funkciØ, ravnaØ edinice vblizi nulØ.

Pri l¸byh g ∈ L_2(K) i τ = σ − iγ, γ > 0, suwestvuet edinstvennoe rexenie u uravneniØ A(τ )u = g (funkciØ u nazyvaetsØ sil~nym rexeniem zadaqi (2.6)), sm. [1]. DlØ fftogo rexeniØ verna ocenka

γ^2(|τ |^2||u; L_2(K)||^2 + ||∇u; L_2(K)||^2)) 6 c ||g; L_2(K)||^2 , (2.7)

gde postoØnnaØ c ne zavisit ni ot g, ni ot parametra τ .

Esli λ – sobstvennoe qislo puqka A(·), to odnorodnaØ zadaqa (2.6) imeet formal~noe rexenie vida r^{iλ} ∑ k≥0 (τ r)^{2k}Ψ_k(ω); r = |x|, ω = x/|x|, (2.8) priqem Ψ_0 = Φ_j dlØ λ = λ_j. Budem oboznaqat~ rØd (2.8) qerez w_j(x, τ ), esli λ = λ_j , j > 0, i qerez w̃_{−j}(x, τ ), esli λ = λ_{−j} , j > 0. Qerez w^N_j (x, τ ) (w̃^N_{−j}(x, τ )) oboznaqim N -u¸ qastiqnu¸ summu sootvetstvu¸wego rØda.

Pust~ ζ ∈ C^∞_0 (R^n), ζ = 1 vblizi O. Pust~ ewe qislo M stol~ veliko, qto spravedlivo vkl¸qenie

(−△_x − τ^2)(ζw̃^M_{−j} ) ∈ L_2(K).

Togda zadaqa { (−△_x − τ^2)u = (−△_x − τ^2)(ζw̃^M_{−j} ), u|∂K = 0 (2.9)

razrexima. Poloßim

w_j = ζw̃^M_j − u. (2.10)

FunkciØ w_{−j} ne zavisit ni ot srezki ζ, ni ot qisla M i ØvlØetsØ rexeniem odnorodnoæ zadaqi (2.6) s asimptotikoæ w̃^M_{−j}(x, τ ) vblizi O.

V zadaqe (1.6) zamenim τ na τ̄. Oboznaqim qerez w_{−j} (x, τ̄) rexenie poluqivxeæsØ zadaqi s asimptotikoæ w̃^M_{−j}(x, τ̄).

ZADAQI DIFRAKCII NA KONUSE 127 Pust~ β 6 1, χ ∈ C^∞_0 (R̄_+), χ = 1 v okrestnosti nulØ.

Opredelim prostranstvo DH_β(K, |τ |) kak popolnenie mnoßestva C^∞_0 (K̄ \ O) po norme ||v; DH_β(K; |τ |)|| = (||χ_{|τ|}v; H^2_β(K, |τ |)||^2 + γ^2||v; H^1_β(K, |τ |)||^2)^{1/2}, (2.11) gde χ_{|τ|}(y) = χ(|τ ||y|). Vvedem ewe prostranstvo RH_β(K, |τ |) s nor- moæ ||f; RH_β(K, |τ |)|| = (||f; H^0_β(K)||^2 + |τ |^{2−2β} γ^2

||f; L_2(K)||^2)^{1/2}. (2.12) Pust~ β_1 > β_2 > . . . – vse takie qisla, qto kaßdaØ iz prØmyh ℑλ = β_k −2+n/2 soderßit hotØ by odno sobstvennoe qislo λ_j (j ≥ 1) puqka A(·). Spravedlivo sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 2.1 ([1]). Pust~ g ∈ RHβ(K, |τ |), β ∈ (βk+1, βk) pri ne-

kotorom k = 1, 2, . . . i J = {j : ℑλ_j ≥ β_k − 2 + n/2}, gde λ_j – sobstvennye znaqeniØ puqka A(·). Togda rexenie zadaqi (2.6) dopuskaet predstavlenie u = χ_{|τ|} ∑ j∈J c_j w^N_j + h, (2.13)

gde w^N_j = w^N_j (·, τ ) – N -Ø qastiqnaØ summa rØda (2.8) s dostatoqno bol~xim N , kofffficienty c_j zada¸tsØ formulami c_j (τ ) = (g, w_{−j}(·, τ̄))_{L2(K)}, (2.14) a ostatok h podqinen ocenke ||h; DH_β(K; |τ |)|| 6 c(1 + |τ | γ )||g; RH_β(K; |τ |)|| (2.15) s postoØnnoæ c, ne zavisØweæ ni ot g, ni ot τ = σ − iγ, γ > 0.

Oboznaqim qerez DV_β (K × R; γ) prostranstvo s normoæ ||u; DV_β(K × R; γ)|| = ( ∫ ℑτ=−γ ||F_{t→τ} u(·, t); DH_β(K, |τ |)||^2 dτ )^{1/2}, (2.16) a qerez RV_β (K × R, γ) – prostranstvo s normoæ ||f; RV_β(K × R, γ)|| = ( ∫ ℑτ=−γ ||F_{t→τ} f(·, t); RH_β(K, |τ |)||^2 dt)^{1/2}. (2.17)

128 A. ı. KOKOTOV I DR. (Sr. s formuloæ (2.4).) Vvedem operator (Xu)(y, t) =^∫_{ℑτ=−γ} exp(itτ )χ(|τ ||y|)u(τ ) dτ. (2.18) Qerez Λ oboznaqim operator (Λf)(y, t) = F^{−1}_{τ→t}|τ |F_t0_{→τ} f(y, t^′). (2.19) Poloßim U^{Lj}_j (ν, ω) = ∑_{Lj−1} k=0 ν^{2k}Ψ_k(ω), gde Ψ_k – funkcii iz formuly (2.8) s λ = λ_j , L_j – dostatoqno bol~xoe qislo. Spravedlivo sledu¸wee utverßdenie (sm. ([1]).

Teorema 2.2. Pust~ Λf ∈ RVβ(K × R, γ) pri β ∈ (βk+1, βk) s neko-

torym k = 1, 2, . . .. Togda rexenie u zadaqi (2.5) dopuskaet predstavlenie u(y, t) = ∑ j∈J r^{iλj} U^{Lj}_j (r∂_t, ω)(Xč_j)(y, t) + ȟ(y, t), (2.20)

gde č_j(t) = F^{−1}_{τ→t}(F_{t→τ} f(·, t), w_{−j}(·, τ̄))_{L2(K)}, (2.21) a ostatok ȟ podqinen ocenke γ||ȟ; DV_β(K × R, γ)|| 6 c||Λf; RV_β(K × R, γ)||. (2.22) PostoØnnaØ c v (2.22) ne zavisit ot γ > 0.

Povyxenie gladkosti v apriornoæ ocenke rexeniØ zadaqi (2.6). Pust~ β 6 1, β ≠ 1 −^1_2^√(n − 2)^2 + 4μk, q – celoe neotrica-

tel~noe qislo. DlØ rexeniØ u zadaqi (2.6) imeet mesto ocenki ||χ_{|τ|}u; H^{2+q}_{β+q}(K; |τ |)||^2 + γ^2||u; H^{1+q}_{β+q}(K, |τ |)||^2 6 6 c(^{q∑}_{j=0}(^{|τ |}_γ )^{2j}||g; H^{q−j}_{β+q−j}(K, |τ |)||^2 + (^{|τ |1−β+q}_{γ1+q} )^2||g; L2(K)||^2), (2.23)

gde postoØnnaØ c ne zavisit ot τ = σ − iγ, γ > 0 (sm. [2], Predl. 2.8).

ZADAQI DIFRAKCII NA KONUSE 129

3. Special~nye rexeniØ uravneniØ Gel~mgol~ca V fftom paragrafe dany Øvnye formuly dlØ vvedennyh v §2 funkciæ w_{±k} i obratnyh preobrazovaniæ Fur~e W_{−k}(x, t) = F^{−1}_{τ→t}w_{−k}(x, τ ). Funkcii w−k i W−k. Pust~, kak i preßde, λ−k = i{(n −

2) + √ (n − 2)^2 + 4μ_k}/2, gde μ_k – sobstvennoe qislo operatora Laplasa–Bel~trami δ_S v Ω, Φ_k – sobstvennaØ funkciØ puqka A(·), otveqa¸waØ λ_{−k}. Pust~ ewe ϵ > 0, B_ϵ = {x ∈ R^n : |x| < ϵ}.

Budem iskat~ rexenie u odnorodnoæ zadaqi { (−△_x − τ^2)u = 0 t K, u|∂K = 0, (3.1)

takoe, qto u ∼ r^{iλ}�^k Φ_k(ω) pri r → 0 i u ∈ L_2(K \ B_ϵ). Poloßim u(r, ω, τ ) = r^{iλ}�^k ζ(rτ )Φ_k(ω), (3.2) gde ζ – funkciØ, podleßawaØ opredeleni¸. UqityvaØ, qto {(r∂_r)^2 + (n − 2)∂_r − δ_S }(r^{iλ}�^k Φ_k(ω)) = 0, prihodim k uravneni¸ dlØ funkcii ζ:

(τ r)^2ζ(rτ ) + (2iλ_{−k} + n − 1)(rτ )ζ^′(rτ ) + (rτ )^2ζ^{′′}(rτ ) = 0. Vvedem oboznaqeniØ τ r = x, ζ(x) = x^ν ξ(x), gde ν = (2−2iλ_{−k} −n)/2.

FunkciØ y → θ(y) = ξ(−iy) udovletvorØet uravneni¸ BesselØ y^2θ^{′′}(y) + yθ^′(y) − (ν^2 + y^2)θ(y) = 0. (3.3) Voz~mem teper~ v kaqestve θ modificirovannu¸ funkci¸ BesselØ tret~ego roda K_ν . Togda ζ(rτ ) = c(rτ )^ν K_ν (irτ ), gde postoØnnaØ c opredelØetsØ usloviem ζ(0) = 1. Imeem

c^{−1}i^ν = lim_{z→0}(iz)^ν K_ν (iz) = lim_{z→0} π 2 sin(πν) [I_{−ν}(iz) − I_ν (iz)] =

= lim_{z→0} π(iz)^ν 2 sin(πν) [ ∞∑ m=0 (iz/2)^{2m−ν} m!Γ(m − ν + 1) −

130 A. ı. KOKOTOV I DR. − ∞∑ m=0 (iz/2)^{2m+ν} m!Γ(m + ν + 1) ] = π2^{ν−1} sin(πν)Γ(1 − ν) . Znaqit c = π^{−1} sin(πν)Γ(1 − ν)i^ν2^{1−ν}. Vkl¸qenie u ∈ L_2(K \ B_ϵ) vytekaet iz asimptotiqeskoæ formuly

K_ν (z) = √ π 2z exp(−z)[ M−1∑ m=0 c(ν, m)(2z)^{−m} + O(|z|^{−M} )], |z| → ∞. (3.4) (Mnoßitel~ exp(−irτ ) bystro ubyvaet pri r → +∞, τ = σ − iγ, γ > 0.) Takim obrazom, w_{−k}(x, τ ) = 2^{1−ν} Γ(ν)

(irτ )^ν K_ν (irτ )r^{iλ}�^k Φ_k(ω), (3.5)

gde ν = ( √ (n − 2)^2 + 4μ_k)/2.

Zameqanie 3.1. Pust~ n > 2, K = R^n \ O – polnyæ konus. Togda

Ω = S^{n−1}, μ_1 = 0, Φ_1 = 1/|S_1|, gde |S_1| – plowad~ ediniqnoæ sfery

v R^n, ν = (n − 2)/2, iλ−1 = 2 − n. Netrudno ubedit~sØ, qto for-

mula (3.5) v fftom sluqae dostavlØet (s toqnost~¸ do kofffficienta proporcional~nosti) fundamental~noe rexenie uravneniØ Gul~mgol~ca v R^n: E(x, τ ) = 2^{2−n/2} (n − 2)|S_1|Γ(^{n−2}_2 ) (irτ )^n �2_2

K n�2_2 (irτ )r^{2−n}. (3.6)

V sluqae K = R^2 \ O asimptotiqeskoe uslovie v zadaqe (3.1) zamenØetsØ usloviem u ∼ (−1/2π) ln r, r → 0 (sootvetstvu¸- wee sobstvennoe qislo λ_{−1} = 0 puqka A(·) imeet algebraiqesku¸ kratnost~ 2; sobstvennaØ funkciØ – postoØnnaØ, prisoedinennaØ funkciØ ravna nul¸). Rexenie poluqa¸weæsØ zadaqi iwetsØ v vide u(x, τ ) = ζ(rτ ). Te ße vykladki, qto i preßde, privodØt k rexeni¸

w_{−1}(x, τ ) = 1 2π K_0(irτ ), (3.7)

oblada¸wemu trebuemoæ asimptotikoæ v O. FunkciØ w_{−1} sovpadaet s fundamental~nym rexeniem operatora Gel~mgol~ca pri n = 2.

ZADAQI DIFRAKCII NA KONUSE 131 Primenim teper~ k (3.5) obratnoe preobrazovanie Fur~e F^{−1}_{τ→t}. Izvestno (sm., napr., [13]), qto

2^{2μ}Γ(2μ + 1/2)( p b )^{−2μ}K_{2ν} (bp) = +∞∫ −∞ exp(−pt)P (t) dt, pri ℜμ > −1/4, gde

P (t) = { 0, t < b, π^{1/2}(t^2 − b^2)^{(4μ−1)/2}F (μ − ν, μ + ν, 2μ +^1_2 , 1 −^{t2}_{b2} ), t > b i F (a, b, c, z) – gipergeometriqeskaØ funkciØ. Pust~ b = r, p = iτ, m – proizvol~noe natural~noe qislo, μ = [ν] − ν + m, N = [ν] + m. Togda

(iτ )^ν K_ν(irτ ) = r^{ν−N} (iτ )^N ( iτ r )^{−μ}K_ν(irτ ) = = 2^{−μ} Γ(μ +^1_2 ) r^{ν−N} F_{t→τ} ( d dt )^N T_N (r, t, μ, ν), gde T_N (r, t, μ, ν) = { 0, t < r π^{1/2}(t^2 − r^2)^{2μ}

�1_2

F (^{μ−ν}_2 ,^{μ+ν}_2 , μ +^1_2 , 1 −^{t2}_{r2} ), t > r, (3.8) a preobrazovanie Fur~e i differencirovanie ponima¸tsØ v smysle teorii raspredeleniæ. Takim obrazom, W−k(x, t) = (^d_{dt} )^N PN,k(x, t), (3.9) gde P_{N,k} = 2^{1−N} Γ(ν)Γ(μ + 1/2) r^{ν−μ+iλ}�^k Φ_k(ω)T_N (r, t, μ, ν). (3.10) Zdes~ |x| = r, ν = ( √ (n − 2)^2 + 4μ_k)/2, N = [ν] + m, μ = [ν] − ν + m, T_N iz (3.8), m – proizvol~noe natural~noe qislo. ˚sno, qto pravaØ qast~ (3.9) ne zavisit ot vybora m.

Zameqanie 3.2. Iz (3.8) vidno, qto

1) W−k(x, t) = 0, esli t < |x|. 2) sing supp W_{−k} ⊂ {(x, t) : |x| = t}.

132 A. ı. KOKOTOV I DR.

Zameqanie 3.3. FunkciØ TN (r, t, μ, ν) imeet [μ − 1/2] = j (m − 2 6 j 6 m − 1) nepreryvnyh proizvodnyh v K × R. Pofftomu moß-

no sqitat~, qto funkciØ P_{N,k}(x, t), skaßem, dvaßdy nepreryvno differenciruema (vzØv m ≥ 4).

Zameqanie 3.4. FunkciØ PN,k(x, t) iz (3.10) udovletvorØet odno-

rodnomu volnovomu uravneni¸ v K.

3.2. FunkciØ wk. Pust~, kak i preßde,

λ_k = i((n − 2) − √ (n − 2)^2 + 4μ_k)/2.

Budem iskat~ rexenie odnorodnoæ zadaqi (3.1) s asimptotikoæ r^{iλk} Φ_k(ω) pri x → O v vide u(x, τ ) = r^{iλk} Φ_k(ω)ζ(rτ ), gde ζ – celaØ funkciØ, ζ(0) = 1. ProizvodØ neznaqitel~nye izmeneniØ v vykladkah punkta 3.1, poluqaem, qto u(x, t) = 2^νΓ(1 + ν)(irτ )^{−ν}I_ν (irτ )r^{iλk} Φ_k(ω), gde ν = ( √ (n − 2)^2 + 4μ_k)/2, I_ν – modificirovannaØ funkciØ BesselØ pervogo roda. Takim obrazom, special~noe rexenie w_k = u imeet vid

w_k(x, τ ) = 2^ν Γ(1 + ν)r^{iλk}Φ_k(ω) ∞∑ m=0 (irt)^{2m} m!Γ(m + ν + 1)

. (3.11)

4. Asimptotika rexeniØ naqal~no-kraevoæ zadaqi dlØ volnovogo uravneniØ v konuse

Pereædem k zadaqe (1.1). Suwestvovanie ee rexeniØ poluqaetsØ svedeniem (1.1) k neodnorodnomu volnovomu uravneni¸ v beskoneqnom cilindre K × R s nulevymi usloviØmi Dirihle na ∂K × R. (�to svedenie opisano v naqale dokazatel~stva Teoremy 4.1.) Dalee my zanimaemsØ asimptotikoæ rexeniØ vblizi verxiny konusa.

Teorema 4.1. Pust~ k ∈ N, β ∈ (βk+1, β1) (sm. §2), γ > 0. Pust~

ewe ν_j = ( √ (n − 2)^2 + 4μ_j)/2; N_j = [ν_j] + m, gde m – celoe qislo, m ≥ 4. Budem dlØ opredelennosti sqitat~, qto qislo N_j qetno, N_j = 2l_j . Poloßim

č_j (t) = ∫ K △^{lj} ψ(y)P_{Nj ,j}(y, t) dy + ∫ K △^{lj} ϕ(y)∂_tP_{Nj ,j}(y, t) dy, (4.1)

ZADAQI DIFRAKCII NA KONUSE 133

gde P_{N,k} opredelØetsØ formuloæ (3.10). Togda dlØ rexeniØ u zadaqi (1.1) imeet mesto predstavlenie u(x, t) = χ(r) ∑ j∈J 2^{νj} Γ(1 + ν_j){ Lj∑ m=0 (r∂_t)^{2m}č_j(t) m!Γ(m + ν_j + 1) }Φ_j(ω)r^{iλj} + ρ(x, t); (4.2) zdes~ χ – srezka, ravnaØ 1 vblizi O, L_j – dostatoqno bol~xie celye qisla, mnoßestvo J opredeleno v §2, a funkciØ ρ podqenena ocenke ||ρ; DV_β(K × R, γ)|| 6 c(γ), Zameqanie 4.1. Poskol~ku supp PN,j ⊂ {(t, y) : t ≥ |y|}, to

č_j(t) = 0, esli t < inf{|x| : x ∈ supp ψ ∪ supp ϕ}. �to, razumeetsØ, soglasuetsØ s faktom koneqnosti skorosti rasprostraneniØ vozmuweniæ v zadaqe (1.1). (�ffekt “perednego fronta” na urovne kofffficientov asimptotiki.)

Zameqanie 4.2. Esli t > sup{|x| : x ∈ supp ψ∪supp ϕ}, to soglasno

zameqani¸ 3.2 v (4.1) moßno prointegrirovat~ po qastØm (P_{N,j} ∈ C^∞({t > |y|}), qto privodit k sootnoxeni¸

č_j (t) = ∫ K ψ(y)W_{−j} (y, t) dy + ∫ K ϕ(y)∂_tW_{−j} (y, t) dy. (4.3) Takim obrazom, vozmoßnost~ perehoda ot (4.1) k (4.3) sootvetstvuet svoego roda ffffektu “zadnego fronta” v zadaqe (1.1) na urovne kofffficientov asimptotiki.

Obsudim te ße ffffekty dlØ kofffficientov asimptotiki rexeniØ zadaqi (2.5) v beskoneqnom cilindre K × R (sm. Teoremu 2.2). Pust~ dlØ pravoæ qasti f zadaqi (2.5) spravedlivo vkl¸qenie Λf ∈ RV_β (K ×R, γ). Izvestno (sm. [1]), qto v fftom sluqae kofffficient č_j(·) v formule (2.20) prinadleßit klassu Soboleva H^{n/2−ℑλj−β} (R). S drugoæ storony, v silu zameqaniØ 3.2 (utverßdenie 2)), funkciØ č_j (·) = F^{−1}_{τ→·}(F_{t→τ} f(·, t), w_{−j}(·, τ̄))_{L2(K)} = = ∫ f(x, s)W_{−j} (x, · − s) dx ds popadaet v klass C^∞(α, +∞) dlØ l¸bogo α > sup{|x| + s : (x, s) ∈ sing supp f}.

134 A. ı. KOKOTOV I DR.

Takim obrazom, esli singulØrnyæ nositel~ funkcii f ograniqen po prostranstvennym peremennym i poluograniqen sverhu po vremeni, to dlØ kofffficientov asimptotiki rexeniØ zadaqi (2.5) imeet mesto ffffekt “zadnego fronta”: kofffficienty č_j(·) stanovØtsØ gladkimi funkciØmi vremeni posle prohoßdeniØ zadnego fronta vozmuweniØ, iduwego ot singulØrnogo nositelØ funkcii f, qerez verxinu O.

Esli ße t < inf{|x| + s : (x, s) ∈ supp f}, to, v silu zameqaniØ 3.2 (utverßdenie 1)), č_j (t) = 0, qto sootvetstvuet ffffektu “perednego fronta” dlØ kofffficientov asimptotiki.

Dokazatel~stvo teoremy 4.1. Pust~ w – funkciØ, oblada¸waØ

sledu¸wimi svoæstvami:

1) w ∈ C^∞_0 (K × R), 2)w(x, 0) = ϕ(x), w^′_t(x, 0) = ψ(x), 3)((∂^2_t − △_x)w)_+ = θ_+(∂^2_t − △_x)w – funkciØ iz C^∞_0 (K × R); zdes~ θ_+ – harakteristiqeskaØ funkciØ poluosi {t : t ≥ 0}.

Taku¸ funkci¸ w legko postroit~, esli zametit~, qto usloviØ 2)–3) ffkvivalentny beskoneqnomu naboru usloviæ

∂^{2n+1} t w(x, 0) = △^n_x ψ, ∂^{2n}_t w(x, 0) = △^n_xϕ, n = 0, 1, 2, . . ., i vospol~zovat~sØ teoremoæ BorelØ o prodolßenii (sm., napr., [14], teorema 1.2.6).

FunkciØ v = u − w udovletvorØet zadaqe

(∂^2_t − △_x)v = −(∂^2_t − △_x)w t K × (0, +∞), v|∂K × (0, +∞) = 0, v|_{t=0} = 0, v^′_t|_{t=0} = 0.

(4.4)

Rassmotrim zadaqu v beskoneqnom cilindre K × R: { (∂^2_t − △_x)v = −((∂^2_t − △_x)w)_+ t K × R, v|∂K × R = 0. (4.5)

Ispol~zuØ ocenku (2.23) i Teoremu Pffli–Vinera (sr., [15], §10), zakl¸qaem, qto rexenie zadaqi (4.5) ØvlØetsØ gladkim po t i annuliruetsØ pri t < 0. �to oznaqaet, qto pri t > 0 ono sovpadaet s rexeniem zadaqi (4.4).

ProekciØ supp w na R^n_x otdelena ot verxiny O konusa K, pofftomu asimptotiki funkciæ u i v vblizi O odinakovy. Pust~

ZADAQI DIFRAKCII NA KONUSE 135 g = −(∂^2_t − △_x)w, g_+ = θ_+ g. Soglasno §2 asimptotika funkcii v imeet vid v(x, t) = ∑ j∈J r^{iλj} U^{Lj}_j (r∂_t, ω)(Xč_j)(x, t) + ȟ(x, t), (4.6) gde č_j(t) = F^{−1}_{τ→t}(^g_+(·, τ ), w_{−j}(·, τ̄))_{L2(K))}, operator Xopredelen formuloæ (2.18), r^{iλj} U^{Lj}_j (r∂_t, ω) – L_j -Ø qastiqnaØ summa rØda (3.11) s zamenoæ iτ na ∂_t i k na j, a ostatok ȟ(x, t) podqinen ocenke (2.22) s g_+ vmesto f.

Vyrazim kofffficient č_j (t) qerez dannye zadaqi (1.1). Imeem

č_j(t) = ∫ K dy +∞∫ −∞ g_+(y, s)W_{−j} (y, t − s) ds, gde vnutrenniæ integral oznaqaet sparivanie D(R) i D^′(R). Vvidu (3.10) poluqaem, dvaßdy integriruØ po qastØm:

č_j (t) = (−1)^{Nj} ∫ K dy +∞∫ 0 ∂^{Nj}_s g(y, s)P_{Nj ,j}(y, t − s) ds =

= (−1)^{Nj} ( ∫ K dy +∞∫ 0 ∂^{Nj}_s w(y, s)△_y P_{Nj,j} (y, t − s) ds+

+ ∫ K dy{∂^{Nj +1}_s w(y, 0)P_{Nj ,j}(y, t)+

+∂^{Nj}_s w(y, 0)∂_sP_{Nj ,j}(y, t) − +∞∫ 0 ∂^{Nj}_s w(y, s)∂^2_s P_{Nj ,j}(y, t − s) ds}). (4.7) V silu zameqaniØ 3.4 integraly po K × R_+ sokrawa¸tsØ, qto daet ravenstvo

č_j (t) = (−1)^{Nj} ( ∫ K ∂^{Nj +1} t w(y, 0)P_{Nj ,j} (y, t) dy+

136 A. ı. KOKOTOV I DR. + ∫ K ∂^{Nj}_t w(y, 0)∂_tP_{Nj ,j}(y, t) dy). (4.8) PredpolagaØ, qto N_j = 2l_j , poluqaem

č_j (t) = ∫ K △^{lj} ψ(y)P_{2lj ,j}(y, t) dy + ∫ K △^{lj} ϕ(y)∂_tP_{2lj,j} (y, t) dy. (4.9) Ostalos~ proverit~, qto v formule (4.6) moßno opustit~ operator X. Pust~ χ – srezka iz §2. Togda (Xčj)(x, t) − χ(r)čj(t) =^∫_{ℑτ=−γ} exp(itτ )(χ(|τ |r) − χ(r))cj (τ ) dτ, (4.10) gde c_j(τ ) = (^g_+(·, τ ), w_{−j}(·, τ̄))_{L2(K)}. Pol~zuØs~ vkl¸qeniem g_+ ∈ C^∞_0 (K × R), Øvnym vyraßeniem (3.5) dlØ w_{−j}(x, τ ) i asimptotikoæ (3.4), prihodim k ocenke |( d dτ )^kc_j(τ )| 6 c(γ, k, N )|τ |^{−N} , ∀k, N ≥ 0. (4.11) Iz (4.10) i (4.11) sleduet, qto raznost~ κ(x, t) = ∑ j∈J r^{iλj} U^{Lj}_j (r∂_t, ω)(Xč_j(x, t)) − χ(r) ∑ j∈J r^{iλj} U^{Lj}_J (r∂_t, ω)č_j(t) prinadleßit prostranstvu V^s_β0 (K × R, γ) dlØ l¸byh s ∈ N_0, β^′ ∈

R. Ots¸da, v qastnosti, sleduet, qto norma ||κ; DVβ(K × R, γ)||

koneqna. PolagaØ ρ(x, t) = κ(x, t) + ȟ(x, t), poluqaem utverßdenie teoremy. •

Zameqanie 4.3. Soglasno (3.9) vyraßenie (d/dt)^{Nj} PN_j ,j(x, t) ne

zavisit ot vybora N_j > [ν_j]. Pofftomu pravaØ qast~ formuly (4.9) faktiqeski ne zavisit ot l_j = N_j /2.

Zameqanie 4.4. Ispol~zuØ teoremu 4.1, rezul~taty ([2]) o po-

vyxenii gladkosti v zadaqe (4.5) i teoremy vloßeniØ dlØ prostranstva H^s_β(K × R), moßno vypisat~ asimptotiqeskoe razloßenie vida (4.2) s ostatkom, dopuska¸wim ocenku O(r^σ ), gde σ moßet byt~ sdelano skol~ ugodno bol~xim za sqet uveliqeniØ qisla slagaemyh asimptotiqeskogo razloßeniØ.

ZADAQI DIFRAKCII NA KONUSE 137

5. FunkciØ Grina zadaqi Dirihle dlØ volnovogo uravneniØ v cilindre K × R Pust~ y ∈ K i po-preßnemu τ = σ−iγ, γ < 0. Postroim rexenie zadaqi { (−△_x − τ^2)G(x, y, τ ) = δ(x − y), G(·, y, τ )|∂K = 0, (5.1)

oblada¸wee sledu¸wim svoæstvom: dlØ l¸boæ funkcii ζ iz C^∞_0 (K) takoæ, qto ζ = 1 vblizi y, spravedlivo vkl¸qenie (1 − ζ)G(·, y, τ ) ∈ H^1_0 (K, |τ |). (Iz teoremy 3.8 ([1]) sleduet, qto takoe rexenie edinstvenno.)

Pust~ η ∈ C^∞_0 (K), η = 1 v okrestnosti y. Pust~ ewe η_1 = 1 − η, S(x, τ ) = (△_x+τ^2)[η_1E(x−y, τ )], gde E(x−y, τ ) – fundamental~noe rexenie uravneniØ Gel~mgol~ca v R^n (sm. (3.6), (3.7).

Rassmotrim zadaqu { (−△_x − τ^2)u = S, u|∂K = 0. (5.2)

PravaØ qast~ zadaqi (5.2) – funkciØ iz C^∞_0 (K). Ocenim ee L_2- normu. Imeem

(△_x + τ^2)η_1E = 2∇η_1∇E + △η_1E.

Pol~zuØs~ sootnoxeniem (z^ν K_ν (z))^′_z = −z^ν K_{ν−1}(z) i asimptotikoæ (3.4), poluqaem sledu¸wie ocenki na prØmoæ ℑτ = −γ pri r > r_1 > 0: |K_ν (irτ )| 6 c |rτ |^{−1/2} exp(−γr), |E|^2 = const |r^{2−n}(irτ )^{(n−2)/2}K_{(n−2)/2}(irτ )|^2 6 c exp(−2γr)r^{1−n}|τ |^{n−3} i |∂_rE|^2 = const |(2 − n)r^{1−n}(irτ )^{(n−2)/2}K_{(n−2)/2}(irτ )− −r^{2−n}(irτ )^{(n−2)/2}K_{(n−4)/2}(irτ )(iτ )|^2 6 6 c exp(−2γr)(r^{−n−1}|τ |^{n−3} + r^{−n+1}|τ |^{n−1}). Ots¸da vyvodim, qto ||∇η_1∇E||_2 6 c ( r2∫ r1 r^{n−1}|∂_rE|^2 dr)^{1/2} 6 c |τ |^{(n−1)/2}

138 A. ı. KOKOTOV I DR. i ||△η_1E||_2 6 c |τ |^{(n−3)/2}. Pofftomu ||(△_x + τ^2)(η_1E)||_2 = O(|τ |^{(n−1)/2}). (5.3)

Teper~, pol~zuØs~ ocenkoæ (2.7) dlØ sil~nogo rexeniØ zadaqi (5.2), poluqaem neravenstvo ||u; L_2(K)|| 6 c(n, γ)|τ |^{(n−3)/2}. (5.4) Proverim, qto funkciØ G(x, y, τ ) = η(x)E(x − y, τ ) − u(x, y, τ ), (5.5) gde u(x, y, τ ) – rexenie (5.2), ØvlØetsØ rexeniem zadaqi (5.1). V samom dele, pust~ ϕ ∈ C^∞_0 (K). Togda ∫ K G(x, y, τ )(−△_x − τ^2)ϕ(x) dx = lim_{ϵ→0} ∫ K\{x: |x−y|6ϵ} G(−△_x − τ^2)ϕ =

= lim_{ϵ→0}{ ∫ |x|=ϵ (G∂_rϕ−∂_r Gϕ) dS+ ∫ K\{x: |x−y|6ϵ} (−△_x−τ^2)(ηE −u)} = ϕ(0), tak kak ∂_rG = 1 |S_1| (r^{1−n} + o(r^{1−n})) i (−△_x −τ^2)(ηE −u) = (−△_x −τ^2)ηE +(−△_x −τ^2)η_1E = (−△_x −τ^2)E = 0 v oblasti K \ {x : |x − y| 6 ϵ}. Iz golomorfnosti u(x, y, τ ) po τ v poluploskosti {ℑτ < 0}, ocenki (5.4) i teoremy Pffli–Vinera v forme [16], sleduet vkl¸- qenie F^{−1}_{τ→t}u ∈ exp(γt)L_2(K, H^s_+(R)), gde γ i s proizvol~nye qisla, podqinennye neravenstvam γ > 0 i s < 1 − n/2, a H^s_+(R) – popolnenie C^∞_0 (R_+) po norme H^s(R).

UqityvaØ, qto F^{−1}_{τ→t}E pri γ > 0 sovpadaet s opereßa¸wim fundamental~nym rexeniem E_+ volnovogo uravneniØ v R^n (sm., napr., [14], s. 173), poluqaem sledu¸wee utverßdenie.

ZADAQI DIFRAKCII NA KONUSE 139

Predloßenie 5.1. Suwestvuet rexenie Γ zadaqi (1.2), predsta-

vimoe v vide Γ(x, y, t) = η(x)E_+(x − y, t) + U (x, y, t), gde η ∈ C^∞_0 (K), η = 1 v okrestnosti y, E_+ – opereßa¸- wee fundamental~noe rexenie operatora ∂^2_t − △_x, U (·, y, ·) ∈ exp(γt)L_2(K, H^s_+(R)) pri l¸byh γ > 0, s < 1 − n/2.

Iz ocenki (2.23) sleduet, qto dlØ rexeniØ u zadaqi (5.2) spravedlivo neravenstvo ||u; H^{1+q}_{1+q} (K)|| 6 c(n, q, γ)|τ |^{M(q)}, (5.6) gde q – proizvol~noe celoe neotricatel~noe qislo. Soglasno lemme 1.1 [5], dlØ l¸boæ funkcii u iz H^{1+q}_{1+q} (K) imeet mesto ocen- ka |D^α_x u(x)| 6 c_α|x|^{−n/2−|α|}||u; H^{1+q}_{1+q} (K)||, pri 1 + q − |α| > n/2. Ots¸da vyvodim sledu¸wu¸ potoqeqnu¸ ocenku rexeniØ (5.2): |D^α_x u(x, y, τ )| 6 c(n, q, γ, y)|x|^{−n/2−|α|}|τ |^{M(q)}, (5.7) dlØ l¸byh q, α takih, qto |α| < 1 + q − n/2.

Neravenstvo (5.7) pozvolØet regulØrizovat~ integral Fur~e U (x, y, t) = ∫ ℑτ=−γ exp(itτ )u(x, y, τ ) dτ. Imenno, esli ϕ ∈ D(R), to ⟨U (x, y, ·), ϕ⟩ = = (−1)^L ∫ R^{dt{} ∫ ℑτ=−γ exp(itτ ) 1 (iτ )^L u(x, y, τ ) dτ }ϕ^{(L)}(t), (5.8) gde L stol~ veliko, qto vnutrenniæ integral v (5.8) shoditsØ.

6. Asimptotika funkcii Grina Γ(x, y, t) VernemsØ k zadaqe (5.2). Soglasno rezul~tatam §2 dlØ ee rexeniØ u(x, y, τ ) imeet mesto asimptotika u(x, y, τ ) = χ(|τ |r) ∑ j∈J c_j(τ )w^N_j (x, τ ) + h(x, y, τ ), (6.1)

140 A. ı. KOKOTOV I DR. gde w^N_j (x, τ ) – N -Ø qastiqnaØ summa rØda (3.10), c_j(τ ) = (S, w_{−j}(·, τ̄))_{L2(K)}, (6.2) a ostatok h udovletvorØet ocenke (2.15) s S vmesto g.

Vyqislim kofffficient c_j(τ ) Øvno. Oboznaqim operator −△_x − τ^2 qerez L. Pust~ ewe ζ ∈ C^∞_0 (K), ηζ = η, gde η – sreza¸waØ funkciØ iz §5, η_1 = 1 − η. Poskol~ku S = −L(η_1E) = −L(E − ηE) = −δ(· − y) + L(ηE) i supp S ⊂ {x : ζ(x) = 1}, to c_j (τ ) = ⟨ζ(L(ηE) − δ(· − y)), w_{−j}(τ̄ )⟩ = −⟨δ(· − y), ζw_{−j} (τ )⟩ + ⟨E, ηL(ζw_{−j}(τ ))⟩ = −w_{−j} (y, τ ). (Vospol~zovavxis~ tem, qto L(ζw_{−j}) = 0 na nositele η.) Teper~ iz (6.1) i (5.5) sleduet, qto pri |x| < |y|/2 G(x, y, τ ) = χ(|τ |r) ∑ j∈J 2^{νj} Γ(1 + ν_j)w_{−j}(y, τ )×

× Nj∑ m=0 (irτ )^{2m} m!Γ(m + ν_j + 1) Φ_j(ω)r^{iλj} + +h(x, y, τ ). (6.3) Predpoloßim, qto |y| = 1, y ∈ Ω_1 ⊂⊂ Ω ⊂ S^{n−1}. OcenivaØ normu ||S(·, y, τ ); RH_β(K, |τ |)|| analogiqno vyvodu neravenstva (5.3), poluqaem, qto ||h(·, y, τ ); DH_β(K; |τ |)|| 6 c(1 + |τ | γ )||S; RH_β(K; |τ |)|| 6 6 c1(1 +^{|τ |}_γ )|τ |^{n�1}2 (1 +^{|τ |1−β}_γ ), (6.4)

gde c_1 ne zavisit ot y ∈ Ω_1, γ = −ℑτ > 0.

Naxa cel~ teper~ – ocenit~ normu ||h(·, y, τ ); DH_β(K; |τ |)|| dlØ vseh y ∈ K_1 = {x ∈ R^n : x/|x| ∈ Ω_1}. DlØ fftogo (kak ffto delalos~ v analogiqnoæ situacii v [5]) proizvedem v zadaqe (5.1) zamenu peremennyh Y = y/|y|, X = x/|y|. Iz odnorodnosti δ-funkcii sleduet, qto funkciØ g(X, Y ) = |y|^{n−2}G(|y|X, |y|Y, τ )

ZADAQI DIFRAKCII NA KONUSE 141 udovletvorØet zadaqe { (−△_X − (|y|τ )^2)g(X, Y ) = δ(X − Y ) v K, g(·, Y )|∂K = 0. Sledovatel~no, pri |X| < |Y |/2 imeet mesto predstavlenie: g(X, Y ) = χ(|y||τ ||X|) ∑ j∈J 2^{νj} Γ(1 + ν_j)w_{−j} (Y, τ |y|)×

× Nj∑ m=0 (i|X|τ |y|)^{2m} m!Γ(m + ν_j + 1) Φ_j (X/|X|)|X|^{iλj} + H(X, Y, |y|τ ), (6.5) gde ||H(·, Y, |y|τ ); DH_β(K; |y||τ |)|| 6 6 c(1 +^{|τ |}_γ )(|τ ||y|)^{n�1}2 (1 +^{|τ |1−β|y|−β}_γ ). (6.6)

VozvrawaØs~ k starym peremennym, poluqaem, qto pri |x| < |y|/2 G(x, y, τ ) = G_1(r, ω, y, τ ) + H(x/|y|, y/|y|, |y|τ )|y|^{2−n}, (6.7) gde G_1(r, ω, y, τ ) sovpadaet s pervym slagaemym v pravoæ qasti formuly (6.3). (�to sovpadenie sleduet iz Øvnogo vida (3.5) funkciæ w_{−k}(x, τ ) i ravenstva λ_j + λ_{−j} = i(n − 2).)

Zametim, qto ||U_t; H^s_β(K, q)|| = t^{n/2+β−s}||U ; H^s_β(K, tq)||, gde U_t(x) = U (x/t), t > 0. Ots¸da vyvodim, qto ||χ_{|τ||y|}H(·, y/|y|, |y|τ ); H^2_β(K, |y||τ |)|| = = |y|^{2−β−n/2}||χ_{|τ|}H(·/|y|, y/|y|, |y|τ ); H^2_β(K, |τ |)|| i ||H(·, y/|y|, |y|τ ); H^1_β(K, |y||τ |)|| = = |y|^{1−β−n/2}||H(·/|y|, y/|y|, |y|τ ); H^1_β(K, |τ |)||. Znaqit, || |y|^{2−n}H(·/|y|, y/|y|, |y|τ ); DH_β(K, |τ |)|| 6 6 max{|y|^{1+β−n/2}, |y|^{β−n/2}}||H(·, Y, |y|τ ); DHβ(K; |y||τ |)|| 6

142 A. ı. KOKOTOV I DR. 6 c max{|y|^{1+β−n/2}, |y|^{β−n/2}}(1 +^{|τ |}_γ )(|τ ||y|)^{(n−1)/2}(1 +^{|τ |1−β|y|−β}_γ ) 6 6 c (1 + |y|^{−β}) max{|y|^{β+1/2}, |y|^{β−1/2}}(1 +^{|τ |}_γ )|τ |^{(n−1)/2}(1 +^{|τ |1−β}_γ ). (6.8) Oboznaqim pravu¸ qast~ (6.8) qerez cθ_β (|y|, |τ |, γ). Teper~ iz (6.7) i (6.8) poluqaem sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 6.1. Pust~ k ∈ N, β ∈ (βk+1, βk) (sm. §2), ℑτ = −γ <

0, Ω_1 ⊂⊂ Ω, K_1 = {x ∈ R^n : x/|x| ∈ Ω_1}. Togda rexenie zadaqi (5.1) pri y ∈ K_1, |x| < |y|/2 predstavimo v vide (6.3), gde ostatok h podqinen ocenke ||h(·, y, τ ); DH_β(K, |τ |)|| 6 cθ_β (|y|, |τ |, γ), priqem konstanta c ne zavisit ot y ∈ K_1, γ > 0.

Pust~ ϵ > 0. Vvedem operator Θ_{ϵ,β,γ} formuloæ (Θ_{ϵ,β,γ} f)(t) = F^{−1}_{τ→t}|τ |^{−1/2−ϵ}θ^{−1}_β (|y|, |τ |, γ)F_{t1→τ} f(t_1). Obratnym preobrazovaniem Fur~e iz teoremy 6.1 poluqaetsØ

Teorema 6.2. Pust~ k ∈ N, β ∈ (βk+1, βk), γ > 0, ϵ > 0. Togda pri

y ∈ K_1, |x| < |y|/2 rexenie zadaqi (1.2) predstvimo v vide

Γ(x, y, t) = ∑ j∈J 2^{νj} Γ(1 + ν_j) Nj∑ m=0 (r∂_t)^{2m} m!Γ(m + ν_j + 1) × ×Xt_1→(x,t)W−j (y, t1)Φj(ω)r^{iλj} +^ˇh(x, y, t), (6.9) gde ||[Θ_{ϵ,β,γ}ȟ](·, y, ·); DV_β(K × R, γ)|| 6 const. Zameqanie 6.1. Simmetriqnost~ funkcii Γ(x, y, t) po x, y pozvo-

lØet vypisat~ analogiqnoe razloßenie v zone x ∈ K_1, |y| < |x|/2.

V (6.9) pod znakom sglaßiva¸wego operatora Xstoit raspredelenie W_{−j} , a ne gladkaØ funkciØ č_j(·), kak ffto bylo v formulah §4. Tem ne menee, neznaqitel~no izmeniv ocenku ostatka, operator Xmoßno iz (6.9) iskl¸qit~. Vkratce poØsnim, kak ffto delaetsØ.

ZADAQI DIFRAKCII NA KONUSE 143 Pust~ operator Λ, kak i preßde, opredelØetsØ formuloæ (2.19), N – poloßitel~noe qislo, kotoroe my vyberem pozße. Pust~ α̃_{m,j}(x, y, t) = (r∂_t)^{2m}X_{t1→(x,t)}W_{−j} (y, t_1)Φ_j (ω)r^{iλj} , α(x, y, t) = (r∂_t)^{2m}W_{−j} (y, t)Φ_j (ω)r^{iλj} . Togda ||Λ^{−N} (α̃(·, y, ·) − α(·, y, ·)); DV_β(K × R, γ)||^2 = = ∫ ℑτ=−γ |τ |^{−2N} |w_{−j}(y, τ )|^2||{(riτ )^{2m}(χ(|τ |r) − χ(0))}×

×r^{iλj} Φ_j(ω); DH_β (K, |τ |)||^2 dτ. (6.10) Vyraßenie v figurnyh skobkah v pravoæ qasti (6.10) ocenivaetsØ, kak O((r|τ |)^M ) s l¸bym poloßitel~nym M . Znaqit, norma pod integralom v (6.10) koneqna i dopuskaet ocenku qerez nekotoru¸ poloßitel~nu¸ stepen~ |τ |. Teper~, vybiraØ N dostatoqno bol~- xim, moßno sdelat~ integral v (6.10) koneqnym.

Prostye, hotØ i neskol~ko gromozdkie ocenki s ispol~zovaniem Øvnogo vida (3.5) funkcii w_{−j} privodØt k sledu¸wemu rezul~tatu.

Pust~ N > 3 − β, Ã – otrezok asimptotiqeskogo rØda (6.9), A – tot ße otrezok rØda s iskl¸qennym operatorom X. Togda ||Λ^{−N} {Ã − A}; DV_β (K × R, γ)||^2 6 c|y|^{1−n}(max{|y|^{2β−1}, |y|} + 1). Literatura

1. B. A. Plamenevskiæ, O zadaqe Dirihle dlØ volnovogo uravneniØ v cilindre s rebrami. Algebra i Analiz, 10 (1998), No. 2, 197–228. (Popravka 10 (1998), No. 3, 224).

2. A. ı. Kokotov, B. A. Plamenevskiæ, O zadaqe Dirihle–Koxi dlØ giperboliqeskih sistem v kline. Algebra i Analiz, No. 3 (1999).

3. V. A. Kondrat~ev, Kraevye zadaqi dlØ fflliptiqeskih uravneniæ v oblastØh s koniqeskimi ili uglovymi toqkami. Trudy Mosk. mat. ob-va, 16 (1967), 219–292.

4. V. G. Maz~Ø, B. A. Plamenevskiæ, O kofffficientah v asimptotike rexeniæ fflliptiqeskih kraevyh zadaq v oblastØh s koniqeskimi toqkami.

Math. Nachr., 76 (1977), 29–60.

5. V. G. Maz~Ø, B. A. Plamenevskiæ, Ob asimptotike fundamental~nyh rexeniæ fflliptiqeskih kraevyh zadaq v oblastØh s koniqeskimi toqkami.

144 A. ı. KOKOTOV I DR.

Problemy matematiqeskogo analiza, vyp. 7, Izd-vo Leningradskogo universiteta, 1979, s. 100–145.

6. S. A. Nazarov, B. A. Plamenevskiæ, �lliptiqeskie zadaqi v oblastØh s kusoqno-gladkoæ graniceæ. Nauka, M., 1991.

S. Nazarov, B. Plamenevsky, Elliptic Problems in Domains with Piecewise Smooth Boundaries. W. de Gruyter, 1994, Berlin – New York.

8. V. A. Kozlov, V. G. Maz~Ø, Ob osobennostØh rexeniæ pervoæ kraevoæ zadaqi dlØ uravneniØ teploprovodnosti v oblastØh s kanoniqeskimi toqkami. I. IzvestiØ vysxih uqebnyh zavedeniæ, Matematika, 1987, No. 2, c. 38–46.

9. V. A. Kozlov, FunkciØ Grina i Ødra Puassona paraboliqeskih zadaq v oblasti s koniqeskoæ toqkoæ. UMN, 3, No. 3 (1988), 183–184.

J. Cheeger, M. Taylor On the diffraction of waves by conical singularities, I. Comm.

Pure Appl. Math., XXXV, No. 3 (1982), 275-331; II, Comm. Pure Appl. Math.,

XXXV, No. 4 (1982).

11. V. A. Borovikov, DifrakciØ na mnogougol~nikah i mnogogrannikah. Nauka, M., 1966.

12. I. I. Mel~nikov, Osobennosti rexeniØ smexannoæ zadaqi dlØ giperboliqeskih uravneniæ vtorogo porØdka v oblastØh s kusoqno-gladkoæ graniceæ. UMN, 37, vyp. 1 (1982)b 149–151.

13. G. Beætman, A. �rdeæn, Tablicy integral~nyh preobrazovaniæ. Nauka, M., t. 1, 1969.

14. L. Hermander, Analiz lineænyh differencial~nyh operatorov s qastnymi proizvodnymi. t. 1, M., Mir, 1986.

15. M. S. Agranoviq, M. I. Vixik, �lliptiqeskie zadaqi s parametrom i paraboliqeskie zadaqi obwego vida. UMN, 19, No. 3 (1964), 53–161.

16. G. I. �skin, Kraevye zadaqi dlØ fflliptiqeskih psevdodifferencial~nyh uravneniæ. Nauka, M., 1973.

Kokotov A. Yu., Neittaanmäki P., Plamenevsky B. A. Difraction on a cone: the asymptotics of the solutions near the vertex.

The mixed problem for the wave equation in a cone K ⊂ R^n is considered. We obtain the asymptotic formulas for the solutions and the Green function near the vertex of the K. The properties of the coefficients in the asymptotics connected with the finiteness of the propagation speed are clarified.

Postupilo 10 i¸nØ 1999 g. Sankt-Peterburgskiæ Universitet telekommunikaciæ

University of Jyvaskyla, Dep. of Math. Inf. Technology,

Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet, fiziqeskiæ fakul~tet