Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 259, 1999 g.

O. A. LadyßenskaØ, G. A. Seregin

O REGUL˚RNOSTI REXENI` DVUMERNYH URAVNENI` DINAMIKI ȷIDKOSTE` S NELINE`NO` V˚ZKOST^ı §1. Vvedenie.

Sistema differencial~nyh uravneniæ v qastnyh proizvodnyh, opisyva¸waØ teqenie nesßimaemoæ obobwennoæ n~¸tonovskoæ ßidkosti v razmernosti dva, imeet vid ∂_tv(x, t) + ∇v(x, t)v(x, t) − div τ (x, t) = g(x, t), (1.1_1) τ (x, t) = σ(x, t) − p(x, t)1I, tr σ(x, t) = 0, (1.1_2) σ(x, t) = μ_0 ( |ε(v(x, t))|^2 ) ε(v(x, t)), (1.1_3)

ε(v(x, t)) est~ simmetriqnaØ qast~ tenzora ∇v(x, t), (1.1_4)

div v(x, t) = 0 (1.1_5)

dlØ vseh x, t ∈ Q_T = Ω×] 0, T [. Zdes~ Ω – ograniqennaØ oblast~ v

R^2, v = (v1, v2) : QT → R^2 – pole skorosteæ, ε(v) – tenzor skoro-

steæ deformaciæ, p – davlenie, τ – tenzor naprØßeniæ, a σ – ego deviator. Pole vnexnih sil oboznaqaetsØ qerez g : Q_T → R^2, a nelineænaØ vØzkost~ qerez μ_0 : R_+ ≡ [0, +∞[→ R_+.

Sistema (1.1) dopolnØetsØ kraevymi usloviØmi, naprimer, odnorodnymi usloviØmi Dirihle v(x, t) = 0, x, t ∈ ∂Ω × [0, T ] (1.2) i naqal~nymi usloviØmi

v(x, 0) = a(x), x ∈ Ω. (1.3)

Pri nekotoryh predpoloßeniØh o funkciØh a, g i μ_0 sistema (1.1)–(1.3) odnoznaqno opredelØet iskomye polØ skorosteæ v i davleniØ p.

Rabota podderßana Rossiæskim fondom fundamental~nyh issledovaniæ, grant No. 99-01-00108, Federal~noæ celevoæ programmoæ “IntegraciØ”, grant No. 326.53 i INTAS, grant No. 96-0835. 145

146 O. A. LADYȷENSKA˚, G. A. SEREGIN

Otmetim, qto uravneniØ sostoØniØ (1.1_3) mogut byt~ zapisany v sledu¸weæ ffkvivalentnoæ forme σ(x, t) = ∂D ∂ε ( ε(v(x, t)) ) = ( ∂D ∂ε_{ij} ( ε(v(x, t)) ) ) , (1.4) gde D(ε) = 1 2 |ε|2∫

0 μ_0(θ) dθ, ε ∈ M , (1.5)

– tak nazyvaemyæ dissipativnyæ potencial, a M – prostranstvo vewestvennyh simmetriqnyh 2 × 2 matric. UravneniØ dvißeniØ (1.1_1), (1.1_2), (1.4), (1.1_4), (1.1_5) ØvlØ¸tsØ qastnym sluqaem modificirovannyh uravneniæ Nav~e–Stoksa, vvedennyh pervym avtorom v [1–3], i my budem nazyvat~ ih potencial~nymi modificirovannymi uravneniØmi Nav~e–Stoksa. V svo¸ oqered~, uravneniØ Nav~e–Stoksa ØvlØ¸tsØ qastnym sluqaem potencial~nyh modificirovannyh uravneniæ Nav~e–Stoksa.

V nastoØweæ rabote my budem rassmatrivat~ klass potencial~nyh modificirovannyh uravneniæ Nav~e–Stoksa, kotoryæ udovletvorØet sledu¸wim trebovaniØm:

D : M → R+ – funkciØ klassa C^2;

D(ε) > ν|ε|^2, ν = constant > 0, ε ∈ M ; ( ∂^2D ∂ε^2 (ε)–^) : – =^{∂2D}_{∂εij ∂εkm} (ε)–ij –km > 2ν|–|^2, ε, – ∈ M ; (1.6) | | | ∂D ∂ε_1 (ε) | | | 6 ν1|ε| + ν2, ν1, ν2 = constant > 0, ε ∈ M .

Zdes~ i vs¸du v dal~neæxem prinØto soglaxenie o summirovanii po povtorØ¸wimsØ latinskim indeksam, izmenØ¸wimsØ ot 1 do 2.

Izvestno (sm. [1–3]), qto v podhodØwih funkcional~nyh prostranstvah, kotorye budut vvedeny pozdnee, naqal~no-kraevaØ zadaqa (1.1_1), (1.1_2), (1.4), (1.1_4), (1.1_5), (1.2), (1.3) imeet edinstvennoe obobwennoe rexenie. V rabotah [4, 5] bylo pokazano, qto obobwennoe rexenie obladaet dopolnitel~noæ gladkost~¸ po t, esli g imeet nekotoru¸ gladkost~ po t. Summarnyæ rezul~- tat sformulirovan v teoreme 1.1, kotoraØ ØvlØetsØ otpravnoæ toqkoæ dlØ dal~neæxih issledovaniæ regulØrnosti obobwennogo rexeniØ vyxe sformulirovannoæ naqal~no-kraevoæ zadaqi.

O REGUL˚RNOSTI REXENI` DVUMERNYH URAVNENI` 147

Teorema 1.1.

I. Pust~ dissipativnyæ potencial D udovletvorØet uslovi- Øm (1.6). Togda dlØ l¸bogo T > 0 i l¸byh funkciæ a ∈ H i g ∈ L_2(0, T ; H^{−1}) suwestvuet edinstvennoe rexenie v naqal~nokraevoæ zadaqi (1.1_1), (1.1_2), (1.4), (1.1_4), (1.1_5), (1.2), (1.3) takoe, qto v ∈ C([0, T ]; H) ∩ L_2(0, T ; H^1), ∂_tv ∈ L_2(0, T ; H^{−1}). (1.7)

Ono udovletvorØet vyriacionnomu toßdestvu ( ∂_t v(t), w ) + ( ∇v(t) v(t), w ) + ( ∂D ∂ε ( ε(v(t)) ) , ε(w) ) = (g(t), w) (1.8)

dlØ vseh w ∈ H^1 i poqti vseh t ∈ [0, T ] i naqal~nomu uslovi¸

v(0) = a. (1.9)

II. Esli dopolnitel~no predpoloßit~, qto

t∂_tg ∈ L_2(0, T ; H^{−1}), (1.10)

to √ t v ∈ L_∞(0, T ; H^1), √ t ∂_tv ∈ L_2(0, T ; H), t ∂_tv ∈ L_∞(0, T ; H) ∩ L_2(0, T ; H^1).

(1.11)

Pri formulirovke teoremy 1.1 byli ispol~zovany sledu¸- wie funkcional~nye prostranstva:

• L_2(Ω; R^k) – prostranstvo Lebega so skalØrnym proizvedeniem ( · , · ) i normoæ ‖ · ‖. Norma v prostranstve L_p(ω; R^k) oboznaqaetsØ qerez ‖ · ‖_{p,ω}, priqem ‖ · ‖_ω ≡ ‖ · ‖_{2,ω} i ‖ · ‖ ≡ ‖ · ‖_Ω;

• H =^∘J(Ω) – zamykanie v L_2(Ω; R^2) mnoßestva • J^∞(Ω) = { u ∈ C^∞_0 (Ω; R^2) || div u = 0 v Ω } otnositel~no normy ‖ · ‖;

• H^1 – gil~bertovo prostranstvo, v kotorom mnoßestvo^•J^∞(Ω) plotno otnositel~no normy ‖u‖_{(1)} ≡ ‖∇u‖;

• H^{−1} – gil~bertovo prostranstvo, dvoæstvennoe k H^1 otnositel~no H. Norma v H^{−1} opredelØetsØ sledu¸wim obrazom

‖u‖_{(−1)} = sup { (u, w) || ‖w‖_{(1)} 6 1 } .

148 O. A. LADYȷENSKA˚, G. A. SEREGIN

Teorema 1.1 verna i dlØ drugih odnorodnyh kraevyh usloviæ. Pri fftom ee formulirovka ostaetsØ preßneæ, i neobhodimo lix~ “pravil~no” opredelit~ prostranstva H i H^{−1}.

ImeØ v rukah obobwennoe rexenie naqal~no-kraevoæ zadaqi (1.1_1), (1.1_2), (1.4), (1.1_4), (1.1_5), (1.2), (1.3) so svoæstvami (1.7), (1.11) (my budem nazyvat~ ego sil~nym), moßno postavit~ vopros o tom, kak ego differencial~nye svoæstva zavisØt ot dannyh zadaqi, t.e. ot g, D i ∂Ω. V predstavlennoæ rabote my ograniqimsØ lix~ issledovaniem vnutrenneæ regulØrnosti sil~nogo rexeniØ v podoblastØh vida Q^′_{δ,T} = Ω^′×] δ, T [, gde Ω^′ b Ω i δ > 0.

DlØ xirokih klassov kvazilineænyh fflliptiqeskih i paraboliqeskih sistem, obrazovannyh gladkimi funkciØmi, dokazano, qto ih obobwennye rexeniØ, ime¸wie koneqnoæ tu ili inu¸ “estvestvennu¸” normu, faktiqeski oblada¸t b&ol~xeæ gladkost~¸, no moßet byt~ ne vo vseæ oblasti ih opredeleniØ, a tol~ko na nekotorom otkrytom podmnoßestve polnoæ mery (sm. [17, 13] i mnogie drugie). Takogo roda gladkost~ qasto nazyva¸t qastiqnoæ regulØrnost~¸. DlØ rØda dvumernyh zadaq udalos~ dokazat~ polnu¸ regulØrnost~ obobwennyh rexeniæ, t.e. ih gladkost~ vo vseæ oblasti ih opredeleniØ.

DlØ stacionarnyh potencial~nyh modificirovannyh uravneniæ Nav~e–Stoksa vyxe upomØnutoe svoæstvo sglaßivaniØ imeet mesto (sm., naprimer, [6]), v to vremØ kak dlØ nestacionarnyh uravneniæ takogo tipa ffto, voobwe govorØ, ne tak. Delo v tom, qto v poslednem sluqae na povedenie rexeniØ vo vnutrennih podoblastØh okazyva¸t vliØnie kraevye usloviØ. �to ØvlØetsØ proØvleniem nelokal~nosti zadaqi, svØzannoæ s usloviem nesßimaemosti (1.1_4). Tak v sluqae nestacionarnyh uravneniæ Nav~e–Stoksa pri nekotoryh dopolnitel~nyh predpoloßeniØh o rexenii imeet mesto sglaßivanie po prostranstvennym peremennym. Harakter ße sglaßivaniØ po vremeni opredlØetsØ porØdkom starxeæ proizvodnoæ po t, kotoru¸ imeet “ffnergetiqeskoe” rexenie. DlØ ocenki proizvodnyh po t bolee vysokogo porØdka nado privlekat~ kraevye usloviØ (sm., naprimer [7, 8]). Po povodu vnutrenneæ regulØrnosti, a takße regulØrnosti vplot~ do granicy rexeniæ uravneniæ Nav~e–Stoksa my otsylaem qitatelØ k [8, 9] (sm. takße obxirnu¸ bibliografi¸ v

O REGUL˚RNOSTI REXENI` DVUMERNYH URAVNENI` 149

nih).

V dannoæ rabote my pokaßem, qto svoæstva vnutrennego sglaßivaniØ, prisuwie rexeniØm uravneniæ Nav~e–Stoksa, sohranØ¸tsØ i v kvazilineænom sluqae po kraæneæ mere v razmernosti dva (sm. teoremu 2.3). DlØ periodiqeskih kraevyh usloviæ v naxeæ rabote [10] (sm. taße [11]) bylo pokazano, qto, esli dannye zadaqi (1.1_1), (1.1_2), (1.4), (1.1_4), (1.1_5), (1.2), (1.3) prinadleßat klassu C^∞, to i rexenie budet prinadleßat~ tomu ße klassu. Odnako, vopros o spravedlivosti analogiqnyh rezul~tatov dlØ kraevyh usloviæ prilipaniØ ne izuqen. S drugoæ storony, dokazatel~stvo osnovnoæ teoremy 2.3, dopolnennoe global~nymi po prostranstvennym peremennym ocenkami proizvodnyh po vremeni (v sluqae periodiqeskih kraevyh usloviæ poluqit~ takie ocenki netrudno), privodit k al~ternativnomu dokazatel~stvu vyxe upomØnutogo rezul~tata raboty [10].

§2. Formulirovka osnovnyh rezul~tatov.

Predpoloßim, qto

g – funkciØ klassa C^∞ na Q_T ,

D – funkciØ klassa C^∞ na M } (2.1)

i qto Ω – oblast~ klassa C^2. (2.2)

My budem izuqat~ differencial~nye svoæstva sil~nogo rexeniØ v zadaqi (1.1_1), (1.1_2), (1.4), (1.1_4), (1.1_5), (1.2), (1.3) pri usloviØh (1.6), (1.10), (2.1) i (2.2) vnutri cilindra Q_T , t.e. v oblastØh tipa Q_{δ,T} = Ω^′×] δ, T [, gde Ω^′ b Ω i δ > 0. IssledovaniØ takogo roda my razob~em na dve posledovatel~no rexaemye problemy. V pervoæ iz nih dokazyvaetsØ C^{1+α}-regulØrnost~ sil~nogo rexeniØ, i zatem vo vtoroæ – ustanavlivaetsØ ego C^∞- regulØrnost~ ili kakoæ-libo ee analog. Zdes~ C^{l+α} – prostranstvo funkciæ, kotorye vmeste so svoimi proizvodnymi do porØdka l vkl¸qitel~no nepreryvny po Gel~deru po peremennym x i t s pokazatelem α ∈] 0, 1 [.

PervaØ problema rexena v rabote [12] i v predstavlennoæ rabote my budem izuqat~ sledstviØ C^{1+α}-regulØrnosti sil~nogo rexeniØ v zadaqi (1.1_1), (1.1_2), (1.4), (1.1_4), (1.1_5), (1.2), (1.3). Preßde vsego sformuliruem osnovnoæ rezul~tat raboty [12].

150 O. A. LADYȷENSKA˚, G. A. SEREGIN

Teorema 2.1. Pust~ vypolneny usloviØ (1.6), (1.10), (2.1) i (2.2) i

pust~ dopolnitel~no

L = sup_{ε∈}M | | | ∂^2D ∂ε^2 (ε) | | | < +∞, (2.3)

L_1 = sup_{ε∈}M | | | | ∂^3D ∂ε^3 (ε) | | | | < +∞. (2.4)

Togda v ∈ C^{5/4} ( Q^′_{δ,T} ; R^2 ) (2.5)

dlØ vseh Ω^′ b Ω i vseh δ > 0. Bolee togo, ∇^2v ∈ L_∞ ( δ, T ; L_2(Ω^′; R^8) ) , ∇∂_t v ∈ L_∞ ( δ, T ; L_2(Ω^′; R^4) ) , ∇^3v ∈ L_2 ( Q_{δ,T} ; R^{16} ) , ∇^2 ∂_t v ∈ L_2 ( Q_{δ,T} ; R^8 ) . (2.6)

Kl¸qevym v naxem podhode ØvlØetsØ niße formuliruemyæ rezul~tat, kotoryæ faktiqeski ØvlØetsØ sledstviem teorii regulØrnosti rexeniæ fflliptiqeskih sistem (sm. [13]).

Teorema 2.2. Pust~ vypolneny vse usloviØ teoremy 2.1. Togda ∇^2v ∈ L_∞ ( δ, T ; BMO_{loc} (Ω; R^8) ) (2.7)

dlØ vseh δ > 0.

Napomnim qitatel¸ opredelenie klassa BMO (sm. [14])

f ∈ BMO_{loc} (Ω) ⇐⇒ f ∈ L_{1,loc} (Ω) i sup B(x0,R)bΩ Œ ∫ B(x0,R) |f − (f)_{x0,R}|dx < +∞. Zdes~ byli ispol~zovany oboznaqeniØ

Œ^∫ B(x0,R) f dx ≡ 1 |B(x_0, R)| ∫ B(x0,R) f dx,

(f)_{x0,R} ≡ Œ ∫ B(x0,R) f dx, B(x_0, R) – xar radiusa R s centrom v toqke x_0.

Osnovnoæ rezul~tat predstavlennoæ raboty zakl¸qaetsØ v sledu¸wem.

O REGUL˚RNOSTI REXENI` DVUMERNYH URAVNENI` 151

Teorema 2.3. Pust~ v rexenie naqal~no-kraevoæ zadaqi (1.11),

(1.1_2), (1.4), (1.1_4), (1.1_5), (1.2), (1.3) i pust~ vypolneny vse usloviØ teoremy 2.1. Togda dlØ l¸bogo qisla δ > 0 i l¸boæ podoblasti Ω^′ b Ω, i l¸bogo natural~nogo qisla l

∇^lv ∈ Lip ( Q^′_{δ,T} ; R^{2l+1} ) . Zdes~ Lip -prostranstvo funkciæ nepreryvnyh po Lipxicu po peremennym x i t.

Zameqanie 2.1. V sluqae periodiqeskih kraevyh usloviæ teo-

rema 2.3 privodit k sledu¸wemu rezul~tatu

∇^lv ∈ Lip ( Q_{δ,T} ; R^{2l+1} ) dlØ vseh δ > 0 i l ∈ N, a Q_{δ,T} = Ω×] 0, T [, Ω – kvadrat. Zatem moßno vyvesti global~nu¸ po prostranstvennym peremennym ocenku ∂^2_t i dokazat~ qto

∇^l ∂_t v ∈ Lip ( Q_{δ,T} ; R^{2l+1} ) . ProdolßaØ ffti rassußdeniØ, my poluqim, qto v est~ funkciØ klassa C^∞ v Q_T .

§3. Dokazatel~stvo teoremy 2.2.

My budem ispol~zovat~ utverßdeniØ teoremy 2.1 i izvestnu¸ fflliptiqesku¸ tehniku (sm., naprimer, [13]). Itak, pust~

B(x_0, R) b Ω, v^{(k)} ≡ v_{, k}

(zapØtaØ v nißnem indekse oboznaqaet differencirovanie po prostranstvennoæ peremennoæ x_k). Pust~ funkcii

w^{(k)}(t) ∈^∘J^1_2(B(x_0, R)) + v^{(k)}(t), k = 1, 2,

– rexeniØ sledu¸wih lineænyh zadaq ∫ B(x0,R) ∂^2D ∂ε^2 ( (ε(v(t)))_{x0 ,R} ) ε ( w^{(k)}(t) ) : ε(u) = 0,

∀ u ∈^∘J^1_2(B(x_0, R)).

(3.1)

152 O. A. LADYȷENSKA˚, G. A. SEREGIN

Zdes~^∘J^1_2(B(x_0, R)) – zamykanie mnoßestva^•J^∞(B(x_0, R)) otnosi-

tel~no normy ‖∇v‖_{B(x0,R)}. Rexenie zadaqi (3.1) suwestvuet i

edinstvenno, a usloviØ (1.6) i (2.3) garantiru¸t vypolnenie

dvuh ocenok (sm., naprimer, [15]) ∫ B(x0,ρ) | | |∇w^{(k)}(t) | | |^2 dx 6

6 c1^{( ρ}_R^{)2 ∫}

B(x0,R) | | |∇w^{(k)}(t) | | |^2 dx, 0 < ρ 6 R, (3.2) i ∫ B(x0,ρ) | | | |∇w^{(k)}(t) − ( ∇w^{(k)}(t) ) x0,ρ | | | | 2 dx 6

6 c1^{( ρ}_R^{)2+2 ∫}

B(x0,R) | | | |∇w^{(k)}(t) − ( ∇w^{(k)}(t) ) x0,R | | | | 2 dx, (3.3)

0 < ρ 6 R, s postoØnnoæ c_1, zavisØweæ tol~ko ot ν i L. �lementarnye pre-

obrazovaniØ pozvolØ¸t poluqit~ iz (3.2) i (3.3) sledu¸wie ne-

ravenstva ∫ B(x0,ρ) | | |∇v^{(k)}(t) | | |^2 dx 6 c2 {( ρ R )_2 ∫ B(x0,R) | | |∇v^{(k)}(t) | | |^2 dx+

+ ∫ B(x0,R) | | |∇v^{(k)}(t) − ∇w^{(k)}(t) | | |^2 dx } (3.4) i ∫ B(x0,ρ) | | | |∇v^{(k)}(t) − ( ∇v^{(k)}(t) ) x0,ρ | | | | 2 dx 6

6 c2^{{( ρ}_R^{)4 ∫}

B(x0,R) | | | |∇v^{(k)}(t) − ( ∇v^{(k)}(t) ) x0,R | | | | 2 dx+ (3.5)

O REGUL˚RNOSTI REXENI` DVUMERNYH URAVNENI` 153 + ∫ B(x0,R) | |∇v^{(k)}(t) − ∇w^{(k)}(t) | |^2 dx }

dlØ 0 < ρ 6 R i c_2 = c_2(c_1). Dalee, my imeem toßdestvo dlØ v^{(k)} ∫ B(x0,R) ε(u) : ∂^2D ∂ε^2 (ε(v(t))) ε ( v^{(k)}(t) ) dx =

= − ∫ B(x0,R) ( ∂_t v_{, k}(t) + (v_s(t) v_{, s}(t))_{, k} − g_{, k}(t) ) · u dx, (3.6)

vernoe dlØ vseh u ∈^∘J^1_2(B(x_0, R)).

PolagaØ u = v^{(k)}(t) − w^{(k)}(t), vyvodim iz (3.1) i (3.6) sledu¸- wie sootnoxeniØ 2ν ∫ B(x0,R) | | |ε(v^{(k)}(t) − w^{(k)}(t)) | | |^2 dx 6 ∫ B(x0,R) ε ( v^{(k)}(t) − w^{(k)}(t) ) :

∂^2D ∂ε^2 ((ε(v(t)))_{x0 ,R}) ( ε(v^{(k)}(t) − u^{(k)}(t)) ) dx = (sm. (3.1)) = = ∫ B(x0,R) ε(v^{(k)}(t)) :

∂^2D ∂ε^2 ((ε(v(t)))_{x0 ,R}) ε ( v^{(k)}(t) − u^{(k)}(t) ) dx =

= (sm. (3.6)) = ∫ B(x0,R) ε ( v^{(k)}(t) − u^{(k)}(t) ) : ( ∂^2D ∂ε^2 ((ε(v(t)))_{x0 ,R}) −

∂^2D ∂ε^2 (ε(v(t))) ) ε(v^{(k)}(t))dx− − ∫ B(x0,R) (∂_tv_{, k}(t) + (v_s(t) v_{, s}(t))_{, k} − g_{, k}(t)) · ( v^{(k)}(t) − w^{(k)}(t) ) dx =

= ∫ B(x0,R) ε ( v^{(k)}(t) − w^{(k)}(t) ) : ( ∂^2D ∂ε^2 ( (ε(v(t)))_{x0 ,R} ) − ∂^2D ∂ε^2 (ε(v(t))) ) ε(v^{(k)}(t))dx+

154 O. A. LADYȷENSKA˚, G. A. SEREGIN + ∫ B(x0,R) ( ∂_tv(t) + v_s(t)v_{, s}(t) − g(t) − (∂_tv(t) + v_s(t)v_{, s}(t) − g(t))_{x0,R} ) ·

· ( v^{(k)}(t) − w^{(k)}(t) ) ,k dx. (3.7) Teper~ vyberem dve proizvol~nye podoblasti Ω^′ b Ω^{′′} b Ω i budem sqitat~, qto x_0 ∈ Ω^′ i B(x_0, R) b Ω^{′′}. V silu teoremy 2.1 (sm. (2.5) i (2.6)) v ∈ C^{5/4} ( Q^{′′}_{δ,T} ) , ∇∂_tv ∈ L_∞ ( δ, T ; L_2(Ω^{′′}; R^4) ) . (3.8)

Zdes~ Q^{′′}_{δ,T} = Ω^{′′}×] δ, T [. Teper~ iz (3.7), neravenstva Puankare i ravenstva 2 ∫ B(x0,R) |ε(u)|^2 dx = ∫ B(x0,R) |∇u|^2 dx, ∀ u ∈^∘J^1_2(B(x_0, R)), (3.9)

vyvodim ocenku ∫ B(x0,R) |∇v^{(k)}(t) − ∇u^{(k)}|^2dx 6 c_3 { R^2 ∫ B(x0,R) |∇∂_tv(t)|^2 dx+

+R^2 ∫ B(x0,R) |∇g(t)|^2 dx+R^{1/2}‖∇v(t)‖^2_{C1/4(B(x0,R))} ∫ B(x0,R) |∇v^{(k)}(t)|^2 dx+

+R^2‖v(t)‖^4_{C1(B(x0,R))} }

               6 (sm. (3.8)) 6 (3.10)

6 c4(c3, v, δ, Ω^{′′}, g)^[R^2 + R^{1/2 ∫}

B(x0,R) |∇v^{(k)}(t)|^2 dx ] , v kotoroæ postoØnnaØ c_3 ne zavisit ot x_0, R, t i v. Ots¸da, a takße iz neravenstva (3.4), sleduet, qto ∫ B(x0,R) |∇v^{(k)}(t)|^2 dx 6

6 c5(c2, c4)^{{[( ρ}_R^{)2} + R^{1/2] ∫}

B(x0,R) |∇v^{(k)}(t)|^2 dx + R^2 } ,

O REGUL˚RNOSTI REXENI` DVUMERNYH URAVNENI` 155 0 < ρ 6 R < dist{Ω^′, ∂Ω^{′′}}. Izvestnye rassußdeniØ (sm., naprimer, [13]) pozvolØ¸t zakl¸- qit~, qto dlØ l¸bogo qisla γ > 0 suwestvu¸t poloßitel~nye qisla R_0 i c_6, zavisØwie tol~ko ot c_5, γ i dist(Ω^′, ∂Ω^{′′}) i takie, qto ∫ B(x0,R) |∇v^{(k)}(t)|^2 dx 6 c_6ρ^{2−γ} [ ∫ Ω^{′′} |∇v^{(k)}(t)|^2 dx + 1 ] , (3.11)

dlØ vseh x_0 ∈ Ω^′, 0 < ρ 6 R_0 i p.v. t ∈] δ, T [. Ob¨edinØØ ocenki (3.10) i (3.11), prihodim k neravenstvu ∫ B(x0,R) |∇v^{(k)}(t) − ∇w^{(k)}(t)|^2 dx 6 c_7(c_4, c_6) { R^2 + R^{1/4+2−γ} } .

Poloßim γ =^1_4 i vospol~zuemsØ ocenkoæ (3.5). V rezul~tate summirovaniØ po k ot 1 do 2, poluqaem ∫ B(x0,R) |∇^2v(t) − (∇^2v(t))_{x0,ρ}|^2 dx 6

6 c8(c2, c7)^{R^2+^{( ρ}_R^{)4 ∫}

B(x0,R) |∇^2v(t)−(∇^2v(t))_{x0,R}|^2 dx } , 0 < ρ 6 R_0.

Argumenty, kotorye byli ispol~zovany pri vyvode (3.11), i tot fakt, qto ∇^2v ∈ L_∞(δ, T ; (L_2(Ω^{′′}; R^8)) vedut k ocenke ∫ B(x0,ρ) |∇^2v(t) − (∇^2v(t))_{x0,ρ}|^2 dx 6

6 c10^(c8, ‖∇^2v‖L_∞ (δ,T ;L_2(Ω′′,R8))^) ρ^2,

vypolnennoæ dlØ vseh 0 < ρ 6 R_0, vseh x_0 ∈ Ω^′ i p.v. t ∈] δ, T [. Ona vleqet vkl¸qenie

∇^2v ∈ L_∞(δ, T ; BMO (Ω^′; R^8)).

Teorema 2.2 dokazana.

156 O. A. LADYȷENSKA˚, G. A. SEREGIN

§4. Dokazatel~stvo teoremy 2.3.

Utverßdenie teoremy 2.3 vytekaet iz dvuh niße dokazyvaemyh lemm 4.1 i 4.2.

Lemma 4.1. Pust~ vypolneny vse usloviØ teoremy 2.3. Togda dlØ

l¸bogo qisla δ > 0, l¸boæ podoblasti Ω^′ b Ω i l¸bogo natural~- nogo qisla l

ess sup δ6t6T^{‖∇} l v(t)‖^2_Ω′ + ‖∇^{l+1}v‖_Q′_{δ,T} < +∞. (4.1)

Dokazatel~stvo lemmy 4.1. Primenim metod matematiqeskoæ

indukcii. Ego baza pri l = 1 i 2 uße dokazany. Dopustim teper~, qto utverßdenie (4.1) verno pri l = 1, 2, . . . , s, gde s > 2. Nam nado dokazat~, qto ono verno i pri l = s + 1.

My budem dokazyvat~ ocenku (4.1) dlØ l = s+1 kak apriornu¸, t.e. predpolagaØ, qto ∇^{s+1}v ∈ L_{∞,loc} ( 0, T, L_{2,loc} (Ω; R^{2s+1}) ) , ∇^{s+2}v ∈ L_{2,loc} ( Q_T ; R^{2s+2} ) , ocenim pravu¸ qast~ v (4.1) qerez te normy rexeniØ, kotorye koneqny po induktivnomu predpoloßeni¸. Sootvetstvu¸- wie rassußdeniØ netrudno prevratit~ v strogoe dokazatel~- stvo, ispol~zuØ metod koneqnyh raznosteæ. My ostavlØem ffto zainteresovannomu qitatel¸.

Itak, pust~ podoblast~ Ω^{′′} udovletvorØet uslovi¸ Ω^′ b Ω^{′′} b Ω. V silu teoremy 2.2, induktivnogo predpoloßeniØ i teorem vloßeniØ (sm. [16]) imeem ∇^2v ∈ L_∞ ( δ 2 , T ; BMO (Ω^{′′}; R^8) ) , s = 2,

∇^{s−1}v ∈ L_∞ ( δ 2 , T ; BMO (Ω^{′′}; R^{2s}) ) , s > 3, (4.2) ∇^{s−2} v ∈ L_∞ ( Q^{′′}_{δ/2,T} ; R^{2s−1} ) , s > 4, i ∇^s v ∈ L_4 ( Q^{′′}_{δ/2,T} ; R^{2s+1} ) , s > 2. (4.3)

O REGUL˚RNOSTI REXENI` DVUMERNYH URAVNENI` 157

Vvedem oboznaqenie w(t) ≡ v_{,k1k2...ks} (t) ≡ ∂^s v(t) ∂x_{k1} ∂x_{k2} . . . ∂x_{ks} , gde indeksy k_1, k_2, . . . , k_s prinima¸t tol~ko dva znaqeniØ: 1 ili 2.

Imeem toßdestvo ∫ Ω^{′′} {∂_t w(t) · u − u · div Γ(t)} dx =

= ∫ Ω^{′′} {−(v_j (t) v_{,j}(t))_{,k1k2...ks} + g_{,k1k2...ks} (t)} · u dx (4.4)

dlØ vseh u ∈^•J^∞(Ω^{′′}), gde Γ(t) ≡ σ(t)_{,k1k2...ks} , σ = ∂D ∂ε (ε(v)). (4.5) Vyberem probnu¸ funkci¸ sledu¸wim obrazom u = curl^∗(φ^2curl w(t)). (4.6) Zdes~ φ ∈ C^∞_0 (R^2) – sreza¸waØ funkciØ, udovletvorØ¸waØ usloviØm

0 6 φ 6 1 v Ω^{′′}, spt φ ⊂ Ω^{′′}, φ ≡ 1 v Ω^′,

a differencial~nye operatory curl i curl^∗ opredelØ¸tsØ sootnoxeniØmi curl u = u_{2,1} − u_{1,2}, curl^∗ψ = (ψ_{,2,} − ψ_{,1}). (4.7) Netrudno proverit~ ravenstvo u = −φ^2Δw(t) + curl^∗φ^2 curl w(t) = = −2φ^2 div ε(w(t)) + curl^∗φ^2curl w(t). (4.8) Imeem ∫ Ω^{′′} ∂_t w(t) · u dx = 1 2 ∂_t ∫ Ω^{′′} φ^2|curl w(t)|^2 dx (4.9) i − ∫ Ω^{′′} u · div Γ(t) dx = (sm. (4.8)) =

158 O. A. LADYȷENSKA˚, G. A. SEREGIN = − ∫ Ω^{′′} ( φ^2Δw(t) + curl^∗φ^2curl w(t) ) · div Γ(t) dx >

> −c2^∫

Ω^{′′} |∇φ^2| |∇w(t)| |∇Γ(t)| dx + ∫ Ω^{′′} φ^2 w_{i,kk}(t)Γ_{ij,j}(t) dx = (4.10)

= −c_2 ∫ Ω^{′′} |∇φ^2| |∇w(t)| |∇Γ(t)| dx − ∫ Ω^{′′} φ^2_{,k} w_{i,k}(t)Γ_{ij,j}(t) dx+

+ ∫ Ω^{′′} φ^2_{,j} w_{i,k}(t)Γ_{ij,k}(t) dx + ∫ Ω^{′′} φ^2 w_{i,jk}(t)Γ_{ij,k}(t) dx >

> −c3^∫

Ω^{′′} |∇φ^2| |∇w(t)| |∇Γ(t)| dx + ∫ Ω^{′′} φ^2ε(w_{,j} (t))Γ_{,j} (t) dx. DlØ Γ_{,j} verno predstavlenie Γ_{,j} = σ_{,jk1k2...ks} = ( ∂^2D ∂ε^2 (ε(v))ε(v_{,j} ) ) ,k1 k2...k_s =

= ∂^2D ∂ε^2 (ε(v))ε(w_{,j} ) + A_{jk1k2...ks} i, takim obrazom, neravenstvo (4.10) moßno privesti k vidu − ∫ Ω^{′′} u · div Γ(t) dx > c_4 ∫ Ω^{′′} φ^2ε(w_{,j} (t)) : ε(w_{,j} (t)) dx−

−c_5 [ ∫ Ω^{′′} |∇^{s+1} v(t)|^2 dx + ∫ Ω^{′′} φ^2 A_{jk1 k2...ks} (t) : A_{jk1 k2...ks} (t) dx ]

>

(4.11)

> c6^∫

Ω^{′′} φ^2|∇^{s+2} v(t)|^2 dx − c_7 ∫ Ω^{′′} [ |∇^{s+1} v(t)|^2+

+φ^2 A_{jk1 k2...ks} (t) A_{jk1 k2...ks} (t) ] dx. PostoØnnaØ c_6 v (4.11) poloßitel~na.

O REGUL˚RNOSTI REXENI` DVUMERNYH URAVNENI` 159

Dalee, dlØ pravoæ qasti v (4.4) my imeem | | | | ∫ Ω^{′′} u · g_{,k1 k2...ks} (t) dx | | | | = | | | | ∫ Ω^{′′} ( curl g(t) ) ,k1 k2...k_s φ 2curl w(t) | | | | 6

6 c8^{[ ∫}

Ω^{′′} |∇^{s+1} v(t)|^2 dx + 1 ] (4.12) i | | | | ∫ Ω^{′′} (v_j (t) v_{,j}(t))_{,k1 k2...ks} · u dx | | | = (sm. (4.8)) = | | | | ∫ Ω^{′′} (v_j (t) v_{,j} (t))_{,k1 k2...ks} · ( −φ^2Δw(t) + curl φ^2curl w(t) ) dx | | | | 6

6 c9^{( ∫}

Ω^{′′} φ^2|∇^{s+2} v(t)|^2dx + ∫ Ω^{′′} |∇^{s+1} v(t)|^2dx )_{1/2} × (4.13)

× ∫ Ω^{′′} (v_j(t) v_{,j} (t))_{,k1 k2...ks} · (v_j (i) v_{,i}(t))_{,k1 k2...ks} dx )_{1/2} . Oboznaqim posledniæ somnoßitel~ v pravoæ qasti (4.13) qerez I

i ocenim ego, ispol~zuØ (2.5) i (4.2). V rezul~tate budem imet~ I 6 c10^{( ∫} Ω^{′′} |∇^{s+1} v(t)|^2 dx + 1 )_{1/2} . (1.14)

Pri vyvode posledneæ ocenki my vospol~zovalis~ summiruemo-

st~¸ funkcii klassa BMO s l¸bym koneqnym pokazatelem.

Ob¨edinØØ sootnoxeniØ (4.4), (4.9), (4.11)–(4.14) i ispol~zuØ

neravenstvo ınga, poluqaem ∂_t ∫ Ω^{′′} φ^2|curl w(t)|^2 dx + c_{11} ∫ Ω^{′′} φ^2|∇^{s+2} v(t)|^2 dx 6

6 c^′_{11}^{{ ∫}

Ω^{′′} [ |∇^{s+1} v(t)|^2 + φ^2 A_{jk1 k2...ks} (t) : A_{jk1 k2...ks} (t) dx ] dx + 1 } .

160 O. A. LADYȷENSKA˚, G. A. SEREGIN

Zametim ewe, qto ∫ Ω^{′′} φ^2|curl w(t)|^2 dx > c_{12} { ∫ Ω^{′′} φ^2|∇ w(t)|^2 dx − ∫ Ω^{′′} |w(t)|^2 dx } =

= c^′_{12} { ∫ Ω^{′′} φ^2|∇^{s+1}v(t)|^2 − ∫ Ω^{′′} |∇^s v(t)|^2 dx } . Ostalos~ umnoßit~ neravenstvo (4.15) na sreza¸wu¸ po t funk- ci¸ χ(t) = 0, t 6 δ 2 , t − δ/2 δ/2 , δ 2 6 t 6 δ, 1, t > δ i poluqit~

ess sup δ/26t6T^{χ(t)‖φ∇} s+1 v(t)‖^2_Ω′′ + T∫ δ/2 χ(t)‖φ∇^{s+2} v(t)‖^2_Ω′′ dt 6

6 c13^{ ess sup_{δ/2}

6t6T^{‖∇} s v(t)‖^2_Ω′′ + ‖∇^{s+1} v‖^2_Q′′_{δ/2,T} + (4.16)

+ ∫ Q^{′′}_{δ/}2_{,T} χ φ^2 A_{jk1 k2...ks} (t) : A_{jk1 k2...ks} (t) dx dt + 1 }

                              6

6 (sm. (4.2)) 6 c14^{1+^∫

Q^{′′}_{δ/}2_{,T} χφ^2 A_{jk1 k2...ks} (t) : A_{jk1 k2...ks} (t) dx dt } .

Lemma budet dokazana, esli my dolßnym obrazom ocenim integral I_s ≡ ∫ Q^{′′}_{δ/}2_{,T} χ φ^2 A_{jk1 k2...ks} (t) : A_{jk1 k2...ks} (t) dx dt.

Soglasno (4.2) dlØ fftogo dostatoqno ocenit~ A_{jk1k2...ks} qerez ∇^{s+1}v, ∇^sv i ∇^{s−1}v (s > 3), poskol~ku mladxie gradienty ograniqeny na Q^{′′}_{δ/2,T} . Ots¸da, v qastnosti, vidno, qto naibolee

O REGUL˚RNOSTI REXENI` DVUMERNYH URAVNENI` 161

trudnymi sluqaØmi budut s = 2 i s = 3, dlØ kotoryh verny neravenstva | |A_{jk1k2} | | 6 c15^[ |∇^3v| |∇^2v| + |∇^2v|^{3 ]} , s = 2, | |A_{jk1k2k3} | |6 c16^[ |∇^4v| |∇^2v|+|∇^3v|^2 +|∇^3v| |∇^2v|^2 +|∇^2v|^{4 ]} , s = 3.

Rassmotrim detal~no sluqaæ s = 2. DlØ s > 3 rassußdeniØ soverxenno analogiqny. Imeem

I_2 6 c_{17} ∫ Q^{′′}_{δ/}2_{,T} χφ^2 [ |∇^3v|^2 |∇^2v|^2 + |∇^2v|^6 ] dx dt 6

6 c^′_{17}^{

T∫ δ/2 dtχ(t) ( ∫ Ω^{′′} |φ∇^3v(t)|^4 dx )_{1/2}( ∫ Ω^{′′} |∇^2v(t)|^4 dx )_{1/2} +

+ ess sup δ/26t6T^{‖∇} 2v(t)‖^6_{,Ω}′′ } . V silu (2.7) i teorem vloßeniØ ∇^2v ∈ L_∞ ( δ 2 , T ; L_6(Ω^{′′}, R^8) ) i, sledovatel~no,

I_2 6 c_{18} {^T∫ δ/2 dtχ(t) ( ∫ Ω^{′′} |φ∇^3v(t)|^4 dx )_{1/2} + 1 } . Vospol~zuemsØ mul~tiplikativnym neravenstvom (sm. [8]) ( ∫ Ω^{′′} |φ∇^3v(t)|^4 dx )_{1/2}

                   6

6 c19^{( ∫}

Ω^{′′} |∇(φ∇^3v(t)|^2 dx )_{1/2}( ∫ Ω^{′′} |φ∇^3v(t)|^2 dx )_{1/2} . V rezul~tate budem imet~ (s = 2)

I_2 6 c_{20} [^T∫ δ/2 dtχ(t) dt ( ∫ Ω^{′′} φ^2|∇^{s+2}v(t)|^2 + |∇φ|^2 |∇^{s+1}v(t)|^2 dx )_{1/2} ×

162 O. A. LADYȷENSKA˚, G. A. SEREGIN × ( ∫ Ω |φ ∇^{s+1} v(t)|^2 dx )_{1/2} + 1 ]

                  6

6 c^′_{20}^{{(}

T∫ δ/2 χ(t) φ^2‖∇^{s+2} v(t)‖^2_Ω′′ dt )_{1/2} ×

× (^T∫ δ/2 χ(t) φ^2‖∇^{s+1} v(t)‖^2_Ω′′ dt )_{1/2} +

+‖∇^{s+1} v‖^2_Q′′_{δ/2,T} + 1 }

             6 (sm. (4.2)) 6

6 c21^{[(}

T∫ δ/2 χ(t) φ^2‖∇^{s+2} v(t)‖^2_Ω′′ dt )_{1/2} + 1 ] . Ots¸da i iz (4.16), a takße iz neravenstva ınga, vytekaet spravedlivost~ induktivnogo perehoda pri s = 2. Sluqaæ s > 3 rassmatrivaetsØ analogiqno. Lemma 4.1 dokazana.

Lemma 4.2. Pust~ vypolneny usloviØ teoremy 2.3. Togda dlØ l¸-

bogo qisla δ > 0, l¸boæ podoblasti Ω^′ i l¸bogo natural~nogo qisla l my imeem

ess sup δ6t6T^{‖∇} l ∂_t v(t)‖^2_Ω′ + ‖∇^{l+1} ∂_t v‖^2_Q′_{δ,T} < +∞. (4.17)

Dokazatel~stvo. Ewe raz primenØem metod indukcii, baza ko-

torogo pri l = 1 uße dokazana (sm. teoremu 2.1). Itak, my predpolagaem, qto utverßdenie (4.17) verno pri l = 1, 2, . . . , s, s > 1, i nam nado dokazat~ ego spravedlivost~ pri l = s + 1.

Snaqala sdelaem vaßnoe zameqanie. Pust~ qislo δ > 0 i podoblasti Ω^′ b Ω^{′′} b Ω vybrany proizvol~no i zafiksirovany. Soglasno lemme 4.1 moßno utverßdat~, qto ∇^lv ∈ L_∞ ( Q^{′′}_{δ/2,T} ; R^{2l+1} ) , l = 1, 2, . . . , s + 2. (4.18)

Kak i v lemme 4.1 budem dokazyvat~ ocenku

ess sup δ6t6T^{‖∇} s+1 ∂_t v(t)‖^2_Ω′ + ‖∇^{s+2} ∂_t v‖^2_Q′_{δ,T} < +∞ (4.19)

O REGUL˚RNOSTI REXENI` DVUMERNYH URAVNENI` 163

kak apriornu¸. Polnoe dokazatel~stvo netrudno poluqit~, primenØØ metod koneqnyh raznosteæ. Vospol~zuemsØ oboznaqeniØmi, vvedennymi pri dokazatel~stve lemmy 4.1 (sm. 4.5). Imeem toßdestvo ∫ Ω^{′′} { ∂^2_t w(t) · u − u · div ∂_tΓ(t) } dx =

= ∫ Ω^{′′} {−∂_t(v_j (t) v_{,j} (t))_{,k1k2...ks} + ∂_t g_{,k1k2...ks} (t)} · u dx (4.20)

dlØ vseh u ∈^•J^∞(Ω^{′′}). Vyberem probnu¸ funkci¸ u sledu¸wim obrazom u = curl^∗ ( φ^2curl ∂_t w(t) ) . Sreza¸waØ funkciØ φ ta ße, qto i v lemme 4.1. Dalee, ∫ Ω^{′′} ∂^2_t w(t) · u dx = 1 2 ∂_t ∫ Ω^{′′} φ^2|curl ∂_t w(t)|^2 dx (4.21) i − ∫ Ω^{′′} u · div ∂_tΓ(t) dx > (sm. (4.8) i (4.10)) >

> −c22^∫

Ω^{′′} |∇φ^2| |∂_t w(t)| |∇∂_tΓ(t)| dx+

+ ∫ Ω^{′′} φ^2 ε ( ∂_t w_{i,j}(t) ) : ∂_t Γ_{,j} (t) dx, gde ∂_tΓ_{,j} = ∂_t σ_{,jk1k2...ks} = = ( ∂^2D ∂ε^2 (ε(v))ε ( ∂_t v_{,j} ε(∂_tv_{,j}) ) + ( ∂^3D ∂ε^3 (ε(v))ε(v_{,j} ) ) ε(∂_t v) ) ,k1 k2...k_s =

= ∂^2D ∂ε^2 (ε(v))ε ( ∂_t w_{,j} ) + A_{jk1k2...ks} . Teper~ iz (4.21) poluqaem ocenku, analogiqnu¸ (4.11), − ∫ Ω^{′′} u · div ∂_t Γ(t) dx > c_{23} ∫ Ω^{′′} φ^2|∇^{s+2} ∂_t v(t)|^2 dx−

164 O. A. LADYȷENSKA˚, G. A. SEREGIN −c_{24} ∫ Ω^{′′} [ |∇^{s+1} ∂_t v(t)|^2 + φ^2 A_{jk1 k2...ks} (t) : A_{jk1 k2...ks} (t) ] dx, c_{23} > 0. (4.22) Netrudno videt~, qto v silu (4.18) my imeem ∫ Ω^{′′} φ^2 A_{jk1 k2...ks} (t) : A_{jk1 k2...ks} (t) 6 c_{25} (_{s+1}∑ l=1 ‖ ‖∇^l ∂_t v(t) ‖ ‖^2_{Ω′′} + 1 )

                                 6

6 (sm. induktivnye predpoloßeniØ) 6 c26^{(‖}∇^l ∂t v(t)^{‖2}_{Ω′′} + 1^) .

Takim obrazom, ocenka (4.22) moßet byt~ privedena k vidu − ∫ Ω^{′′} u · div ∂_t Γ(t) dx >

> c23^∫

Ω^{′′} φ^2|∇^{s+2} ∂_t v(t)|^2 dx − c_{27} (‖ ‖∇^l ∂_t v(t) ‖ ‖^2_{Ω′′} + 1 ) . (4.23)

PravaØ qast~ v (4.20) legko ocenivaetsØ pri pomowi (4.18) i induktivnyh predpoloßeniæ. Deæstvitel~no, | | | ∫ Ω^{′′} { − ∂_t ( v_j (t) v_{,j}(t) ) ,k1k2...k_s · u + u · ∂t g,k1k2...k^s (t) } dx | | | 6

6 c28^{( ∫}

Ω^{′′} |∇^{s+1}∂_t v(t)|^2 dx + 1 )_{1/2} ×

× ( ∫ Ω^{′′} ( φ^2|∇^{s+2}∂_t v(t)|^2 + |∇^{s+1}∂_t v(t)|^2 ) dx )_{1/2} +

+c_{29} ( ∫ Ω^{′′} |∇^{s+1} v(t)|^2 dx + 1 )_{1/2} . Ob¨edinØØ ocenki (4.21), (4.23) i (4.24), vyvodim pri pomowi neravenstva ınga iz (4.20) sledu¸wee sootnoxenie ∂_t ∫ Ω^{′′} φ^2 | |curl ∂_t w(t) | |^2 dx + c_{30} ∫ Ω^{′′} φ^2|∇^{s+2} ∂_t v(t)|^2 dx 6

O REGUL˚RNOSTI REXENI` DVUMERNYH URAVNENI` 165

6 c31^{( ∫}

Ω^{′′} |∇^{s+1} ∂_t v(t)|^2 dx + 1 ) . Dalee, nado povtorit~ rassußdeniØ lemmy 4.1, zamenØØ v na ∂_tv, i poluqit~ ∫ Ω^{′′} φ^2 | |curl ∂_t w(t) | |^2 dx >

> c^′_{12}^{[ ∫}

Ω^{′′} φ^2|∇^{s+1} ∂_t v(t)|^2 dx − ∫ Ω^{′′} |∇^s ∂_t v(t)|^2 dx ]

i ess sup δ/26t6T^{χ(t)‖φ∇} s+1 ∂_t v(t)‖^2_Ω′′ + T∫ δ/2 χ(t)‖φ∇^{s+2} ∂_t v(t)‖^2_Ω′′ dt 6

6 c32

[ 1 + ess sup δ/26t6T^{‖∇} s ∂_t v(t)‖^2_Ω′′ + ‖∇^{s+1} ∂_t v‖^2_Q′′ ] , gde χ = χ(t) – sreza¸waØ funkciØ lemmy 4.1. Ots¸da vytekaet (4.10). Lemma 4.2 dokazana.

Literatura

1. O. A. LadyßenskaØ, O nelineænyh problemah mehaniki sploxnyh sred.

Trudy Meßdunarodnogo kongressa matematikov (Moskva, 1966), Nauka, Moskva (1968).

2. O. A. LadyßenskaØ, Novye uravneniØ dlØ opisaniØ dvißeniØ vØzkih nesßimaemyh ßidkosteæ i global~naØ razreximost~ kraevyh zadaq dlØ nih. — Trudy MIAN SSSR 102 (1967), 85–104.

3. O. A. LadyßenskaØ, O nekotoryh modifikaciØh uravneniØ Nav~e–Stoksa dlØ bol~xih gradientov skorosteæ. — Zap. nauqn. semin. LOMI 7 (1968), 126–154.

4. O. A. Ladyzhenskaya, G. A. Seregin, On global stability of the two-dimensional visco-plastic flows. — Jyväskyllä-St.-Petersburg Seminar on PDE’s and Numerical Methods, Ber. Univ. Jyväskyllä Math. Inst. 56 (1993), 43–52.

5. O. A. Ladyzhenskaya, G. A. Seregin, On semigroups generated by initial boundary value problems describing two-dimensional visco-plastic flows. — Nonlinear evolution equations, Am. Math. Soc. Transl., Ser. 2 164 (1995), 99–123.

6. M. Fuchs, G. A. Seregin, Regularity results for the quasi-static Bingham variational inequality in dimensions two and three. — Math. Z. 227 (1998), 525–541.

7. J. Serrin, On the interior regularity of weak solutions of the Navier–Stokes equations. — Arch. Ration. Mech. Anal. 9 (1962), 187–195.

166 O. A. LADYȷENSKA˚, G. A. SEREGIN

8. O. A. LadyßenskaØ, Matematiqskie voprosy dinamiki vØzkoæ nesßimaemoæ ßidkosti. Pervoe russkoe izd., Moskva (1961); Vtoroe russkoe izd., Moskva (1970).

9. L. Caffarelli, R. Kohn, L. Nirenberg, Partial regularity of suitable weak solutions of the Navier–Stokes equations. — Comm. Pure Appl. Math. 35 (1982), 771-831.

10. O. A. Ladyzhenskaya, G. A. Seregin, On disjointness of solutions to the MNS equations. (to appear).

11. O. A. LadyßenskaØ, G. A. Seregin, O gladkosti rexeniæ sistem, opisyva¸wih teqeniØ obobwennyh n~¸tonovskih ßidkosteæ, i ob ocenke razmernosteæ ih attraktorov. — Izv. RAN, Ser. matem. 62, No. 1 (1998), 56–122.

12. G. A. Seregin, Teqenie dvumernoæ obobwennoæ n~¸tonovskoæ ßidkosti.

— Algebra i Analiz 9, No. 1 (1997), 163–196.

13. M. Giaquinta, Multiple integrals in the calculus of variations and nonlinear elliptic systems. — Ann. Math. Studies, Princeton Univ. Press No. 105 (1983).

14. F. John, L. Nirenberg, On functions of bounded mean oscillation. — Comm. Pure Appl. Math 14 (1961), 415–426.

15. M. Fuchs, G. Seregin, Some remarks on non-Newtonian fluids including nonconvex perturbations of the Bingham and Powell–Eyring model for viscoplastic fluids. M3AS, 7, No. 3, 405–433, (1997).

16. O. A. LadyßenskaØ, V. A. Solonnikov, N. N. Ural~ceva, Lineænye i kvazilineænye uravneniØ paraboliqeskogo tipa. Moskva (1967).

17. Ch. B. Morrey, Partial regularity results for non-linear elliptic systems. Univ. of California, June 1967, pp. 1–34.

Ladyzhenskaya O. A., Seregin G. A. On reqularity of solutions to twodimensional equations of the dynamics of fluids with nonlinear viscosity.

2D equations, describing the motion of generalized Newtonian fluids, are considered. It is shown that for smooth data of corresponding initialboundary value problems any spatial derivative of the velocity field is a locally Lipschitz function.

Postupilo 31 dekabrØ 1998 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN