Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 259, 1999 g.

A. I. Nazarov

OB “ODNOMERNOSTI” �KSTREMALI V NERAVENSTVE PUANKARE NA KVADRATE

1. Postanovka zadaqi. Lokal~noe issledovanie

Pust~ 1 6 q 6 ∞. V nastoØweæ rabote rassmatrivaetsØ vopros o ravenstve toqnyh konstant v neravenstvah Puankare na otrezke I = [0, 1]:

λ_q = min ‖u^′‖_{L2(I)} ‖u‖_{Lq(I)} pri uslovii ∫ I u dx = 0 (1.1)

i na kvadrate K = I ×I: ~λ_q = min ‖∇u‖^{L2(K)} ‖u‖_{Lq(K)} pri uslovii ∫ K u dx dy = 0 (1.2)

Zameqanie. Nahoßdenie minimiziru¸weæ funkcii v (1.1) so-

verxenno analogiqno rabote [1] svoditsØ k minimizacii integrala ∫ R (max (0, 1 + μx − |x|^q))^{12} dx. (1.3)

V [1] pokazano, qto pri q 6 4 + ε minimum integrala (1.3) dostigaetsØ pri μ = 0, a grafik funkcii f_q (x) – ffkstremali otnoxeniØ (1.1) – central~no simmetriqen otnositel~no toqki (1/2, 0). S drugoæ storony, pri q > 6 minimum v (1.3) zavedomo dostigaetsØ pri μ ≠ 0 i, sootvetstvenno, grafik f_q (x) ne obladaet central~noæ simmetrieæ.

Pri q = 2 iz razloßeniØ funkcii u v rØd Fur~e po polnoæ ortogonal~noæ sisteme {cos(πmx) cos(πny) | m, n ∈ Z_+} oqevidno, qto ~λ_q = λ_q = π. �to, koneqno, ob¨ØsnØetsØ tem, qto sredi ffkstremaleæ otnoxeniØ (1.2) est~ “odnomernye” funkcii (t.e. funkcii, zavisØwie ot odnoæ peremennoæ – v dannom sluqae cos(πx) i cos(πy)), dlØ kotoryh otnoxeniØ (1.1) i (1.2) sovpada¸t.

Rabota podderßana FCP “IntegraciØ” No. 326.53 i programmoæ “Nauqnye xkoly”, grant No. 96-15-96121. 167

168 A. I. NAZAROV

S drugoæ storony, kak izvestno, W^1_2 (K) ne vkladyvaetsØ v L_∞(K). Pofftomu pri q = ∞ minimum otnoxeniØ v (1.2) raven nul¸, v to vremØ kak λ_q > 0 pri vseh q (v qastnosti, λ_∞ = √ 3). Poskol~ku dlØ “odnomernyh” funkciæ otnoxeniØ (1.1) i (1.2) sovpada¸t, to, oqevidno, ~λ_q 6 λ_q pri vseh q. Pofftomu vopros o sovpadenii minimumov moßno pereformulirovat~ tak: ØvlØetsØ li funkcional

J_q(u) = ∫ K |∇u|^2 dxdy − λ^2_q ( ∫ K |u|^q dxdy )_{2/q} (1.4)

neotricatel~nym na podprostranstve

W^1_2 (K) = { u ∈ W^1_2 (K) | | | ∫ K u dxdy = 0 } . Na funkcii f_q (x) funkcional J_q obrawaetsØ v nul~. Podsqitaem ego differencial v toqke f_q . 1 2 · DJ_q(f_q ; h) = ∫ K ⟨ ∇ f_q, ∇h ⟩ dxdy − λ^2_q · ‖f_q‖^{2−q}_q · ∫ K |f_q|^{q−2} · f_q h dxdy. Razloßim prirawenie h(x, y) v summu dvuh slagaemyh:

h_1(x) = ∫ I f(x, y) dy; h_2(x, y) = h(x, y) − h_1(x).

Poskol~ku h ∈ W^1_2 (K), to, oqevidno, h_1, h_2 ∈ W^1_2 (K). Dalee, po postroeni¸ ∫ I h_2(x, y)dy = 0 pri vseh x ∈ I.

UqityvaØ, qto f_q zavisit tol~ko ot x, imeem ∫ K |f_q|^{q−2} · f_qh_2 dxdy = 0; (1.5) ∫ K ⟨ ∇ f_q, ∇h_2 ⟩ dxdy = ∫ K f_{qx}h_{2x} dxdy = 0. (1.6) Ots¸da DJ_q (f_q ; h) = DJ_q (f_q ; h_1).

OB “ODNOMERNOSTI” �KSTREMALI 169 No na “odnomernyh” funkciØh iz W^1_2 (K) J_q ¿ 0, pofftomu DJ_q (f_q ) obrawaetsØ v nul~ na “odnomernyh” priraweniØh iz W^1_2 (K). Takim obrazom, DJ_q (f_q; h) = 0.

Podsqitaem vtoroæ differencial J_q v toqke f_q . 1 2 · D^2 J_q(f_q ; h, h) = ∫ K ⟨ ∇h, ∇h ⟩ dxdy−

−λ^2_q (2 − q) · ‖f_q ‖^{2−2q}_q · ( ∫ K |f_q|^{q−2} · f_q h dxdy )_2 −

−λ^2_q (q − 1) · ‖f_q ‖^{2−q}_q · ∫ K |f_q|^{q−2} · h^2 dxdy. Analogiqno (1.5) i (1.6) imeem ∫ K |f_q|^{q−2} · h_1h_2 dxdy = 0; (1.7) ∫ K ⟨ ∇h_1, ∇h_2 ⟩ dxdy = ∫ K h_{1x}h_{2x} dxdy = 0. (1.8)

Iz (1.5), (1.7) i (1.8) vidno, qto

D^2 J_q (f_q ; h, h) = D^2 J_q(f_q ; h_1, h_1) + D^2 J_q(f_q ; h_2, h_2).

V silu neotricatel~nosti funkcionala J_q na “odnomernyh” funkciØh ego vtoroæ differencial v toqke f_q neotricatelen na “odnomernyh” priraweniØh iz W^1_2 (K). Pofftomu vopros o neotricatel~nosti D^2 J_q(f_q ; h, h) svoditsØ k voprosu o neotricatel~nosti D^2 J_q(f_q ; h_2, h_2).

Budem teper~ sqitat~ dlØ uproweniØ zapisi, qto funkciØ f_q normirovana v L_q(I).

Zametim, qto^1_2 ·D^2 J_q (f_q ; h_2, h_2) – ffto kvadratiqnaØ forma operatora −Δ − λ^2_q (q − 1) · |f_q |^{q−2} pri kraevyh usloviØh Neæmana. V silu “odnomernosti” potenciala fftot operator dopuskaet razdelenie peremennyh, i vse ego

170 A. I. NAZAROV sobstvennye funkcii nahodØtsØ v vide F (x)G(y). Pri fftom F i G okazyva¸tsØ sobstvennymi funkciØmi kraevyh zadaq

−F^{′′} − λ^2_q (q − 1) · |f_q|^{q−2}F = νF ; F^′(0) = F^′(1) = 0, (1.9)

−G^{′′} = ^νG; G^′(0) = G^′(1) = 0. (1.10) Iz usloviØ ∫ I h_2(x, y)dy = 0 imeem ∫ I Gdy = 0. Pofftomu naimen~xee sobstvennoe qislo zadaqi (1.10) ravno π^2.

2. Issledovanie zadaqi (1.9) pri q > 2 Lemma 2.1. Pri 1 < q 6 4

λ^2_q 1∫ 0 |f_q|^{q−2}dx = 4π q − 2 · ctg ( π q ) . (2.1)

Dokazatel~stvo. Iz rezul~tatov [1] sleduet, qto pri q 6 4

funkciØ f_q udovletvorØet uravneni¸ |f^′_q|^2 2 + λ^2_q |f_q|^q q = λ^2_q ( 1 2 + 1 q ) . (2.2)

IntegriruØ ffto uravnenie, s uqetom graniqnyh usloviæ f^′_q (0) = f^′_q (1) = 0 i usloviØ normirovki ‖f_q‖_{Lq(I)} = 1, poluqim

λ_q = ( 2 q )_{1/2}( q + 2 2 )_{1/q−1/2} · B ( 1 q , 1 2 ) ; 1∫ 0 |f_q|^{q−2}dx = ( q + 2 2 )_{1−2/q} B(1 −_{1q} ,_{12} ) B (_1 q ,^1_2 ) . Pol~zuØs~ funkcional~nymi sootnoxeniØmi dlØ gamma-funk-cii, nahodim

λ^2_q · 1∫ 0 |f_q|^{q−2}dx = 2 q · B ( 1 q , 1 2 ) · B ( 1 − 1 q , 1 2 ) =

= 2 q Γ (_1 q ) Γ ( 1 −^1_q ) Γ^2

(_1 2 ) Γ (_1 q +^1_2 ) Γ (_1 2 −^1_q ) · (_1 2 −^1_q

) = 4 π q − 2 · cos(π/q) sin(π/q) .

OB “ODNOMERNOSTI” �KSTREMALI 171

Teorema 2.2. Pri q > 2 naimen~xee sobstvennoe qislo zadaqi

(1.9) men~xe −π^2.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno pokazat~, qto dlØ kakoæ-to funk-

cii F vypolneno neravenstvo 1∫ 0 F^{′2}dx − λ^2_q (q − 1) · 1∫ 0 |f_q|^{q−2}F^2 dx + π^2 · 1∫ 0 F^2 dx < 0. (2.3)

Podstaviv vmesto F konstantu, poluqim neravenstvo

λ^2_q (q − 1) · 1∫ 0 |f_q|^{q−2} dx > π^2. (2.4)

Pri q 6 4 soglasno (2.1) ono ravnosil~no neravenstvu 4π q − 1 q − 2 · ctg ( π q ) > π^2, kotoroe, oqevidno, vypolneno pri vseh q > 2.

Podstaviv v (2.3) f_q vmesto F i uqityvaØ uslovie normirovki, poluqim neravenstvo

π^2 · 1∫ 0 f^2_q dx < λ^2_q (q − 2). (2.5)

Pokaßem, qto pri q > 4 nepremenno vypolnØetsØ hotØ by odno iz dvuh neravenstv (2.4) ili (2.5).

Poskol~ku q − 2 > 2, to 1∫ 0 f^2_q dx 6

(^1∫ 0 |f_q|^{q−2} dx ) 2_q�_2 . Pofftomu, esli neravenstvo (2.4) ne vypolneno, to 1∫ 0 f^2_q dx 6 ( π^2 λ^2_q(q − 1)

) 2_q�_2 . (2.6)

172 A. I. NAZAROV

Teper~ vospol~zuemsØ tem, qto λ^{−1}_q – norma operatora vloßeniØ W^1_2 (I) v L_q(I) i, sledovatel~no, po interpolØcionnoæ teore- me λ_q ¿ λ^{1− 2q}_∞ · λ^{2q}_2 = 3^{12 − 1q} π^{2q} .

Ots¸da ( λ_q π ) 2q_q�_2

· (q − 1)^{2q}�^2 · (q − 2) ¿ 3 π^2

· (q − 1)^{2q}�^2 · (q − 2).

Pri q > 4 pravaØ qast~ fftogo neravenstva, oqevidno, bol~xe edinicy. Iz fftogo s uqetom (2.6) nemedlenno poluqaem (2.5), qto i dokazyvaet teoremu.

Zameqanie. Pri q → +∞ pravaØ qast~ neravenstva (2.5) stre-

mitsØ k +∞. Pofftomu pervoe sobstvennoe qislo zadaqi (1.9) stremitsØ k −∞.

Sledstvie. Pri q > 2 “odnomernaØ” funkciØ ne daet minimuma

otnoxeni¸ (1.2), t.e. ~λ_q < λ_q.

Dokazatel~stvo. Iz teoremy vidno, qto pri q > 2 D^2Jq(fq ; h, h)

– znakoperemennaØ kvadratiqnaØ forma. Pofftomu J_q prinimaet otricatel~nye znaqeniØ na W^1_2 (K).

3. Issledovanie zadaqi (1.9) pri 1 6 q < 2 Lemma 3.1. Pri q → 1+ imeem

λ^2_q (q − 1)|f_q|^{q−2} → 4δ ( x − 1 2 )

(shodimost~ v prostranstve mer na [0, 1]).

Dokazatel~stvo. Iz lemmy 2.1 vidno, qto pri q → 1+

λ^2_q(q − 1) · ∫ I |f_q|^{q−2} dx = 4π q − 1 q − 2 · ctg ( π q ) → 4. S drugoæ storony, funkcii f_q pri q 6 4 obrawa¸tsØ v nul~ tol~ko v toqke x = 1/2, priqem f^′_q (1/2) otdelena ot nulØ pri vseh q. Pofftomu dlØ l¸bogo ε > 0

λ^2_q (q − 1) · ∫ I\I_ε |f_q |^{q−2} dx → 0 pri q → 1+,

OB “ODNOMERNOSTI” �KSTREMALI 173 gde I_ε =

[_1 2 − ε,^1_2 + ε ] , qto i dokazyvaet lemmu.

Sledstvie. Pri q = 1 naimen~xee sobstvennoe qislo zadaqi (1.9)

ØvlØetsØ kornem uravneniØ √ −ν 2 · th (√ −ν 2 ) = 1, ν_1 ≈ −5.756915,

a sootvetstvu¸waØ sobstvennaØ funkciØ –

F_1(x) = { ch ( √ −ν_1 x), x 6 1/2 ch ( √ −ν_1 (x − 1)), x > 1/2. Dokazatel~stvo. ProverØetsØ podstanovkoæ.

Lemma 3.2. Pust~ funkcii ψ1 i ψ2 neotricatel~ny na [0, 1],

ψ_k(x) = ψ_k(1 − x), k = 1, 2, funkciØ ψ_1 vozrastaet pri x < 1/2, i pri vseh ε ∈ [0, 1/2] ∫ I_ε ψ_1 dx 6 ∫ I_ε ψ_2 dx. (3.1)

Togda pervoe sobstvennoe qislo operatora −^{d2}_{dx2} − ψ_1 s graniqnymi usloviØmi Neæmana na [0, 1] ne men~xe pervogo sobstvennogo qisla operatora −^{d2}_{dx2} − ψ_2 s temi ße graniqnymi usloviØmi.

Dokazatel~stvo. Pust~ ω – naimen~xee sobstvennoe qislo ope-

ratora −^{d2}_{dx2} − ψ_1, a φ – sootvetstvu¸waØ sobstvennaØ funkciØ. Togda φ ne menØet znaka na [0, 1] (budem sqitat~, qto φ > 0). Iz simmetrii funkcii ψ_1 poluqaem φ(x) = φ(1 − x), a poskol~ku ψ_1 vozrastaet pri x < 1/2, to φ^′ pri x < 1/2 snaqala vozrastaet, a potom ubyvaet do nulØ, i, sledovatel~no, φ vozrastaet pri x < 1/2.

IntegriruØ po qastØm, s uqetom (3.1) poluqaem ∫ I (ψ_2 − ψ_1) · φ^2 dx = ∫ I (ψ_2 − ψ_1) dx · φ^2(0)+

+2 · 1/2∫ 0 ∫ I_ε (ψ_2 − ψ_1) dx · φ ( 1 2 − ε ) φ^′ ( 1 2 − ε ) dε ¿ 0.

174 A. I. NAZAROV Pofftomu ∫ I ( φ^{′2} − ψ_2φ^2 ) dx 6^∫_I^(φ^{′2} − ψ1φ^{2)} dx = ω ·^∫_I φ^2 dx,

qto i dokazyvaet lemmu.

Teorema 3.3. Pri 1 < q < 2 naimen~xee sobstvennoe qislo zadaqi

(1.9) udovletvorØet neravenstvu −π^2 < ν < ν_1.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim funkci¸ g_q(x) = c(q) · (q − 1) · |2x − 1|^{q−2}, gde c(q) = 4π^{q−1}_{q−2} · ctg (_π q ) . Pokaßem, qto uslovie lemmy 3.2 budet vypolnØt~sØ, esli poloßit~

ψ_1 = λ^2_q (q − 1)|f_q|^{q−2}, ψ_2 = g_q .

Deæstvitel~no, ∫ I g_q = c(q), i po lemme 2.1 neravenstvo (3.1)

vypolneno (obrawaetsØ v ravenstvo) pri ε = 1/2. A poskol~ku |f_q| vypukla vverh pri x < 1/2, to dlØ nekotorogo δ > 0 imeem ψ_1 6 ψ_2 na I_δ i ψ_1 ¿ ψ_2 na I \ I_δ. Pofftomu (3.1) vypolneno pri vseh ε 6 1/2.

Takim obrazom, my moßem ispol~zovat~ zadaqu

−F^{′′} − g_q F = μF ; F^′(0) = F^′(1) = 0 (3.2)

dlØ ocenki pervogo sobstvennogo qisla zadaqi (1.9) snizu.

Pri q = 2 zadaqi (1.9) i (3.2) sovpada¸t, i μ = ν = −π^2. Pokaßem, qto μ > −π^2 pri 1 6 q < 2.

Pust~ F_q – normirovannaØ v L_2(I) pervaØ sobstvennaØ funkciØ zadaqi (3.2) (zametim, qto F_q(x) = F_q(1 − x), i F_q vozrastaet pri x < 1/2). Togda dμ dq = − ∫ I dg_q dq · F^2_q dx = −c(q) · ∫ I |2x − 1|^{q−2} F^2_q dx−

−c(q) · (q − 1) · ∫ I |2x − 1|^{q−2} · ln |2x − 1| · F^2_q dx−

−c^′(q) · (q − 1) · ∫ I |2x − 1|^{q−2} F^2_q dx.

OB “ODNOMERNOSTI” �KSTREMALI 175 IntegriruØ vtoroe slagaemoe po qastØm, poluqaem dμ dq = −2 1/2∫ 0 |2x − 1|^{q−2} F^2_q ·

· [ c^′(q) · (q − 1) + c(q) · |2x − 1| · ln |2x − 1| · F^′_q F_q ] dx. Ocenim vyraßenie v kvadratnyh skobkah pri 0 6 x 6 1/2: ( F^′_q F_q )_′ 6^{F ′′q}_{Fq} = −μ − c(q) · (q − 1) · |2x − 1|^{q−2} 6 6 −μ − c(q) · (q − 1) ≡ α; c^′(q)·(q −1)+c(q)·|2x−1|·ln |2x−1|· F^′_q F_q ¿ c^′(q)·(q −1)−c(q)·α ·β ≡ γ, gde β = max_{[0,1/2]}{(2x − 1) · ln |2x − 1| · x} < 0.1305.

Dalee, pri 0 6 x 6 1/2 imeem

ln(F_q) | |^x_0 6 α x^2 2 ; F_q(x) 6 F_q(0) exp(αx^2/2) 6 F_q(0) exp(αx/4).

Pofftomu

1 = 2 1/2∫ 0 F^2_q dx 6 F^2_q (0) · 4 α (exp(α/4) − 1),

i esli γ(q) > 0, to dμ dq 6 −2γ 1/2∫ 0 |2x − 1|^{q−2} F^2_q dx 6 −γ q − 1 F^2_q (0) 6 6^{−γα} 4(q − 1) · (exp(α/4) − 1) . Sostavim sledu¸wu¸ rekurrentnu¸ posledovatel~nost~ (vybor indeksov opredelØetsØ tem, qto c – vozrasta¸waØ, a c^′ – ubyva¸waØ funkciØ na [1, 2]): q_0 = 2; μ_0 = −π^2; β = 0.1305;

176 A. I. NAZAROV q_k = q_{k−1} − τ ; α_k = −μ_{k−1} − c(q_k) · (q_k − 1);

γ_k = c^′(q_{k−1}) · (q_k − 1) − c(q_{k−1}) · α_kβ;

μ_k = μ_{k−1} + γ_kτ α_k/4 (q_{k−1} − 1) · (exp(α_k/4) − 1) . VyqisleniØ proizvodØtsØ do teh por, poka γ_k > 0. Iz vyxeprivedennyh vykladok vidno, qto lomanaØ s verxinami (q_k, μ_k) zavedomo leßit niße grafika funkcii μ(q).

Rezul~taty vyqisleniæ s xagom τ = 0.005 privedeny v tabli- ce. p_k α_k γ_k μ_k 2.000 −9.8696044 1.995 7.3909587e−2 4.8149339 −9.8457515 1.990 1.2374123e−1 4.7308291 −9.8223443 1.985 1.7379345e−1 4.6467520 −9.7993820 . . . . . . . . . . . . 1.710 3.2209003 1.8856333e−1 −9.1807402 1.705 3.2805670 1.1295024e−1 −9.1802269 1.700 3.3403404 3.7620190e−2 −9.1800561 1.695 3.4002180 −3.7422315e−2 −9.1806861

Itak, my pokazali, qto μ > −π^2 pri 1.7 6 q < 2. Rassmotrim teper~ zadaqu

−F^{′′} − ^g_qF = ~μF ; F^′(0) = F^′(1) = 0, (3.3) gde ^g_q(x) = c(q) 2 {[ 1 − ( 2 3 )_{q−1}] · ( δ(x − 1/6) + δ(x − 5/6) ) +

+ [( 2 3 )_{q−1} − ( 1 3 )_{q−1}] · ( δ(x−1/3)+δ(x−2/3) ) + ( 1 3 )_{q−1} ·2δ(x−1/2) } . Lemma 2.3, primenennaØ k funkciØm g_q i ^g_q, pokazyvaet, qto pervoe sobstvennoe qislo u zadaqi (3.3) ne bol~xe, qem u zadaqi (3.2). Pokaßem, qto pri 16 q 61.7 ~μ > −π^2.

Predpoloßim, qto ~μ(^q) = −π^2 pri nekotorom ^q ∈]1, 1.7] i pokaßem, qto togda^de^μ_{dq} (^q) < 0.

OB “ODNOMERNOSTI” �KSTREMALI 177 Iz Øvnogo predstavleniØ rexeniØ uravneniØ (3.3) s naqal~- nymi usloviØmi F^′(0) = 0, F (0) = 1 legko videt~, qto F (1/2) > F (1/3) > F (1/6) = ch (π/6). Dalee, oqevidno,

F^2(1/2) − F^2(1/3) F^2(1/6) < ch^2(π/2) − ch^2(π/3) ch^2(π/6)

< 3. (3.4)

UqityvaØ, qto F (1 − x) = F (x), vyvodim d~μ dq = −c^′(q) · F^2(1/6) + ( 2 3 )_{q−1} · ( c(q) · ln(3/2) − c^′(q) ) · ( F^2(1/3)−

−F^2(1/6) ) + ( 1 3 )_{q−1} · ( c(q) · ln(3) − c^′(q) ) · ( F^2(1/2) − F^2(1/3) ) . Vtoroe slagaemoe v fftom vyraßenii otricatel~no, ibo c0_{(q)} c(q) > c0_{(1.7)}

c(1.7) > ln(3/2).

V silu (3.4) summa ostavxihsØ dvuh slagaemyh ocenivaetsØ sverhu qerez c(q) · ( 1 3 )_{q−1} · [ ln(3) − c^′(q) c(q) · ( 1 + ( 1 3 )_{2−q})] · ( F^2(1/2) − F^2(1/3) ) . FunkciØ, stoØwaØ v kvadratnoæ skobke, otricatel~na pri q = 1.7 i vozrastaet na [1, 1.7], qto proverØetsØ fflementarnymi metodami. Pofftomu^de^μ_{dq} < 0.

No neposredstvenno moßno proverit~, qto pri q = 1.7 i ~μ = −π^2 rexenie uravneniØ (3.3) s naqal~nymi usloviØmi F^′(0) = 0, F (0) = 1 imeet poloßitel~nu¸ proizvodnu¸ pri x = 1. Pofftomu istinnoe znaqenie ~μ(1.7) bol~xe −π^2. Poluqennoe protivoreqie pokazyvaet, qto ~μ(q) > −π^2 pri vseh q ∈]1, 1.7], qto i daet trebuemu¸ ocenku dlØ ν snizu.

DlØ poluqeniØ ocenki sverhu rassmotrim funkci¸ ~g_q(x) = 12(q − 1) · |6x − 3|^{q−2}, x ∈ I_{1/6}, 3 2 · (c(q) − 4), x ∈ I \ I_{1/6}. Pokaßem, qto pri 1 6 q 6 1.5 budet vypolneno uslovie lemmy 3.2, esli poloßit~

ψ_1 = ~g_q, ψ_2 = λ^2_q (q − 1)|f_q|^{q−2}.

178 A. I. NAZAROV

Deæstvitel~no, iz vypuklosti vverh funkcii |f_q| na ]0, 1/2[ imeem |f_q(x)| 6 f^′_q (1/2) · |x − 1/2|. Iz (2.2) vidno, qto f^′_q(1/2) = λ_q √ 1 + 2/q. Po interpolØcionnoæ teoreme

λ_q ¿ λ 2�q_q 1 · λ 2q�2_q 2 = 12^2 �q_{2q} · π^{2q} �2_q . Pofftomu

λ^2_q (q − 1)|f_q|^{q−2} ¿ (q − 1) · [ π^{2q−2} · ( q + 2 12q )^q�^2_2 ] · |x − 1/2|^{q−2}. Pri 1 6 q 6 1.5 vyraßenie v kvadratnyh skobkah bol~xe 12 · 6^{q−2}, qto proverØetsØ fflementarnymi metodami. Pofftomu pri takih q ψ_1(x) 6 ψ_2(x), esli x ∈ I_{1/6}.

UqityvaØ, qto ∫ I ~g_q = c(q), ots¸da nemedlenno poluqaem neravenstvo (3.1) pri vseh ε 6 1/2.

Takim obrazom, dlØ ocenki naimen~xego sobstvennogo qisla zadaqi (1.9) sverhu pri 1 6 q 6 1.5 my moßem ispol~zovat~ zadaqu −F^{′′} − ~g_qF = ϑF ; F^′(0) = F^′(1) = 0. (3.5)

Pri q = 1 zadaqi (1.9) i (3.5) sovpada¸t i, takim obrazom ϑ = ν_1. Pokaßem, qto ϑ < ν_1 pri 1 < q 6 1.5.

Rassmotrim integral (F_1 – funkciØ iz sledstviØ k lemme 3.1) ∫ I d~g_q dq · F^2_1 dx = 12 · ∫ I1_/6

|6x − 3|^{q−2} F^2_1 dx+

+12(q − 1) · ∫ I1_/6

|6x − 3|^{q−2} · ln |6x − 3| · F^2_1 dx + 3 2 c^′(q) · ∫ I\I1_/6 F^2_1 dx.

IntegriruØ vtoroe slagaemoe po qastØm, poluqaem ∫ I d~g_q dq · F^2_1 dx =

= 8 1/2∫ 1/3 |6x − 3|^{q−1} · ln |6x − 3| · F_1 F^′_1 dx + 3c^′(q) · 1/3∫ 0 F^2_1 dx. (3.6)

OB “ODNOMERNOSTI” �KSTREMALI 179 Vvedem oboznaqenie t =^1_3 √ −ν_1. Togda iz vypuklosti funkcii sh imeem na [1/3, 1/2]

F_1(x)F^′_1(x) = 3t 2 sh (6tx) 6 3t 2 [sh (3t) · (6x − 2) + sh (2t) · (3 − 6x)] .

PodstavlØØ fftu ocenku v (3.6), poluqaem, qto modul~ pervogo slagaemogo v (3.6) ne prevoshodit 2t ( sh (3t) q^2 − sh (3t) (q + 1)^2 + sh (2t) (q + 1)^2 ) , (3.7)

v to vremØ kak vtoroe slagaemoe ravno c^′(q) 2 ( sh (2t) 2q + 1 ) . (3.8)

�lementarnymi metodami proverØetsØ, qto pri 1 < q 6 1.5 znaqenie vyraßeniØ (3.7) men~xe, qem (3.8). Pofftomu ∫ I d~g_q dq · F^2_1 dx > 0,

i znaqenie kvadratiqnoæ formy zadaqi (3.5) na funkcii F_1 pri fftih znaqeniØh q men~xe ee znaqeniØ pri q = 1, t.e. ν_1. Tem bolee ϑ < ν_1 pri 1 < q 6 1.5.

A pri q > 1.5 znaqenie kvadratiqnoæ formy zadaqi (1.9) na toßdestvennoæ edinice, ravnoe −c(q), men~xe ν_1. Takim obrazom, pri vseh q > 1 imeem ν < ν_1. Teorema dokazana.

Sledstvie. Pri 1 6 q 6 2 “odnomernaØ” funkciØ fq (x) daet lo-

kal~nyæ minimum otnoxeni¸ (1.2).

Gipoteza 1. �tot minimum ØvlØetsØ global~nym, t.e.^~λq = λq

pri 1 6 q 6 2.

Gipoteza 2. Naimen~xee sobstvennoe qislo zadaqi (1.9) ØvlØetsØ

monotonno ubyva¸weæ funkcieæ q pri q ¿ 1.

4. Nekotorye obobweniØ 4.1. Neravenstvo Puankare na prØmougol~nike

Pust~ K – prØmougol~nik I×aI. Lokal~noe issledovanie ffkstremal~nosti “odnomernoæ” funkcii f_q (x) v fftom sluqae analogiqno p. 1 svoditsØ k voprosu o znake qisla ν + π^2/a^2.

Iz rezul~tatov pp. 2 i 3 sleduet

180 A. I. NAZAROV

Teorema 4.1. Esli a < 1, to suwestvu¸t q^∗ ¿ q∗ > 2, takie, qto

pri 1 6 q < q_∗ funkciØ f_q (x) daet lokal~nyæ (predpoloßitel~no global~nyæ) minimum funkcionalu J_q(u), a pri q > q^∗ ne daet. Pri fftom esli a → 0, to q_∗ → +∞. Esli 1 < a < π/ √ −ν_1 ≈ 1.3093476, to suwestvu¸t 1 < q_∗ 6 q^∗ < 2, takie, qto pri 1 6 q < q_∗ funkciØ f_q (x) daet lokal~nyæ (v fftom sluqae – zavedomo ne global~nyæ) minimum funkcionalu J_q(u), a pri q > q^∗ – ne daet.

Esli spravedliva gipoteza 2, to v oboih sluqaØh q_∗ = q^∗. Nakonec, esli a > π/ √ −ν_1, to pri vseh q ¿ 1 funkciØ f_q (x) ne daet lokal~nogo minimuma funkcionalu J_q (u).

4.2. Neravenstvo Puankare na ploskom tore i butylke Kleæna

Pust~ K = T_a – ploskiæ tor, poluqennyæ iz prØmougol~nika [−1, 1] × [−a, a] otoßdestvleniem dvuh par protivopoloßnyh storon. Zametim, qto simmetrizaciØ Xteænera (sm. [2]) otnositel~no prØmyh x = 0 i y = 0 umen~xaet qastnoe v (1.2). Pofftomu ffkstremal~ v neravenstve Puankare na tore simmetriqna otnositel~no fftih prØmyh.

Butylka Kleæna otliqaetsØ ot tora tem, qto odna iz par protivopoloßnyh storon prØmougol~nika (naprimer, x = −1 i x = 1) otoßdestvlØetsØ “s perevorotom”. V fftom sluqae snaqala s pomow~¸ simmetrizacii otnositel~no prØmoæ y = 0 ubeßdaemsØ, qto ffkstremal~ v (1.2) udovletvorØet uslovi¸ u(x, y) = u(x, −y). A takie funkcii na butylke Kleæna periodiqny po x, i k nim moßno primenit~ simmetrizaci¸ otnositel~no prØmoæ x = 0.

Takim obrazom, zadaqa o minimizacii otnoxeniØ (1.2) na tore i butylke Kleæna svoditsØ k zadaqe na prØmougol~nike I ×aI, rassmotrennoæ v p. 4.1.

4.3. Sluqaæ proizvol~nogo mnogoobraziØ

Pust~ M – gladkoe mnogoobrazie razmernosti n ¿ 2 s kusoqno gladkim kraem. Postavim vopros o ravenstve minimumov otnoxeniæ (1.2) pri K = M i pri K = M ×M .

Razloßenie v rØd Fur~e po sobstvennym funkciØm operatora Bel~trami na M pokazyvaet, qto ffti minimumy sovpada¸t pri q = 2. S drugoæ storony, iz teorem vloßeniØ vidno, qto pri 2n n−1 < q 6^{2n}_{n−2} W^1_2 (M ) vkladyvaetsØ v L_q(M ), no W^1_2 (M ×M ) ne

OB “ODNOMERNOSTI” �KSTREMALI 181 vkladyvaetsØ v L_q(M ×M ), t.e. pervyæ minimum poloßitelen, a vtoroæ raven nul¸.

Gipoteza 3. Minimumy otnoxeniæ (1.2) pri K = M i pri

K = M ×M sovpada¸t pri 1 6 q 6 2 i razliqny pri 2 < q 6^{2n}_{n−1}.

˚ ves~ma priznatelen V. A. Kondrat~evu za postanovku zadaqi i I. A. Nazarovu za pomow~ v komp~¸ternom ffksperimente.

Literatura

1. A. P. Buslaev, V. A. Kondrat~ev, A. I. Nazarov, Ob odnom semeæ-

stve ffkstremal~nyh zadaq i svØzannyh s nim svoæstvah integrala R R(max[(0, 1 + ax � jxjq))1/p0dx. — Matematiqeskie zametki 64, No. 6

(1998).

2. D. Poæa, G. Sege, Izoperimetriqeskie neravenstva v matematiqeskoæ

fizike. FML, M. (1962).

Nazarov A. I. About “one-dimensionality” of the extremal in the Poincare inequality in the square.

Conditions of local extremality and nonextremality of “one-dimensi-onal” functions for the functional induced by Poincaré inequality in the square and in the rectangle are obtained.

Postupilo 10 dekabrØ 1998 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet