Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 259, 1999 g.

E. V. Frolova

OCENKI V LP DL˚ REXENI˚ MODEL^NO` ZADAQI, SOOTVETSTVUıWE` ZADAQE VERIGINA

Zadaqa Verigina, opisyva¸waØ process nagnetaniØ ßidkosti v poristu¸ sredu, otnositsØ k klassu zadaq so svobodnymi granicami. Neizvestnymi ØvlØ¸tsØ davleniØ nagnetaemoæ i vytesnØemoæ ßidkosteæ i poverhnost~ razdelØ¸waØ ßidkosti. Na svobodnoæ poverhnosti zadaetsØ uslovie Stefana i predpolagaetsØ, qto konormal~naØ proizvodnaØ davleniØ imeet nulevoæ skaqok. Pri dokazatel~stve klassiqeskoæ razreximosti zadaqi Verigina [1–3], s pomow~¸ preobrazovaniØ predloßennogo E. I. Hanzawa [4], zadaqa so svobodnoæ graniceæ svoditsØ k naqal~no-kraevoæ zadaqe dlØ nelineænogo paraboliqeskogo uravneniØ v oblasti s fiksirovannoæ graniceæ. DlØ dokazatel~stva razreximosti linearizovannoæ zadaqi ispol~zuetsØ metod postroeniØ regulØrizatora [5], qto predpolagaet issledovanie model~nyh poluprostranstvennyh zadaq. Model~naØ zadaqa, sootvetstvu¸waØ zadaqe Verigina, rassmatrivalas~ E. V. Radkeviqem [1], B. V. Bazaliem i S. P. DegtØrevym [3], G. I. Bißanovoæ i V. A. Solonnikovym [6] v gel~derovskih i vesovyh gel~derovskih prostranstvah funkciæ.

ImeØ v vidu dokazatel~stvo odnoznaqnoæ razreximosti zadaqi Verigina v anizotropnyh prostranstvah Soboleva, udobno vospol~zovat~sØ modifikacieæ preobrazovaniØ Hanzawa predloßennoæ v [7]. V fftom sluqae voznikaet model~naØ zadaqa, kotoraØ neskol~ko otliqaetsØ ot rassmotrennoæ v [1–3, 6], sohranØØ ee specifiku. Poluqeni¸ L_p ocenok rexeniØ fftoæ model~noæ zadaqi i posvØwena dannaØ rabota. Dokazatel~stvo provoditsØ metodom osnovannym na primenenii teorem o mul~tiplikatorah Fur~e [8]. Priem ispol~zuemyæ v dannoæ rabote byl predloßen L. R. Voleviqem [9] dlØ fflliptiqeskih zadaq, a zatem primenen I. X. Mogilevskim dlØ nestacionarnoæ sistemy Nav~e-Stoksa v poluprostranstve [10]. L_p ocenki rexeniØ model~noæ zadaqi Stefana poluqeny v [11–13]. 280

OCENKI V Lp 281 Vvedem oboznaqeniØ:

R_1 = R^n_− = {x ∈ R^n | x_n < 0}, R_2 = R^n_+ = {x ∈ R^n | x_n > 0},

Γ = {x ∈ R^n | x_n = 0}, R_{jT} = R_j × [0, T ), j = 1, 2, Γ_T = Γ × [0, T ),

x = (x^′, x_n), gde x^′ = (x_1, . . . , x_{n−1}) ∈ R^{n−1}.

Zadaqa sostoit v tom, qtoby naæti dve pary funkciæ: u^{(1)} i Φ^{(1)}, u^{(2)} i Φ^{(2)}, opredelennyh na poluprostranstvah R_1 i R_2 sootvetstvenno i ØvlØ¸wihsØ rexeniem sledu¸weæ sistemy

u^{(k)}_t − n∑ i,j=1 a^{(k)}_{ij} u^{(k)}_{xixj} = 0, x ∈ R_k, t > 0,

Φ^{(k)}_t − n∑ i,j=1 a^{(k)}_{ij} Φ^{(k)}_{xixj} = 0, x ∈ R_k, t > 0, k = 1, 2, u^{(1)} | |_{xn=0} = u^{(2)} | |_{xn=0}, Φ^{(1)} | |_{xn=0} = Φ^{(2)} | |_{xn=0}, μΦ_t + d_1

∂u^{(1)} ∂x_n + ⃗b_1 · ∇Φ^{(1)} | |_{xn=0} = ψ(x^′, t), (1)

d_1

∂u^{(1)} ∂x_n − d_2 ∂u^{(2)} ∂x_n + ⃗b_1 · ∇Φ^{(1)} − ⃗b_2 · ∇Φ^{(2)} | |_{xn=0} = φ(x^′, t), u^{(1)} | |_{t=0} = 0, u^{(2)} | |_{t=0} = 0, Φ^{(1)} | |_{t=0} = 0, Φ^{(2)} | |_{t=0} = 0, gde (a^{(k)}_{ij} )_{i=1,... ,n} j=1,... ,n – vewestvennye simmetriqnye matricy, n∑ i,j=1 a^{(k)}_{ij} ξ_iξ_j ¿ γ|ξ|^2, ∀ξ ∈ R^n, γ > 0 (ne ograniqivaØ obwnosti moßno sqitat~, qto a^{(1)}_{ij} = α_1δ^j_i (α_1 > 0)).

Formal~no primenØØ preobrazovanie Fur~e–Laplasa F u(ξ, x_n, s) = ũ(ξ, x_n, s) = = 1 ( √ 2π)^{n−1} +∞∫ 0 dt ∫ Rn−1^{u(x′, xn, t)e−ts+ix′·ξdx′, (2)}

282 E. V. FROLOVA pereædem ot zadaqi (1) k sisteme obyknovennyh differencial~- nyh uravneniæ: s~u^{(k)} − a^{(k)}_{nn} d^2~u^{(k)} dx^2_n + 2 n−1∑ j=1 a_{jn}ξ_j d~u^{(k)} dx_n i + n−1∑ i,j=1 a^{(k)}_{ij} ξ_j ξ_j ~u^{(k)} = 0,

s~Φ^{(k)} − a^{(k)}_{nn} d^2 ~Φ^{(k)} dx^2_n + 2 n−1∑ j=1 a_{jn}ξ_j d~u^{(k)} dx_n i + n−1∑ i,j=1 a^{(k)}_{ij} ξ_iξ_j ~u^{(k)} = 0, (3)

pri k = 1 x_n < 0, pri k = 2 x_n > 0,

~u^{(1)} | |_{xn=0} = ~u^{(2)} | |_{xn=0}, ~Φ^{(1)} | |_{xn=0} = ~Φ^{(2)} | |_{xn=0},

μs~Φ^{(1)} + d_1 d~u^{(1)} dx_n + b_{1n} d~Φ^{(1)} dx_n − i⃗b^′_1 · ξ ~Φ^{(1)} | |_{xn=0} = ~ψ(ξ, s),

d_1 d~u^{(1)} dx_n + b_{1n} d~Φ^{(1)} dx_n − i⃗b^′_1 · ξ ~Φ^{(1)} − d_2 d~u^{(2)} dx_n − b_{2n} d~Φ^{(2)} dx_n + +i⃗b^′_2 · ξ ~Φ^{(2)} | |_{xn=0} = φ̃(ξ, s). RexeniØ uravneniæ sistemy (3) ubyva¸wie pri |x_n| → +∞ ime¸t vid

~u^{(1)} = C_1e^{r1 xn} , ~u^{(2)} = C_3e^{−r2 xn} , ~Φ^{(1)} = C_2e^r1^xn , ~Φ^{(2)} = C_4e^{−r}2^xn , (4)

gde r_1 i −r_2 korni kvadratnogo uravneniØ

a^{(k)}_{nn} λ^2 − 2i n−1∑ j=1 a^{(k)}_{jn} ξ_j λ − s + n−1∑ i,j=1 a^{(k)}_{ij} ξ_iξ_j = 0, k = 1, 2, takie, qto Re(r_1) > 0, Re(r_2) > 0.

Sledovatel~no,

r_1 = ∑_{n−1} j=1 a^{(1)}_{jn} ξ_ji +

√_{D(1)} 4 a^{(1)}_{nn}

, r_2 = − ∑_{n−1} j=1 a^{(2)}_{jn} ξ_j i +

√_{D(2)} 4 a^{(2)}_{nn}

, (5) gde D^{(k)} 4 = a^{(k)}_{nn} s + a_{nn} n−1∑ i,j=1 a^{(k)}_{ij} ξ_iξ_j − n−1∑ j=1 a^{(k)}_{jn} ξ_j 2 .

OCENKI V Lp 283 Iz usloviæ nepreryvnosti sleduet, qto C_1 = C_3, C_2 = C_4.

Podstaviv funkcii (4) v kraevye usloviØ zadaqi (3), pridem k lineænoæ sisteme uravneniæ dlØ opredeleniØ kofffficientov C_1 i C_2: { d_1r_1C_1 + (μs + b_{1n}r_1 − i⃗b^′_1 · ξ)C_2 = ~ψ(ξ, s) (d_1r_1 + d_2r_2)C_1 + (b_{1n}r_1 + b_{2n}r_2 − i⃗b^′_1 · ξ + i⃗b^′_2 · ξ)C_2 = φ̃(ξ, s).

Otkuda naædem

C_1 = μs + b_{1n}r_1 − i⃗b^′_1 · ξ μ(d_1r_1 + d_2r_2)(s + D) ~φ(ξ, s)− b_{1n}r_1 + b_{2n}r_2 + (⃗b^′_2 − ⃗b^′_1) · ξi μ(d_1r_1 + d_2r_2)(s + D) ~ψ(ξ, s) (6) C_2 = − d_1r_1 μ(d_1r_1 + d_2r_2)(s + D) ~φ(ξ, s) + 1 μ(s + D) ~ψ(ξ, s), gde D = 1 μ [ (d_2b_{1n} − d_1b_{2n}) r_1r_2 d_1r_1 + d_2r_2 − i⃗b^′_1 · ξ+ +i(⃗b^′_1 − ⃗b^′_2) · ξ d_1r_1 d_1r_1 + d_2r_2 ] = (7) = 1 μ [ (d_2b_{1n} − d_1b_{2n}) d_1|r_1|^2r_2 + d_2|r_2|^2r_1 |d_1r_1 + d_2r_2|^2 − −i⃗b^′_1 · ξ + i(⃗b^′_1 − ⃗b^′_2) · ξ d^2_1|r_1|^2 + d_1d_2r_1r̄_2

|d_1r_1 + d_2r_2|^2 ] . Takim obrazom, my imeem Øvnye formuly dlØ rexeniØ zadaqi (3), qto pozvolØet, primeniv teoremy o mul~tiplikatorah Fur~e [8, 9], poluqit~ L_p ocenki rexeniØ zadaqi (1).

Qerez W^{m,m/2}p (R_{k,T} ) (m/2 ∈ N), kak obyqno, oboznaqim prostranstvo vseh zadannyh v R_{k,T} funkciæ u(x, t), ime¸wih obobwennye proizvodnye D^a_t D^α_x u(x, t), α = (α_1, . . . , α_n), gde a, α_i ∈

N ∪ {0}, |α| + 2a 6 m i koneqnu¸ normu ‖u‖^{(m)}_{p,Rk,T} = ∑ |α|+2a6m T∫ 0 ∫ R_k |D^α_x D^a_t u(x, t)|^pdx dt 1/p

(opredelenie normy v prostranstve W^{m,m/2}p pri m/2 ∉ N sm., naprimer, v [5]).

284 E. V. FROLOVA W^{m−1/p,m/2−1/2p} p (Γ_T ) – prostranstvo sledov funkciæ iz W^{m,m/2} p (R_{k,T} ) (m ¿ 1) na Γ_T . Podprostranstvo prostranstva W^{m,m/2} p (R_{k,T} ) (W^{m−1/p,m/2−1/2p} p (Γ_T )), soderßawee funkcii udo-

vletvorØ¸wie nulevym naqal~nym usloviØm, oboznaqim qerez W_0^{m,m/2} p (R_{k,T} )(W_0^{m−1/p,m/2−1/2p} p (Γ_T )).

Teorema 1. Pust~ kofffficienty v zadaqe (1) udovletvorØ¸t

usloviØm

d_2b_{1n} − d_1b_{2n} > 0, μ > 0, d_1 > 0, d_2 > 0, (8)

‖⃗b^′_2 − ⃗b^′_1‖_p 6 d_2b_{1n} − d_1b_{2n} 2C^∗ , (9)

gde postoØnnaØ C^∗ vybiraetsØ takim obrazom, qtoby imeli mesto ocenki (26).

Togda dlØ proizvol~nyh φ, ψ ∈ W_0^{m+1−1/p,m/2+1/2−1/2p} p (Γ_T ) suwestvuet edinstvennoe rexenie zadaqi (1)

u^{(k)} ∈ W_0^{m+2,m/2+1} p (R_{k,T} ), Φ^{(k)} ∈ W_0^{m+2,m/2+1} p (R_{k,T} ) i dlØ fftogo rexeniØ verna ocenka ∑ k=1,2 ( ‖u^{(k)}‖^{(m+2)}_{p,Rk,T} + ‖Φ^{(k)}‖^{(m+2)}_{p,Rk,T} ) 6 c ( ‖φ‖^{(m+1−1/p)} p,Γ_T + ‖ψ‖ (m+1−1/p) p,Γ_T ) . (10)

Dokazatel~stvo. Prodolßim izvestnye funkcii v zadaqe (1) na

Γ_∞. Pust~ φ_1, ψ_1 ∈ W_0^{m+1−1/p,m/2+1/2−1/2p} p (Γ_∞) takovy, qto

φ_1 | |_t6_T = φ, ψ_1 | |_t6_T = ψ,

φ_1 | t¿T +ε^{= 0, ψ1|}t¿T +ε^{= 0, ε > 0,} i ‖ψ_1‖^{(m+1−1/p)} p,Γ_∞ 6 c‖ψ‖ (m+1−1/p) Γ_T , ‖φ1‖ (m+1−1/p) p,Γ_∞ 6 c‖φ‖ (m+1−1/p) Γ_T .

ProdolßaØ vse funkcii nulem na t < 0, vospol~zuemsØ preobrazovaniem Fur~e–Laplasa (2) i pereædem k zadaqe (3). Vvedem

OCENKI V Lp 285 oboznaqeniØ

A_1 = 1 d_1r_1 + d_2r_2

, A_2 = b_{1n}r_1 − i⃗b^′_1 · ξ μ(d_1r_1 + d_2r_2) ,

A_3 = − b_{1n}r_1 + b_{2n}r_2 + (⃗b^′_2 − ⃗b^′_1) · ξi

μ(d_1r_1 + d_2r_2)

, A_4 = − d_1r_1 μ(d_1r_1 + d_2r_2) , (11)

togda soglasno formulam (4), (6), rexenie zadaqi (3) zapixetsØ v vide

~u^{(k)} =

A_1s + A_2 s + D ~φ_1(ξ, s)e^{−rk |xn|} + A_3 s + D ~ψ_1(ξ, s)e^{−r}k^{|x}n^|, ~Φ^{(k)} = A^4 s + D ~φ_1(ξ, s)e^{−rk |xn|} + 1 μ(s + D) ~ψ_1(ξ, s)e^{−r}k^{|x}n^|. (12)

Rexenie zadaqi (1) u^{(k)}, Φ^{(k)}, k = 1, 2 nahoditsØ s pomow~¸ obratnogo preobrazovaniØ Fur~e–Laplasa. Edinstvennost~ rexeniØ zadaqi (1) na R_{k,T} moßno dokazat~ takße, kak ffto bylo sdelano dlØ paraboliqeskih zadaq pri dokazatel~stve teoremy 11.1 raboty [14]. Proverim, qto ffto rexenie udovletvorØet ocenke (10).

Dokazatel~stvo opiraetsØ na teoremu o mul~tiplikatorah P. I. Lizorkina [8] ØvlØ¸wu¸sØ obobweniem rezul~tatov S. G. Mihlina, a takße na rezul~tat L. R. Voleviqa [9]. Sformuliruem ffti teoremy, ispol~zuØ dlØ udobstva dal~neæxego primeneniØ oboznaqeniØ dannoæ stat~i (ξ_n ←→ s). Primenenie preobrazovaniØ Laplasa po peremennoæ t vmesto preobrazovaniØ Fur~e obuslavlivaet naliqie v ocenkah vesovogo mnoßitelØ e^{−s1t}. Opredelenie. Nazovem funkci¸ g(ξ, s), ξ ∈ R^{n−1}, s = s1 + is2, s2 ∈

R, s1 ¿ 0 mul~tiplikatorom Fur~e klassa (p, p) esli dlØ ∀v ∈ C^∞_0

imeet mesto ocenka ‖e^{−ts1} F^{−1}g(ξ, s)F v‖_p 6 c‖e^{−ts1} v‖_p, 1 6 p < +∞, gde qerez F^{−1} oboznaqeno integral~noe preobrazovanie obratnoe k preobrazovani¸ Fur~e–Laplasa F , opredelØemomu formuloæ (2).

Vvedem oboznaqenie M^p(g) = sup_{v∈C∞} 0 ‖e^{−ts1} F^{−1}g(ξ, s)F v‖_p ‖e^{−ts1} v‖_p .

286 E. V. FROLOVA

Teorema 2 ([9]). Pust~ η(x, t) ∈ Lp(R^n_{+,∞}), N (ξ, xn, s) ØvlØetsØ

mul~tiplikatorom Fur~e klassa (p, p) i imeet mesto ocenka M^p(N (·, x_n, ·) 6 c x_n . (13)

Togda dlØ funkcii

Hη = +∞∫ 0 F^{−1}[N (ξ, x_n + y, s)F η(ξ, y, s)]dy imeet mesto ocenka ‖e^{−s1t}Hη‖_{p,}Rn_{+,∞} 6 c‖e^{−s1t}η‖_{p,}Rn_{+,∞}. (14) Zameqanie. Teorema 2 oqevidnym obrazom moßet byt~ perefor-

mulirovana dlØ funkcii Hη = 0∫ −∞ F^{−1}[N (ξ, x_n + y, s)F η(ξ, y, s)]dy. Teorema 3 ([8]). Pust~ funkciØ g(ξ, s) (ξ ∈ R^{n−1}, s = s1 + is2, s1 ¿

0, s_2 ∈ R) i vse ee smexannye qastnye proizvodnye ∂^lg(ξ, s) ∂ξ_{k1} . . . ∂ξ_{kl} , ∂^lg(ξ, s) ∂ξ_{k1} , . . . , ∂ξ_{kl−1} ds (l ¿ 1, k1, . . . , kl razliqny)

nepreryvny pri |s| + ξ^2 > 0 i udovletvorØ¸t ocenkam | | | |ξ^k1 . . . ξ^kl ∂^lg(ξ, s) ∂ξ_{k1} . . . ∂ξ_{kl} | | | | 6 M, (15.1) | | |ξ^k1 . . . ξ^kl−1 s ∂^l g(ξ, s) ∂ξ_{k1} . . . ∂ξ_{kl−1} ds | | | 6 M, M > 0. (15.2)

Togda g(ξ, s) ØvlØetsØ mul~tiplikatorom Fur~e klassa (p, p) i M^p(g) 6 CM. Na osnovanii teoremy 3 dokaßem sledu¸wu¸ lemmu.

OCENKI V Lp 287

Lemma. Pust~ w(ξ, s), r(ξ, s), B(ξ, s) (|s| + ξ^2 > 0, Re s > 0) – glad-

kie funkcii, udovletvorØ¸wie usloviØm odnorodnosti B(λξ, λ^2s) = λB(ξ, s), r(λξ, λ^2s) = λr(ξ, s), λ > 0 (odnorodnye funkcii porØdka 1), w(λξ, λ^2s) = λ^2w(ξ, s), λ > 0 (odnorodnaØ funkciØ porØdka 2) i sledu¸wim neravenstvam

Re(r(ξ, s)) ¿ c|r(ξ, s)| ¿ c(|s| + ξ^2)^{1/2}, (16) Re(B(ξ, s)) ¿ c|B(ξ, s)| ¿ c(|s| + ξ^2)^{1/2}. (17)

Togda funkciØ R =^w_{s+B} e^{−rx}, gde x > 0 ØvlØetsØ mul~tiplikatorom Fur~e klassa (p, p) i

M^p(R) 6 c x . (18)

Dokazatel~stvo lemmy. Tak kak nepreryvnost~ funkcii R(ξ, s)

i ee smexannyh proizvodnyh pri |s| + ξ^2 > 0 neposredstvenno vytekaet iz usloviæ lemmy, dlØ fftogo dostatoqno pokazat~, qto vypolnØ¸tsØ ocenki (15) s M =^C_x .

Niße budem oboznaqat~ vsØku¸ gladku¸ odnorodnu¸ funkci¸ porØdka k qerez U_{{k}}. Qerez D^α_ξ , gde α = (α_1, . . . , α_{n−1}), α_i ∈ {0, 1},

i = 1, . . . , n−1 oboznaqim operator differencirovaniØ^{∂l}_{∂ξk1 ...∂ξkl} , l = |α|. ProizvodnaØ D^α_ξ R predstavlØetsØ v vide lineænoæ kombinacii funkciæ D^{β1}_ξ w D^{β2}_ξ

(_1 s+B ) D^{β3}_ξ e^{−rx}, gde |β_1| + |β_2| + |β_3| = l i,

vsledstvie togo, qto w – odnorodnaØ funkciØ vtorogo porØdka, a B i r – odnorodnye funkcii pervogo porØdka, ØvlØetsØ lineænoæ kombinacieæ funkciæ U_{{2−|β1|}}U_{{m−|β2|}} 1 (s + B)^{m+1} x^j U_{{j−|β3|}}e^{−rx}, gde 0 < m 6 |β_2|, 0 < j 6 |β_3| pri |β_2|, |β_3| > 0, m = 0 pri |β_2| = 0,

j = 0 pri |β_3| = 0.

Tak kak funkciØ B udovletvorØet ocenke (17), pri Re s > 0 imeem 1 |s + B| 6 1 Re(s + B) 6 c 1 (|s| + ξ^2)^{1/2}

288 E. V. FROLOVA i, domnoßaØ D^α_ξ R na ξ_{k1} . . . ξ_{kl} , prihodim k ocenke |ξ_{k1} . . . ξ_{kl} D^α_ξ R(ξ, s)| 6 6 c^{l∑}_{m=0}^{l−m∑}_{j=0} |ξ|^{l |}U{2+m+j−l}^1_{(s + B)m+1} x^j e^{−rx|} 6 6 c^{l∑}_{m=0}^{l−m∑}_{j=0} |ξ|^{l−2−m−j}|U{2+m+j−l}|^{|ξ|m+1}_{(|s| + ξ2)(m+1)/2} × (19) ×x^j|ξ|^{j+1}e^{− Re rx} 6 c l∑ j=0 (|s| + ξ^2)^{(j+1)/2}x^je^{− Re rx}.

Tak ße kak ffto bylo sdelano pri vypolnenii analogiqnyh ocenok v rabote [10], vospol~zuemsØ neravenstvom y^j e^{−yz} 6 c z^j , j ∈ N, y > 0, z > 0, iz kotorogo v qastnosti sleduet

(Re r)^j x^{j−1}e^{− Re rx} 6 c x , j ∈ N. (20)

UqityvaØ (16), ocenim pravu¸ qast~ neravenstva (19) s pomow~¸ neravenstva (20) i poluqim (15.1): |ξ_{k1} . . . ξ_{kl} D^α_ξ R(ξ, s)| 6 c x . Pereædem k dokazatel~stvu (15.2). s ∂R ∂s = s ∂ ∂s ( w s + B e^{−rx} ) = ( s^{∂w}_{∂s} s + B − sw ( 1 +^{∂B}_{∂s} ) (s + B)^2 − swx^{∂r}_{∂s} s + B ) e^{−rx} =

= U_{{2}} s + B e^{−rx} + U_{{3}} (s + B)^2 e^{−rx} + U_{{3}}x s + B e^{−rx}. Pervoe slagaemoe imeet taku¸ ße strukturu kak i R i sledovatel~no dlØ nego verna ocenka (15.1). Ocenim proizvodnye vtorogo slagaemogo. D^α_ξ (_{U{3}e−rx} (s+B)^2 ) predstavlØetsØ v vide lineænoæ kombinacii funkciæ D^{β1}_ξ U_{{3}}D^{β2}_ξ ( 1 (s + B)^2 ) D^{β3}_ξ e^{−rx},

OCENKI V Lp 289 gde |β_1| + |β_2| + |β_3| = l i, v silu odnorodnosti funkciæ B i r, ocenivaetsØ sledu¸wim obrazom: | | | |ξ^{k1} . . . ξ^{kl} D^αξ ( U_{{3}}e^{−rx} (s + B)^2 )| | | 6 6 c^{l∑}_{m=0}^{l−m∑}_{j=0} |ξ|^l|U{3−|β_1|}U{m−|β_2 |}^1_{(s + B)m+2} x^jU{j−|β_3|}e^{−rx}| 6 6 c^{l∑}_{m=0}^{l−m∑}_{j=0} |ξ|^{l−3−m−j}|U{3+m+j−l}|^{|ξ|m+2}_{(|s| + ξ2)m/2+1} x^j|ξ|^{j+1}e^{− Re rx} 6 6 c^{l∑}_{j=0}(|s| + ξ^2)^{(j+1)/2}x^je^{− Re rx} 6^c_x .

Analogiqno oceniva¸tsØ i proizvodnye tret~ego slagaemogo: | | | |ξ^{k1} . . . ξ^{kl} D^αξ ( U_{{3}}x s + B e^{−rx} )| | | 6 6 c^{l∑}_{m=0}^{l−m∑}_{j=0} |ξ|^l|U{3+m+j−l}^1_{(|s| + ξ2)(m+1)/2} x^{j+1}e^{− Re rx} 6 6 c^{l∑}_{j=0}(|s| + ξ^2)^{(j+2)/2}x^{j+1}e^{− Re rx} 6^c_x .

Itak, dlØ smexannyh proizvodnyh funkcii s^{∂R}_{∂s} ime¸t mesto ocenki (15.1), qto i oznaqaet naliqie ocenok (15.2) dlØ proizvodnyh funkcii R s M =^C_x . Po teoreme 3 funkicØ R(ξ, s) ØvlØetsØ mul~tiplikatorom Fur~e klassa (p, p) i M^p(R) 6^C_x .

Prodolßim dokazatel~stvo teoremy 1. Pust~ G_k, H_k ∈ W_0^{m+1,m/2+1/2}

p (R_{k,∞}) – prodolßeniØ funkciæ φ_1, ψ_1 v poluprostranstva R_{k,∞}, k = 1, 2, priqem ‖G_k‖^{(m+1)} p,R_k,∞ 6 c‖φ1‖ (m+1−1/p) p,Γ_∞ , ‖H_k‖^{(m+1)} p,R_{k,∞} 6 c‖ψ1‖ (m+1−1/p) p,Γ_∞ . (21)

290 E. V. FROLOVA Primeniv formulu N~¸tona–Leæbnica, poluqim iz (12) integral~nye predstavleniØ dlØ ~u^{(k)}, ~Φ^{(k)}. Naprimer, ~u^{(k)}(ξ, x_n, s) = − +∞∫ 0 ∂ ∂y [( A_1s + A_2 s + D ~G_k(ξ, (−1)^ky, s)+

+ A_3 s + D ~H_k(ξ, (−1)^ky, s) ) e^{−rk (|xn|+|y|)} ] dy =

= (−1)^k +∞∫ 0 [ A_1s + A_2 s + D r_k ~G_k(ξ, (−1)^ky, s)+

+ A_3 s + D ~H_k(ξ, (−1)^ky, s) ] e^{−rk (|xn|+|y|)}dy−

− +∞∫ 0 [ A_1s + A_2 s + D ∂ ∂y ~G_k(ξ, (−1)^ky, s)+

+ A_3 s + D ∂ ∂y ~H_k(ξ, (−1)^ky, s) ] e^{−rk (|xn|+|y|)}dy. Sledovatel~no, pri j = 2, . . . , m + 2

F^{−1}(r^j_kF u^{(k)}) = +∞∫ 0 F^{−1} [ A_1s + A_2 s + D r^2_ke^{−rk(|xn|+|y|)} ( (−1)^kr^{j−1}_k ~G_k− (22) −r^{j−2}_k ∂ ~G_k ∂y ) + A_3 s + D r^2_ke^{−rk (|xn|+|y|)} ( (−1)^kr^{j−1}_k ~H_k − r^{j−2}_k ∂ ~H_k ∂y )] dy. Analogiqno

F^{−1}(r^j_kF Φ^{(k)}) = +∞∫ 0 F^{−1} [ A_4 s + D r^2_ke^{−rk (|xn|+|y|)}×

× ( (−1)^kr^{j−1}_k ~G_k − r^{j−2}_k ∂ ~G_k ∂y ) +

+ 1 μ(s + D) r^2_ke^{−rk (|xn|+|y|)} ( (−1)^kr^{j−1}_k ~H_k − r^{j−2}_k ∂ ~H_k ∂y )] dy. (23)

OCENKI V Lp 291 Proverim, qto funkcii

A_1s + A_2 s + D r^2_ke^{−rk |xn|}, A_3 s + D r^2_ke^{−rk |xn|}, A_4 s + D r^2_ke^{−rk |xn|}, 1 μ(s + D) r^2_ke^{−rk |xn|} (24)

ØvlØ¸tsØ mul~tiplikatorami Fur~e klassa (p, p) i dlØ M^p(·) verna ocenka (13), dlØ qego pokaßem, qto oni udovletvorØ¸t usloviØm lemmy. Oqevidno, qto funkcii r_k(ξ, s), k = 1, 2, D(ξ, s) ØvlØ¸tsØ odnorodnymi porØdka 1, funkcii A_2r^2_k, A_3r^2_k, A_4r^2_k ØvlØ¸tsØ odnorodnymi porØdka 2, gladkimi pri |s| + ξ^2 > 0 (sm. (5), (7), (11)).

Moßno pokazat~, qto iz poloßitel~noæ opredelennosti kvadratiqnoæ formy ∑_n i,j=1 aijξiξj sleduet poloßitel~nost~ Re (_{D(k)} 4 ) pri Re s > 0 i ocenka (16) dlØ r_k, k = 1, 2.

Soglasno formule (7), Re D = I_1 + I_2, gde

I_1 =

(d_2b_{1n} − d_1b_{2n}) μ · (d_1|r_1|^2 Re r_2 + d_2|r_2|^2 Re r_1) |d_1r_1 + d_2r_2|^2 ,

I_2 = − d_1d_2 μ (⃗b^′_1 − ⃗b^′_2) · ξ

Im(r_1r̄_2) |d_1r_1 + d_2r_2|^2 . Iz usloviØ (8) teoremy 1 i neravenstva (16) dlØ r_k sleduet ocenka

I_1 ¿ c(Re r_1 + Re r_2) ¿ c(|s| + ξ^2)^{1/2}. (25)

Slagaemoe I_2 ne ØvlØetsØ znakoopredelennym i moßet byt~ oceneno za sqet malosti normy ‖⃗b^′_1 −⃗b^′_2‖. Kak vidno iz neravenstva (16) dlØ r_k, naædetsØ takaØ poloßitel~naØ postoØnnaØ C^∗, qto d_2|ξ| 6 C^∗|r_1| i d_1|ξ| 6 C^∗|r_2| (26)

i, esli vypolneno uslovie (9) teoremy 1, prihodim k ocenke

|I_2| 6 ‖⃗b^′_1 − ⃗b^′_2‖ d_1d_2|ξ| μ|d_1r_1 + d_2r_2|^2

(|r_1| Re r_2 + |r_2| Re r_1) 6

‖⃗b^′_1 − ⃗b^′_2‖ C^∗ μ|d_1r_1 + d_2r_2|^2

(d_1|r_1|^2 Re r_2 + d_2|r_2|^2 Re r_1) 6

I_1 2 . (27)

292 E. V. FROLOVA Takim obrazom,

Re D ¿ I_1 − |I_2| ¿

I_1

2 ¿ c(|s| + ξ^2)^{1/2}. (28)

UqityvaØ (16), (25), (27) ocenim Im D: | Im D| 6 d_2b_{1n} − d_1b_{2n} μ|d_1r_1 + d_2r_2|^2

(d_1|r_1|^2| Im r_2| + d_2|r_2|^2| Im r_1|) + 1 μ ‖⃗b^′_1‖|ξ|+

+ ‖⃗b^′_1 − ⃗b^′_2‖t|ξ| μ|d_1r_1 + d_2r_2|^2

(d^2_1|r_1|^2 + d_1d_2| Re(r_1r̄_2)|) 6 (29)

6 c(I1 + ‖^⃗b^′_1‖ |ξ|) 6 c Re D.

Iz (28), (29) sleduet, qto dlØ D(ξ, s) vypolneno uslovie (17) lemmy. Po lemme funkcii A_m s + D r^2_ke^{−rk |xn|}, m = 2, 3, 4, r^2_k μ(s+D) e −r_k |x_n|, k = 1, 2 ØvlØ¸tsØ mul~tiplikatorami Fur~e klas-

sa (p, p) i imeet mesto ocenka (18).

Funkci¸^{sA1r2k}_{s+D} e^{−rk |xn|} predstavim v vide A_1r^2_ke^{−rk|xn|} − A_1Dr^2_k s + D e^{−rk |xn|}. (30) Poskol~ku A_1r^2_k ØvlØetsØ odnorodnoæ funkcieæ porØdka 1, k pervomu slagaemomu v (30) primenima lemma 3.2 raboty I. X. Mogilevskogo [10]. FunkciØ A_1Dr^2_k ØvlØetsØ odnorodnoæ porØdka 2 i ko vtoromu slagaemomu v (30) primenima dokazannaØ vyxe lemma. Itak, vse funkcii (24) ØvlØ¸tsØ mul~tiplikatorami Fur~e klassa (p, p) i dlØ M^p(·) vypolneno uslovie (13) teoremy 2. Po teoreme 2 iz integral~nyh predstavleniæ (22), (23) sledu¸t ocenki ‖e^{−s1t}F^{−1}(r^j_kF u^{(k)})‖_{p,Rk,∞} 6 c(‖e^{−s1t}F^{−1}(r^{j−1}_k F G_k)‖_{p,Rk,∞} + + ‖ ‖ ‖ ‖e^{−s1t}F^{−1} ( r^{j−2}_k ∂ ∂x_n F G_k )‖ ‖ ‖_{p,Rk,∞} + ‖e^{−s1t}F^{−1}(r^{j−1}k F H^k)‖^{p,Rk,∞} + + ‖ ‖ ‖ ‖e^{−s1t}F^{−1} ( r^{j−2}_k ∂ ∂x_n F H_k )‖ ‖ ‖_{p,Rk,∞} ≡ F, (31)

OCENKI V Lp 293 ‖e^{−s1t}F^{−1}(r^j_kF Φ^{(k)}‖_{p,Rk,∞} 6 cF. Oqevidno (sm. (12)), qto

∂^j F^{−1}(F u^{(k)}) ∂x^j_n = F^{−1} ( ∂^j ∂x^j_n (F u^{(k)}) ) = F^{−1}((−1)^{j(k−1)}r^jF u^{(k)}), (32)

∂^j F^{−1}(F Φ^{(k)}) ∂x^jn = F^{−1}((−1)^{j(k−1)}r^j F Φ^{(k)}), j = 1, 2, . . . , m + 2.

Vospol~zuemsØ ffkvivalentnoæ normirovkoæ sobolevskih prostranstv, svØzannoæ s preobrazovaniem Fur~e–Laplasa i poluqim iz (31), (32), (21) ocenku normy ‖u^{(2)}‖^{(m+2)}_{p,R2,T} . ‖u^{(2)}‖^{(m+2)}_{p,R2,T} 6 c‖e^{−s1t}u^{(2)}‖^{(m+2)}_{p,R2,∞} = c‖e^{−s1t}F^{−1}F u^{(2)}‖^{(m+2)}_{p,R2,∞} 6 6 c^∑_{j6m}^(‖e^{−s1t}F^{−1}r^{j+2}_2 F u^{(2)}‖p,R_{2,∞} +^‖e^{−s1t ∂j+2F −1F u(2)}_{∂xj+2n}^‖_{p,R2,∞}^)6 6 c^∑_{j6m}(‖e^{−s1t}F^{−1}(r^{j+1}F G2)‖p,R_{2,∞} +^‖e^{−s1t}F^{−1 (}r^{j ∂}_{∂xn} F G2^{)‖}_{p,R2,∞} + +‖e^{−s1 t}F^{−1}(r^{j+1}F H_2)‖_{p,R2,∞} + ‖ ‖ ‖e^{−s}1^tF^{−1} ( r^j ∂ ∂x_n F G_2 )‖ ‖ p,R_{2,∞} 6 6 c(‖G2‖^{(m+1)}_{p,R2,∞} +‖H2‖^{(m+1)}_{p,R2,∞} ) 6 c(‖φ1‖^{(m+1−1/p)}_{p,Γ∞} +‖ψ1‖^{(m+1−1/p}_{p,Γ∞} ) 6 6 c(‖φ‖^{(m+1−1/p)} p,Γ_T +‖ψ‖ (m+1−1/p) p,Γ_T ). Normy ‖u^{(1)}‖^{(m+2)}_{p,R1,T} , ‖Φ^{(k)}‖^{(m+2)}_{p,Rk,T} , k = 1, 2 oceniva¸tsØ analogiqno. Itak, rexenie zadaqi (1) u^{(k)}, Φ^{(k)}, k = 1, 2 udovletvorØet ocenke (10) i teorema 1 dokazana.

Zameqanie. Pri dokazatel~stve klassiqeskoæ razreximosti za-

daqi Verigina [1–3] predpolagaetsØ, qto v naqal~nyæ moment vremeni davleniØ u^{(1)}_0 , u^{(2)}_0 udovletvorØ¸t uslovi¸

∂u^{(2)}_0 ∂n − ∂u^{(1)}_0 ∂n > 0 (33)

na Γ_0, gde Γ_0 – naqal~noe poloßenie svobodnoæ granicy, ⃗n – ediniqnyæ vektor normali, vnexneæ po otnoxeni¸ k oblasti Ω^{(1)}_0 .

294 E. V. FROLOVA PredpolagaØ vypolnennym uslovie (33), my pridem k model~noæ zadaqe (1), kofffficienty kotoroæ udovletvorØ¸t uslovi¸ (8) teoremy 1. Uslovie (9) teoremy 1 takße ne ØvlØetsØ ograniqitel~nym i estestvenno poluqaetsØ pri primenenii k rexeni¸ zadaqi so svobodnoæ graniceæ shemy, predloßennoæ v [7].

Avtor vyraßaet blagodarnost~ professoru V. A. Solonnikovu za postoØnnoe vnimanie k fftoæ rabote i poleznye zameqaniØ.

Literatura

1. E. V. Radkeviq, O razreximosti obwih nestacionarnyh zadaq so svobodnoæ graniceæ. — Nekotorye priloßeniØ funkcional~nogo analiza k zadaqam matematiqeskoæ fiziki. Novosibirsk, 1986, s. 85–111.

2. E. V. Radkeviq, A. S. Melikulov, Kraevye zadaqi so svobodnoæ graniceæ.

Taxkent, FAN (1988).

3. B. V. Bazaliæ, S. P. DegtØrev, O razreximosti mnogomernoæ zadaqi fil~tracii so svobodnoæ graniceæ. — Preprint IPMM AN USSR. Doneck 89.10, 1989, s. 3–49.

4. E. I. Hanzawa, Classical solution of the Stefan problem. Tohoku Math. J., 33 (1981), 297–335.

5. O. A. LadyßenskaØ, V. A. Solonnikov, N. N. Ural~ceva, Lineænye i kvazilineænye uravneniØ paraboliqeskogo tipa. M., Nauka (1967).

6. G. I. Bißanova, V. A. Solonnikov, O nekotoryh model~nyh zadaqah dlØ paraboliqeskih uravneniæ vtorogo porØdka s proizvodnoæ po vremeni v kraevyh usloviØh. Algebra i analiz, 6, vyp. 6 (1994), 30–50.

7. V. A. Solonnikov, E. V. Frolova, Lp-teoriØ dlØ zadaqi Stefana. Zap.

nauqn. semin. POMI, 243 (1997), 299–323.

8. P. I. Lizorkin, Obobwennoe liuvillevskoe differencirovanie i funkcional~nye prostranstva L^(r^)p (Rn). Mat. Sb., 60, No. 3 (1963), 325–353.

9. L. R. Voleviq, Razreximost~ kraevyh zadaq dlØ obwih fflliptiqeskih sistem. Mat. sb., 68, No. 3 (1965), 373–416.

10. I. X. Mogilevskiæ, Ocenki rexeniØ obweæ naqal~no-kraevoæ zadaqi dlØ lineænoæ nestacionarnoæ sistemy uravneniæ Nav~e–Stoksa v poluprostranstve. Zap. nauqn. semin. LOMI, 84 (1979), 147–173.

11. E. V. Frolova, Lp-ocenki rexeniæ model~nyh zadaq s proizvodnoæ po vremeni v kraevom uslovii ili v uslovii soprØßeniØ. Izvesti SPG�TU, vyp. 501 (1996), 69–79.

12. E. V. Frolova, Solvability in Sobolev spaces of a problem for a second order parabolic equation with time derivative in the boundary condition. — Partugalial Matematica 56, No. 4 (1999).

13. H. Koch, Classical solutions to phase transition problems are smooth. Preprint SFB 359 No. 96-46 (1996).

14. M. S. Agranoviq, M. I. Vixik, �lliptiqeskie zadaqi s parametrom i paraboliqeskie zadaqi obwego vida. Uspehi mat. nauk, 19, No. 3 (1964), 53–161.

OCENKI V Lp 295 Frolova E. V. L_p-estimates of a solution of the model Verigin problem. The model problem related to free boundary Verigin problem is considered. L_p-estimates of its solution are obtained with the help of some results on Fourier multipliers. The obtained estimates may be usefull in proving the solvability of Verigin problem in Sobolev function spaces.

Postupilo 19 aprelØ 1999 g. S.-Peterburgskiæ Gosudarstvennyæ �lektrotehniqeskiæ universitet