Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 260, 1999 g.

N. N. Amosova

NEOBHODIMOST^ USLOVI` KRAMERA, LINNIKA I STATUL˚VIQUSA DL˚ VERO˚TNOSTE` BOL^XIH UKLONENI`

Pust~ X_1, X_2, . . . posledovatel~nost~ nezavisimyh odinakovo raspredelennyh sluqaænyh veliqin, ime¸wih EX_1 = 0 i DX1 = 1. Oboznaqim qerez Sn =^{∑n}_{k=1} Xk, qerez Φ(x) – funkci¸ raspredeleniØ (0,1) normal~nogo raspredeleniØ i qerez Γ_m{X} – semiinvariant m-go porØdka sluqaænoæ veliqiny X.

Budem govorit~, qto vypolneno uslovie Kramera, esli suwestvuet poloßitel~naØ postoØnnaØ A takaØ, qto E exp{hX1} < ∞, |h| < A. (1) GovorØt, qto vypolneno uslovie Linnika, esli suwestvu¸t postoØnnye C_α > 0 i δ > 0 takie, qto E exp{δ|X1|^{4α2α+1} } 6 Cα < ∞, 0 < α < 1/2. (2) I nakonec, budem govorit~, qto vypolneno uslovie StatulØviqusa, esli suwestvu¸t postoØnnye γ ¿ 0 i Δ > 0 takie, qto |Γ_m{X_1}| 6 (m!)^{1+γ} Δ^{m−2} , m = 3, 4, . . . (3) Esli vypolneno uslovie Kramera (1), to dlØ x ¿ 0, x = o( √ n), ime¸t mesto sootnoxeniØ P(Sn > x^√n) 1 − Φ(x)

= exp { x^3 √ n λ ( x √ n )} ( 1 + O ( x + 1 √ n )) , P(Sn < −x^√n) Φ(−x) = exp { − x^3 √ n λ ( − x √ n )} ( 1 + O ( x + 1 √ n )) , (4)

gde λ(t) = ∑_∞ k=0 λ_kt^k – izvestnyæ rØd Kramera, shodØwiæsØ pri vseh dostatoqno malyh znaqeniØh |t|, kofffficienty kotorogo opredelØ¸tsØ kumulØntami veliqiny X_1 ([1], s. 269).

Zdes~ i dalee vse predely ukazany pri n → ∞. 9

10 N. N. AMOSOVA

Esli vypolneno uslovie Linnika (2) s δ = 1, to v intervale

0 6 x 6 n^α/ρ(n), gde ρ(n) → ∞ skol~ ugodno medlenno, ime¸t

mesto sootnoxeniØ P(Sn > x^√n) 1 − Φ(x)

= 1 + o(1), P(Sn < −x^√n) Φ(−x) = 1 + o(1), (5)

esli 0 < α 6 1/6, i P(Sn > x^√n) 1 − Φ(x)

= exp{L_α(x)}(1 + o(1)), P(Sn < −x^√n) Φ(−x) = exp{L_α(−x)}(1 + o(1)), (6)

esli 1/6 < α < 1/2, gde

L_α(x) = ∑ 36k<^2_1�_{2α} c_kx^k, priqem vyraßeniØ kofffficientov c_k qerez semiinvarianty sluqaænoæ veliqiny S_n/ √ n sovpada¸t s vyraßeniØmi sootvetstvu- ¸wih kofffficientov rØda Kramera, i |c_k| 6 2 k ( 64C_αe^ββ^{3β} √ n )_{k−2} ((k + 1)!)^1

�2α_{4α} , k = 3, 4, . . . , gde β =^{1+2α}_{4α} .

�tot rezul~tat moßno naæti v [2].

Zametim, qto iz privedennyh rezul~tatov legko sleduet, qto pri vypolnenii usloviØ Linnika s δ = 1 sootnoxeniØ (5) ime¸t mesto i v sluqae 1/6 < α < 1/2, esli vse semiinvarianty sluqaænoæ veliqiny X_1, Γ_m{X_1}, ravny nul¸ dlØ m < 2/(1 − 2α). �tot rezul~tat byl poluqen ı. V. Linnikom i ego moßno naæti, naprimer, v [1], s. 306–307.

Esli vypolneno uslovie StatulØviqusa (3), to v intervale

0 6 x 6 n^{12(1+2γ)} /ρ(n), gde ρ(n) → ∞ skol~ ugodno medlenno, ime¸t

mesto sootnoxeniØ (5), esli γ ¿ 1, i sootnoxeniØ (6), esli 0 6 γ < 1, s zamenoæ L_α(x) na

L_γ (x) = ∑ 36k<p^{ckx} k,

NEOBHODIMOST^ USLOVI` 11 gde p = { 1/γ + 2, esli γ > 0,

∞, esli γ = 0, (7) a vyraßeniØ kofffficientov c_k qerez semiinvarianty sluqaænoæ veliqiny S_n/ √ n takße sovpada¸t s vyraßeniØmi sootvetstvu- ¸wih kofffficientov rØda Kramera i |c_k| 6 2 k ( 16 Δ √ n )_{k−2} ((k + 1)!)^γ , k = 3, 4, . . . .

Privedennyæ rezul~tat legko sleduet iz rezul~tatov, poluqennyh v [3] i [4].

V nastoØweæ rabote budet dokazano, qto uslovie Kramera (1), uslovie Linnika (2) i uslovie StatulØviqusa (3) neobhodimy dlØ vypolneniØ sootvetstvu¸wih sootnoxeniæ vida (4)–(6). Krome togo, my pokaßem, qto uslovie StatulØviqusa obobwaet kak uslovie Kramera (1), tak i uslovie Linnika (2).

Preßde vsego zametim, qto v sluqae γ = 0 uslovie StatulØviqusa ravnosil~no uslovi¸ Kramera.

Deæstvitel~no, esli vypolneno uslovie StatulØviqusa, to

| log Ee^{hX1} | = | | | | ∞∑ k=2 Γ_k(X_1)h^k k! | | | | 6 h^{2 ∞∑}_{k=2}^{( h}_Δ^{)k−2} < ∞, esli |h| < Δ, i, znaqit, vypolneno uslovie Kramera. Esli ße vypolneno uslovie Kramera, to suwestvuet poloßitel~naØ postoØnnaØ a takaØ, qto Ee^{a|X1 |} < ∞ ([1], s. 71). Znaqit, suwestvuet poloßitel~naØ postoØnnaØ L takaØ, qto a^kE|X_1|^k k! 6 L, k = 1, 2, . . . i E|X_1|^k 6^{Lk!}_{ak} . Sledovatel~no, dlØ k ¿ 3 imeem E|X1|^k 6 (L1/a)^{k−2}k!, gde L_1 = 1, esli L/a^2 6 1 i L_1 = L/a^2, esli L/a^2 > 1, i v silu lemmy 2 iz [3], poluqaem ocenku

|Γ_k(X_1 )| 6 (k!)(2 max{L_1/a, 1})^{k−2}, k = 3, 4, . . . .

Takim obrazom, vypolneno uslovie StatulØviqusa.

12 N. N. AMOSOVA

V sluqae γ > 0 uslovie StatulØviqusa budet ravnosil~no uslovi¸ Linnika (2).

Deæstvitel~no, iz vypolneniØ usloviØ (2) sleduet, qto δ^k_1 E|X_1|^{k/β} k! 6 Ca, k = 1, 2, . . . , gde β =^{1+2α}_{4α} , a δ_1 = min(δ, 1).

Ots¸da vytekaet, qto dlØ l¸bogo celogo m ¿ 1 i fiksirovannogo β > 1 naædetsØ celoe qislo k ¿ 1, opredelØemoe iz neravenstv m 6 k/β < m + 1 takoe, qto E|X1|^m 6 (E|X1|^{k/β})^{mβk} 6 ( C_αk! δ^k_1 )^{mβ}_k 6^{2Cαeββmβ (m!)β} δ^{mβ}_1 . Sledovatel~no, dlØ m ¿ 3 imeem E|X1|^m 6 ( 2C_αe^β β^{3β} δ^{3β}_1 )_{m−2} (m!)^β .

Togda, uqityvaØ lemmu 2 iz [3], poluqaem ocenku |Γ_m{X_1}| 6 ( 4C_αe^β ( β δ_1 )_{3β})m−2 (m!)^β .

Takim obrazom, vypolneno uslovie StatulØviqusa s γ = β − 1 i Δ = ( 4C_αe^β ( β δ_1 )_{3β})−1 . Niße budet pokazano, qto iz vypolneniØ usloviØ StatulØviqusa (3) sleduet vypolnenie usloviØ Linnika (2).

Spravedlivy sledu¸wie rezul~taty. Dokazatel~stvo privedennyh niße teorem 1–4 moßno naæti v [5].

Teorema 1. Pust~ EX1 = 0 i DX1 = 1. Uslovie StatulØviqusa

(3) neobhodimo i dostatoqno dlØ vypolneniØ sootnoxeniæ

P(Sn > x^√n) = exp { − x^2 2 (1 + o(1)) } , P(Sn < −x^√n) = exp { − x^2 2 (1 + o(1))

} (8)

v oblasti ρ(n) 6 x 6 n^{12(1+2γ)} /ρ_1(n), gde ρ(n) → ∞ i ρ_1(n) → ∞ skol~ ugodno medlenno.

NEOBHODIMOST^ USLOVI` 13

Sledstvie 1. Pust~ EX1 = 0 i DX1 = 1. Uslovie Kramera (1)

neobhodimo i dostatoqno dlØ vypolneniØ sootnoxeniæ (8) v oblasti ρ(n) 6 x 6 √ n/ρ_1(n), gde ρ(n) → ∞ i ρ_1(n) → ∞ skol~ ugodno medlenno.

Sledstvie 2. Pust~ EX1 = 0 i DX1 = 1. Uslovie Linnika (2)

neobhodimo i dostatoqno dlØ vypolneniØ sootnoxeniæ (8) v oblasti ρ(n) 6 x 6 n^α/ρ_1(n), gde ρ(n) → ∞ i ρ_1(n) → ∞ skol~ ugodno medlenno.

Deæstvitel~no, iz vypolneniØ usloviØ (2) sleduet vypolnenie usloviØ StatulØviqusa (3) s γ = β − 1 i nekotorom Δ, otkuda sleduet vypolnenie (8) v oblasti ρ(n) 6 x 6 n^α/ρ_1(n), gde ρ(n) → ∞ i ρ_1(n) → ∞ skol~ ugodno medlenno. Naoborot, iz vypolneniØ sootnoxeniæ (8) v oblasti ρ(n) 6 x 6 n^α/ρ_1(n), gde ρ(n) → ∞ i ρ_1(n) → ∞, sleduet, qto v fftoæ oblasti P(|Sn| > x^√n) 6 e^{−βx2} (9) dlØ nekotorogo β > 0 t vseh dostatoqno bol~xih n. Otkuda sleduet vypolnenie uslovie (2) (sm. lemmy 8 i 9 iz [5]).

Takim obrazom, esli sluqaænaØ veliqina X_1 udovletvorØet uslovi¸ StatulØviqusa (3), to v oblasti ρ(n) 6 x 6 n^α/ρ_1(n), gde ρ(n) → ∞ i ρ_1(n) → ∞, imeet mesto sootnoxenie (9) dlØ vseh dostatoqno bol~xih n i nekotorogo β > 0, otkuda sleduet vypolnenie usloviØ Linnika (2).

Znaqit, uslovie StatulØviqusa v sluqae γ > 0 ravnosil~no uslovi¸ Linnika (2).

Teorema 2. Pust~ EX1 = 0 i DX1 = 1. Uslovie StatulØviqusa

(3) neobhodimo i dostatoqno dlØ vypolneniØ sootnoxeniØ (9) v oblasti ρ(n) 6 x 6 n^{12(1+2γ)} /ρ_1(n), dlØ vseh dostatoqno bol~xih n i nekotorogo β > 0, gde ρ(n) → ∞ i ρ_1(n) → ∞.

Zametim, qto v teoreme 2 ρ(n) i ρ_1(n) – proizvol~nye funkcii, stremØwiesØ k beskoneqnosti, takie, qto ρ(n) < n^{12(1+2γ)} /ρ_1(n), a β ne zavisit ot vybora fftih funkciæ.

Sledstvie 1. Pust~ EX1 = 0 i DX1 = 1. Uslovie Kramera (1)

neobhodimo i dostatoqno dlØ vypolneniØ sootnoxeniØ (9) v oblasti ρ(n) 6 x 6 √ n/ρ_1(n), dlØ vseh dostatoqno bol~xih n i nekotorogo β > 0, gde ρ(n) → ∞ i ρ_1(n) → ∞.

14 N. N. AMOSOVA

Sleduet otmetit~, qto posledniæ rezul~tat moßno naæti v [6], i teper~ on legko sleduet iz teoremy 2.

Sledstvie 2. Pust~ EX1 = 0 i DX1 = 1. Uslovie Linnika (2)

neobhodimo i dostatoqno dlØ vypolneniØ sootnoxeniØ (9) v oblasti ρ(n) 6 x 6 n^α/ρ_1(n), dlØ vseh dostatoqno bol~xih n i nekotorogo poloßitel~nogo β, gde ρ(n) → ∞ i ρ_1(n) → ∞.

Teorema 3. Pust~ γ ¿ 1. DlØ vypolneniØ sootnoxeniæ (5) v obla-

sti 0 6 x 6 n^{12(1+2γ)} /ρ(n), gde ρ(n) → ∞ skol~ ugodno medlenno, neobhodimo i dostatoqno, qtoby vypolnØlis~ sledu¸wie usloviØ:

1) uslovie StatulØviqusa, 2) EX_1 = 0 i DX_1 = 1.

Sledstvie. Pust~ 0 < α 6 1/6. DlØ vypolneniØ sootnoxeniæ (5)

v oblasti 0 6 x 6 n^α/ρ(n), gde ρ(n) → ∞ skol~ko ugodno medlenno, neobhodimo i dostatoqno, qtoby vypolnØlis~ sledu¸wie usloviØ:

1) uslovie Linnika, 2) EX_1 = 0 i DX_1 = 1.

Teorema 4. Pust~ 0 6 γ < 1. DlØ vypolneniØ sootnoxeniæ (6)

s zamenoæ L_α(x) na L_γ (x) v oblasti 0 6 x 6 n^{12(1+2γ)} /ρ(n), gde ρ(n) → ∞ skol~ ugodno medlenno, neobhodimo i dostatoqno, qtoby vypolnØlis~ sledu¸wie usloviØ:

1) uslovie StatulØviqusa, 2) EX_1 = 0 i DX_1 = 1.

Zdes~ L_γ (x) = ∑ 36k<p^{ck x} k, gde p opredelØetsØ sootnoxeniØmi (7), a |c_k| = O ((_{B√} n )_{k−2}) dlØ nekotorogo B > 0.

Sledstvie 1. DlØ vypolneniØ sootnoxeniæ (6) s zamenoæ Lα(x)

na L_0(x) v oblasti 0 6 x 6 √ n/ρ(n), gde ρ(n) → ∞ skol~ko ugodno medlenno, neobhodimo i dostatoqno, qtoby vypolnØlis~ sledu¸- wie usloviØ:

1) uslovie Kramera, 2) EX_1 = 0 i DX_1 = 1.

Zdes~ L_0(x) = ∑_∞ k=3 c_k x^k, a √ n ∑_∞ k=3 c_k x^{k−3} – nekotoryæ rØd, shodØwiæsØ pri vseh dostatoqno malyh znaqeniØh |x|/ √ n.

NEOBHODIMOST^ USLOVI` 15

Zameqanie 1. RØd^{x3}√_n λ^{( x}√_n^) sovpadaet s rØdom L0(x), tak kak

λ_k =^{ck+3}_{n(k+1)/2} ([7]). Zdes~ vyraßeniØ kofffficientov c_k qerez semiinvarianty sluqaænoæ veliqiny S_n/ √ n sovpada¸t s vyraßeniØmi sootvetstvu¸wih kofffficientov rØda Kramera, a λ(t) = ∑_∞ k=0 λ_k t^k – rØd Kramera.

Zameqanie 2. Pust~ EX1 = 0 i DX1 = 1. V [6] bylo pokazano,

qto esli sootnoxeniØ (4) spravedlivy v oblasti 0 6 x 6 √ n/ρ(n) dlØ l¸boæ funkcii ρ(n) → ∞, gde λ(t) = ∞∑ k=0 λ_k t^k – nekotoryæ rØd, shodØwiæsØ pri vseh dostatoqno malyh znaqeniØh |t|, to rØd λ(t) budet sovpadat~ s rØdom Kramera.

Sledstvie 2. Pust~ 1/6 < α < 1/2. DlØ vypolneniØ sootnoxe-

niæ (6) v oblasti 0 6 x 6 n^α/ρ(n) dlØ l¸boæ funkcii ρ(n) → ∞ neobhodimo i dostatoqno, qtoby vypolnØlis~ sledu¸wie usloviØ:

1) uslovie Linnika, 2) EX_1 = 0 i DX_1 = 1.

Zdes~ L_α(x) = ∑ 36k<^2_1�_{2α} c_k x^k, gde |c_k| = O (( B √ n )_{k−2})

dlØ nekotorogo B > 0.

Literatura

1. V. V. Petrov, Summy nezavisimyh sluqaænyh veliqin. Nauka, M. (1972). 2. N. N. Amosova, O neobhodimosti usloviØ Linnika v odnoæ teoreme o veroØtnostØh bol~xih ukloneniæ. — Zap. nauqn. semin. POMI 228 (1996), 9–15.

3. R. Rudzkis, L. Saulis, V. StatulØviqus, ObwaØ lemma o veroØtnostØh bol~xih ukloneniæ. — Litovskiæ matematiqeskiæ sbornik XYIII, No. 2 (1978), 99–116.

4. L. Saulis, V. StatulØviqus, Predel~nye teoremy o bol~xih ukloneniØh.

Mokslas, Vil~n¸s (1989).

16 N. N. AMOSOVA

5. N. N. Amosova, O neobhodimosti usloviØ StatulØviqusa v predel~nyh teoremah dlØ veroØtnostØh bol~xih ukloneniæ. — Lit. Matem. Rink. 39,

No. 3 (1999), 293–303.

6. N. N. Amosova, K voprosu o neobhodimosti usloviØ Kramera. V sb.:

Kol~ca i moduli. Predel~nye teoremy teorii veroØtnosteæ. 1 (1986), 131–134. Izdatel~stvo SPbGU.

7. L. V. Rozovskiæ, O kofffficientah rØda Kramera. — TeoriØ veroØtn. i ee primenen. 43, No. 1 (1998), 161–166.

Amosova N. N. Necessity of Cramer’s, Linnik’s and Statulevic̆ius conditions for large deviation probabilities.

In this paper the necessity of Cramer’s, Linnik’s and Statulevic̆ius conditions is considered in theorems for large deviations probabilities. It is shown also that Statulevic̆ius condition is a generalization of Cramer’s and Linnik’s conditions.

Postupilo 8 sentØbrØ 1999 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ Tehniqeskiæ universitet