Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 260, 1999 g.

A. N. Borodin

O RASPREDELENII FUNKCIONALOV OT BROUNOVSKOGO DVIȷENI˚, OSTANOVLENNOGO V MOMENT, OBRATNY` K RAZMAHU

0. V rabote poluqeny rezul~taty, pozvolØ¸wie vyqislØt~ ras-

predeleniØ nekotoryh funkcionalov ot processa brounovskogo dvißeniØ, ostanovlennogo v moment, obratnyæ k razmahu processa. Razliqnye zadaqi, svØzannye s razmahom brounovskogo dvißeniØ i s processom, obratnym k razmahu, izuqalis~ mnogimi avtorami. Otmetim, naprimer, interesnye raboty [1] i [2].

Pust~ W_s, s ∈ (0, ∞), – process brounovskogo dvißeniØ, i pust~ θ_v = min{t : sup_0 6s6t^{Ws − inf0}6^s6^{t Ws = v}}

– pervyæ moment, ko-

gda razmah processa W_s dostigaet zadannogo znaqeniØ v. Moment ostanovki θ_v nazyvaetsØ obratnym k razmahu processa W_s. V rabote rassmatriva¸tsØ dva klassa funkcionalov ot brounovskogo dvißeniØ. K pervomu otnosØtsØ additivnye funkcionaly vida A(f, ⃗x, t) := t∫ 0 f(W_s)ds + k∑ j=1 γ_j ℓ(t, x_j), γ_j ¿ 0, gde ℓ(t, y) – brounovskoe lokal~noe vremØ, opredelØemoe kak pre- del ℓ(t, y) := lim_{ε↓0}^1ε t∫ 0 1I[_{y,y}+_ε)(W_s)ds.

�tot predel suwestvuet (sm. [3]) s veroØtnost~¸ edinica i ØvlØetsØ nepreryvnym processom po (t, y) ∈ [0, ∞) × R^1. Vtoroæ klass funkcionalov sostavlØ¸t integral~nye funkcionaly ot brounovskogo lokal~nogo vremeni B(f, t) = ∞∫ −∞ f(ℓ(t, y))dy.

Rabota podderßana grantom RFFI 99-01-00112. 50

O RASPREDELENII FUNKCIONALOV 51 Nas interesu¸t metody vyqisleniØ raspredeleniæ funkcionalov A i B ot brounovskogo dvißeniØ, ostanovlennogo v moment θ_v, t.e. metody vyqisleniØ raspredeleniæ veliqin A(f, ⃗x, θ_v) i B(f, θ_v ). OkazyvaetsØ, qto zadaqa o vyqislenii raspredeleniæ funkcionalov ot brounovskogo dvißeniØ, ostanovlennogo v moment θ_v, obratnyæ k razmahu processa W_s, moßet byt~ transformirovana k zadaqe o vyqislenii takih ße funkcionalov ot processa W_s, ostanovlennogo v moment pervogo vyhoda iz koneqnogo intervala, t.e. v moment H_{a,b} = min{s : W_s ∉ (a, b)}. �tot fakt ØvlØetsØ osnovopolaga¸wim pri dokazatel~stve mnogih rezul~tatov o raspredelenii funkcionalov dlØ momenta θ_v.

DlØ l¸boæ sluqaænoæ veliqiny η i sobytiØ G oboznaqenie E{η; G} slußit kompaktnoæ zapis~¸ dlØ E{η1I_G}. Budem oboznaqat~ P_x i E_x veroØtnost~ i matematiqeskoe oßidanie po processu brounovskogo dvißeniØ W (s), s ¿ 0, pri uslovii W (0) = x.

1. Sformuliruem horoxo izvestnyæ rezul~tat (sm., naprimer,

[4], gl. II, §2, teorema 2.4) o raspredelenii additivnyh funkcionalov tipa A dlØ momenta pervogo vyhoda H_{a,b}.

Teorema 1.1. Pust~ f(x), x ∈ [a, b], – kusoqno-nepreryvnaØ neo-

tricatel~naØ funkciØ. Togda funkciØ u(x) := E_x{exp(−A(f, ⃗x, H_{a,b})); W_{Ha,b} = a} (1.1) ØvlØetsØ edinstvennym nepreryvnym rexeniem zadaqi 1 2 u^{′′}(x) − f(x)u(x) = 0, x ∈ (a, b) \ {x_1, x_2, . . . , x_k}, (1.2) u^′(x_j + 0) − u^′(x_j − 0) = 2γ_j u(x_j), j = 1, 2, . . . , k, (1.3)

u(a + 0) = 1, u(b − 0) = 0. (1.4)

Zameqanie 1.1. DlØ kusoqno-nepreryvnoæ funkcii f uravnenie

(1.2) dolßno traktovat~sØ sledu¸wim obrazom: ono imeet mesto vo vseh toqkah nepreryvnosti funkcii f, a v toqkah razryva ego rexenie nepreryvno vmeste s pervoæ proizvodnoæ.

Zameqanie 1.2. Esli v opredelenii funkcii u(x) poloßit~

W_{Ha,b} = b, to graniqnymi usloviØmi vmesto (1.4) budut u(a+0) = 0, u(b − 0) = 1.

52 A. N. BORODIN

PrimenØØ teoremu 1.1, nesloßno vyqislit~, qto

P_x(W_{Ha,b} = a) = b − x b − a , Px(WH^{a,b} = b) = x − a b − a , (1.5) E_x{e^{−αHa,b} ; W_{Ha,b} = a} =^{sh ((} b − x) √ 2α) sh ((b − a) √ 2α) . (1.6)

DifferenciruØ (1.6) po α v toqke nol~, poluqim, qto E_x{H_{a,b}; W_{Ha,b} = a} =^( b − x)(x − a) 3(b − a) (2b − x − a). (1.7)

Krome togo, nam ponadobitsØ sledu¸waØ formula (sm. [5], formula 1.3.3.5 (a)) E_x{e^{−ηℓ(Ha,b,g)}; W_{Ha,b} = a} =

= b − x b − a + 2η(b − g)(g − a) , g 6 x 6 b, b − x + 2η(b − g)(g − x) b − a + 2η(b − g)(g − a) , a 6 x 6 g. (1.8)

Iz fftoæ formuly sleduet, qto E_x{ℓ(H_{a,b}, g); W_{Ha,b} = a} =^{2(} b − g)^2(x − a) (b − a)2 , a < x < g < l. (1.9) Analogiqnye formuly ime¸t mesto i pri uslovii W_{Ha,b} = b.

Sledu¸wiæ rezul~tat ØvlØetsØ kl¸qevym dlØ vyqisleniØ uslovnyh raspredeleniæ funkcionalov A(f, ⃗x, t) dlØ momentov θ_v, pri uslovii W_{θv} = z.

Teorema 1.2. Pust~ f(x) – kusoqno-nepreryvnaØ neotricatel~naØ

funkciØ. Togda pri x − v < z < x ∂ ∂z E_x{exp(−A(f, ⃗x, θ_v)); W_{θv} < z} =

= ∂ ∂v E_x{exp(−A(f, ⃗x, H_{z,z+v})); W_{Hz,z+v} = z}. (1.10) Zameqanie 1.3. Analogiqnyæ rezul~tat veren i pri x < z < x+v.

Nußno lix~ v pravoæ qasti (1.10) moment H_{z,z+v} zamenit~ na moment H_{z−v,z}.

O RASPREDELENII FUNKCIONALOV 53

Dokazatel~stvo. Poloßim Hz = min{s : Ws = z}. Pust~ δ dosta-

toqno maloe poloßitel~noe qislo. Oboznaqim qerez D_δ mnoßestvo teh traektoriæ brounovskogo dvißeniØ, kotorye naqinaØs~ v toqke x, dostiga¸t urovnØ z + v ran~xe, qem z, i zatem iz toqki z + v dostiga¸t urovnØ z + δ ran~xe, qem z + v + δ. Oboznaqim qerez C_δ mnoßestvo teh traektoriæ brounovskogo dvißeniØ, kotorye naqinaØs~ v toqke x, dostiga¸t urovnØ z + v ran~xe, qem z + δ, zatem iz toqki z + v dostiga¸t urovnØ z + δ ran~xem, qem z + v + δ, i, nakonec, iz toqki z + δ dostiga¸t urovnØ z ran~xe, qem z + v. Nesloßno ponØt~, qto C_δ ⊂ {W_{θv} ∈ [z, z + δ)} ⊂ D_δ, (1.11) C_δ ⊂ { sup_{0<s<Hz} W_s ∈ [z + v, z + v + δ)} ⊂ D_δ. (1.12)

PrinimaØ vo vnimanie strogo markovskoe svoæstvo brounovskogo dvißeniØ i formulu (1.5), poluqim

P_x(D_δ \ C_δ) 6 2P_{z+v}(W_{Hz+δ,z+v+δ} = z + δ)P_{z+δ} (W_{Hz,z+v} = z + v) =^2

δ^2 v^2 .

(1.13) V silu (1.11)–(1.13), E_x{exp(−A(f, ⃗x, θ_v)); W_{θv} ∈ [z, z+δ)} = (1.14) = E_x{exp(−A(f, ⃗x, θ_v)); sup 0<s<H_z W_s ∈ [z + v, z + v + δ)} + O ( δ_2 v^2 ) =

= E_x{exp(−A(f, ⃗x, H_z)); sup 0<s<H_z W_s ∈ [z +v, z +v +δ)} + I_1 (δ) + O ( δ_2 v^2 ) , gde I_1(δ) = E_x{exp(−A(f, ⃗x, θ_v))− − exp(−A(f, ⃗x, H_z)); sup_{0<s<Hz} W_s ∈ [z + v, z + v + δ)} = = E_x{exp(−A(f, ⃗x, θ_v)) − exp(−A(f, ⃗x, H_z)); C_δ} + O ( δ_2 v^2 ) . Poskol~ku funkciØ f(x) kusoqno-nepreryvna, to ona ØvlØetsØ ograniqennoæ na l¸bom koneqnom intervale, i spravedliva sle-

54 A. N. BORODIN du¸waØ ocenka |I_1(δ)| 6 E_x{|A(f, ⃗x, H_z) − A(f, ⃗x, θ_v)|; C_δ} + O ( δ_2 v^2 ) 6 6 max_{y∈[z,z+v]} f(y)Ex {|Hz − θv|; Cδ}+ + k∑ j=1 γ_j E_x{(ℓ(H_z, x_j) − ℓ(θ_v , x_j)); C_δ} + O ( δ_2 v^2 ) . (1.15)

PrimenØØ strogo markovskoe svoæstvo brounovskogo dvißeniØ i ocenki (1.5), (1.7), poluqim E_x{|H_z − θ_v|; C_δ} 6 6 Pz+v(WH_{z+δ,z+v+δ} = z + δ)Ez+δ {Hz,z+v; WH_{z,z+v} = z} = = δ v (v − δ)δ 3v (2v − δ) 6 2 3 δ^2.

V silu strogo markovskogo svoæstva brounovskogo dvißeniØ i ocenok (1.5), (1.9) E_x{(ℓ(H_z, x_j) − ℓ(θ_v , x_j)); C_δ} 6 P_{z+v}(W_{Hz+δ,z+v+δ} = z + δ)× ×E_{z+δ} {ℓ(H_{z,z+v}, x_j); W_{Hz,z+v} = z} = δ v 2(z + v − xj)2δ v^2 6 2δ2 v . V rezul~tate imeem, qto I_1(δ) = O(δ^2). Poskol~ku E_x{exp(−A(f, ⃗x, H_z)); sup_{0<s<Hz} W_s ∈ [z + v, z + v + δ)} = = E_x{exp(−A(f, ⃗x, H_{z,z}+_v+_δ)); W_{Hz,z+v+δ} = z}− − E_x{exp(−A(f, ⃗x, H_{z,z+v})); W_{Hz,z+v} = z}, to podeliv pravu¸ i levu¸ qasti ravenstva (1.14) na δ i ustremiv δ k nul¸, poluqim (1.10). Nußno ewe ubedit~sØ, qto proizvodnaØ, stoØwaØ v pravoæ qasti (1.10), suwestvuet. Poloßim u_v(x) = E_x{exp(−A(f, ⃗x, H_{z,z+v})); W_{Hz,z+v} = z}. (1.16) Togda, v silu (1.2)–(1.4), funkci¸ u_v(x) moßno predstavit~ v vide

u_v(x) = ψ(z + v)φ(x) − ψ(x)φ(z + v) ψ(z + v)φ(z) − ψ(z)φ(z + v) , x ∈ (z, z + v), (1.17)

O RASPREDELENII FUNKCIONALOV 55 gde ψ(x) i φ(x) – fundamental~nye rexeniØ zadaqi 1 2 u^{′′}(x) − f(x)u(x) = 0, x ∈ R^1 \ {x_1, x_2, . . . , x_k}, (1.18) u^′(x_j + 0) − u^′(x_j − 0) = 2γ_j u(x_j), j = 1, 2, . . . , k. (1.19)

Iz formuly (1.17) sleduet differenciruemost~ funkcii u_v(x) po v. Differenciruemost~ imeet mesto daße, esli z+v sovpadaet s kakoæ-nibud~ iz toqek x_j. Teorema 1.2 dokazana.

Pust~ ω := ψ^′(x)φ(x) − ψ(x)φ^′(x) – vronskian, kotoryæ dlØ zadaqi (1.18), (1.19) ØvlØetsØ postoØnnoæ veliqinoæ. Opredelim ρ(x, y) := ψ(x)φ(y) − ψ(y)φ(x). Legko proverit~, qto dlØ l¸byh a, b i c ∂ ∂b ρ(a, b)ρ(b, c) − ρ(a, b) ∂ ∂b ρ(b, c) = −ωρ(a, c). (1.20) Ots¸da sleduet, qto ∂ ∂v u_v(x) = ∂ ∂v ρ(z + v, x) ρ(z + v, z) = − ∂ ∂v ρ(x, z + v) ρ(z + v, z) = ωρ(x, z) ρ^2(z + v, z) . Prodelav analogiqnye deæstviØ dlØ x < z < x + v, okonqatel~no poluqaem ∂ ∂z E_x{exp(−A(f, ⃗x, θ_v)); W_{θv} < z} =

= ωρ(x, z) ρ^2(z + v, z) , x − v < z 6 x, ωρ(z, x) ρ^2(z, z − v) , x 6 z < x + v. (1.21)

V rezul~tate dlØ proizvol~noæ kusoqno-nepreryvnoæ funkcii F (z), imeem

E_x { F (W_{θv} ) exp(−A(f, ⃗x, θ_v)) } =

= ω x+v∫ x F (z)ρ(z, x) + F (z − v)ρ(x, z − v) ρ^2(z, z − v) dz. (1.22)

56 A. N. BORODIN

2. V fftom paragrafe daetsØ opisanie brounovskogo lokal~nogo

vremeni ℓ(θ_v, y) kak processa po parametru y. OkazyvaetsØ, qto pri uslovii W_{θv} = z, process ℓ(θ_v , y) ØvlØetsØ diffuzionnym processom.

Teorema 2.1. Pust~ x – naqal~naØ toqka brounovskogo dvißeniØ

W_s, i pust~ z < x. Togda pri uslovii W_{θv} = z process ℓ(θ_v , y), y ∈ [z, z + v), ØvlØetsØ markovskim processom, dlØ kotorogo

ℓ(θ_v, y) = l_1(y) pri x 6 y 6 z + v, ℓ(θ_v, −y) = l_2(y) pri − x 6 y 6 −z,

gde l_1(y) i l_2(y) ØvlØ¸tsØ nezavisimymi diffuzionnymi processami s obwim naqal~nym znaqeniem l_1(x) = l_2(−x), raspredelennym po formule P_x(ℓ(θ_v , x) ∈ dt|W_{θv} = z) = = v^2t 4(v − |x − z|)2(z − x)2 exp ( − t 2(v − |x − z|) − t 2|x − z| ) dt. (2.1) i proizvodØwimi operatorami

L1 = 2t^{d2}_{dt2} +^(4 −^{2t}_{z + v − y}^{) d}_{dt} , L2 = 2t^{d2}_{dt2} +^(2 +^{2t}_{y + z}^{) d}_{dt} (2.2)

sootvetstvenno.

Zameqanie. Pri x < z spravedliv analogiqnyæ rezul~tat:

ℓ(θ_v , y) = l_3(y) pri x 6 y 6 z, ℓ(θ_v , −y) = l_4(y) pri − x 6 y 6 v − z,

gde l_3(y) i l_4(y) ØvlØ¸tsØ nezavisimymi diffuzionnymi processami s obwim naqal~nym znaqeniem l_3(x) = l_4(−x), raspredelennym po formule (2.1) i proizvodØwimi operatorami

L3 = 2t^{d2}_{dt2} +^(2 −^{2t}_{z − y}^{) d}_{dt} , L4 = 2t^{d2}_{dt2} +^(4 +^{2t}_{y + z − v}^{) d}_{dt}

sootvetstvenno.

�to utverßdenie nesloßno vyvesti iz teoremy 2.1, osnovyvaØs~ na svoæstve simmetrii brounovskogo dvißeniØ (−W_s toße ØvlØetsØ brounovskim dvißeniem).

O RASPREDELENII FUNKCIONALOV 57

Dokazatel~stvo. Pust~ f(x) – proizvol~naØ nepreryvnaØ ogra-

niqennaØ funkciØ i y – proizvol~noe vewestvennoe qislo. Poloßim f^+ (x) = f(x)1I_{[y,∞)}(x), f(x) = f^−(x)1I_{(−∞,y)}(x). DlØ dokazatel~stva markovosti processa ℓ(θ_v, y) pri uslovii W_{θv} = z dostatoqno ustanovit~, qto dlØ l¸byh x, y ∈ [z, z + v)

E_x { exp ( − θ_v∫

0 f(W_s)ds )| |ℓ(θv , y) = t, Wθ_v = z } =

= E_x { exp ( − θ_v∫

0 f^+ (W_s)ds )| |ℓ(θv, y) = t, Wθ_v = z } ×

× E_x { exp ( − θ_v∫

0 f^−(W_s)ds )| |ℓ(θv , y) = t, Wθ_v = z } . (2.3)

�to sootnoxenie harakterizuet dlØ processa ℓ(θ_v, y), y ∈ [z, z+v), nezavisimost~ proxlogo ot buduwego pri fiksirovannom nasto- Øwem, poskol~ku, v silu opredeleniØ lokal~nogo vremeni, θ_v∫

0 f(W_s)ds = z+v∫ z f(q)ℓ(θ_v , q)dq, θ_v∫

0 f^±(W_s)ds = z+v∫ z f^±(q)ℓ(θ_v , q)dq. Sootnoxenie (2.3) ffkvivalentno sledu¸wemu:

E_x { exp ( − θ_v∫

0 f(W_s)ds ) ; ℓ(θ_v, y) ∈ dt, W_{θv} ∈ dz } × × P_x(ℓ(θ_v , y) ∈ dt, W_{θv} ∈ dz) =

= E_x { exp ( − θ_v∫

0 f^+(W_s)ds ) ; ℓ(θ_v , y) ∈ dt, W_{θv} ∈ dz } ×

× E_x { exp ( − θ_v∫

0 f^−(W_s)ds ) ; ℓ(θ_v, y) ∈ dt, W_{θv} ∈ dz } . (2.4)

DlØ vyqisleniØ veroØtnosti P_x(ℓ(θ_v , y) ∈ dt, W_{θv} ∈ dz) vospol~- zuemsØ formuloæ 1.3.3.6 (a) iz [5]. Poloßim v fftoæ formule

58 A. N. BORODIN

a = z, b = z + v i primenim teoremu 1.2. Togda P_x(ℓ(θ_v , y) ∈ dt, W_{θv} ∈ dz) = ∂ ∂v P_x(ℓ(H_{z,z+v}, y) ∈ dt, W_{Hz,z+v} = z)dz =

= x − z 2(y − z)2 exp ( − t 2(y − z) ) ∂ ∂v exp ( − t 2(z + v − y) ) dt dz, z 6 x 6 y, 1 2(y − z) exp ( − t 2(y − z) ) ∂ ∂v ( z_+ v − x z + v − y exp ( − t 2(z + v − y) )) dt dz, y 6 x 6 z + v,_{(2.5)}

V qastnosti pri y = x iz (2.5) posle deleniØ na veroØtnost~

P_x(W_{θv} ∈ dz) = |z − x| v^2 dz, |z − x| 6 v, (2.6) poluqim (2.1).

DlØ togo, qtoby vyqislit~ matematiqeskie oßidaniØ, vhodØwie v (2.4), snaqala vyqislim veliqinu

U (x) = E_x { exp ( − H_{a,b}∫

0 f(W_s)ds − γℓ(H_{a,b}, y) ) ; W_{Ha,b} = a } , (2.7)

i analogiqnye veliqiny U^−(x) i U^+(x) dlØ funkciæ f^− i f^+ sootvetstvenno. Zatem my obratim preobrazovaniØ Laplasa po γ i vospol~zuemsØ teoremoæ 1.2. Pust~ φ(x) ubyva¸wee, a ψ(x) vozrasta¸wee lineæno nezavisimye rexeniØ uravneniØ 1 2 ϕ^{′′}(x) − f(x)ϕ(x) = 0, (2.8)

i ω = ψ^′(x) φ(x)−φ^′(x)ψ(x) ih vronskian, ØvlØ¸wiæsØ postoØnnoæ veliqinoæ. Poloßim

φ̄_b(x) = ψ(b)φ(x) − ψ(x)φ(b) ψ(b)φ(a) − ψ(a)φ(b) , ψ̄(x) = ψ(x)φ(a) − ψ(a)φ(x). Togda φ̄_b(a) = 1, φ̄_b(b) =^¯ψ(a) = 0, i φ̄_b(x),^¯ψ(x) toße ØvlØ¸tsØ lineæno nezavisimymi rexeniØmi uravneniØ (2.8). Ih vronskian

ω̄ = ψ̄(x)φ̄_b(x) − ψ̄(x)φ_b(x), v silu formuly (1.20), raven

ω̄ = 1 ρ(b, a) [ ∂ ∂xρ(x, a)ρ(b, x) − ρ(x, a) ∂ ∂x ρ(b, x) ] = ω ρ(b, a) ρ(b, a) = ω. Vaßno, qto ω̄ – postoØnnaØ veliqina, ne zavisØwaØ ot b.

O RASPREDELENII FUNKCIONALOV 59 PrimenØØ teoremu 1.1, poluqim sledu¸wee vyraßenie dlØ funkcii U (x):

U (x) = φ̄_b(x) − φ̄b(y)ψ̄(x) ψ̄(y) + ωφ̄_b(y)ψ̄(x) ψ̄(y)(ω + 2γφ̄b(y)ψ̄(y)) , a 6 x 6 y, ωφ̄_b(x) ω + 2γφ̄_b(y)ψ̄(y) , y 6 x 6 b. ObrawaØ preobrazovanie Laplasa po γ, poluqaem

E_x { exp ( − H_{a,b}∫

0 f(W_s) ds ) ; ℓ(H_{a,b}, y) ∈ dt, W_{Ha,b} = a } =

= ωψ̄(x) 2ψ̄2(y) exp ( − tψ̄0_{(y)} 2ψ̄(y) + tφ̄0_{b(y)} 2φ̄b(y) ) dt, a 6 x 6 y, ωφ̄_b(x) 2φ̄b(y)ψ̄(y) exp ( − tψ̄0_{(y)} 2ψ̄(y) + tφ̄0_{b(y)} 2φ̄b(y) ) dt, y 6 x 6 b. (2.9)

PodstavlØØ v ffto vyraßenie a = z, b = z + v, differenciruØ po v i primenØØ teoremu 1.2, poluqaem

E_x { exp ( − θ_v∫

0 f(W_s)ds ) ; ℓ(θ_v , y) ∈ dt, W_{θv} ∈ dz } =

= ωψ̄(x) 2ψ̄2(y) exp ( − tψ̄0_{(y)} 2ψ̄(y) ) ∂ ∂v exp ( t_¯φ0_{z+v(}y_) 2φ̄z+v(y) ) dt dz, z 6 x 6 y, ω 2ψ̄(y) exp ( − tψ̄0_{(y)} 2ψ̄(y) ) ∂ ∂v (_¯φ_{z+v(}x_) φ̄z+v(y) exp ( t_¯φ0_{z+v(}y_) 2φ̄z+v(y) )) dt dz, y 6 x 6 z + v.^{(2.10)}

DlØ funkcii U^−(x) s pomow~¸ teoremy 1.1 imeem

U^−(x) = φ̄_b(x) − φ̄b(y)ψ̄(x) ψ̄(y) + ωψ̄(x) 2ψ̄2(y) ( ψ̄0_{(y)} 2ψ(y) + 1 2(b − y) + γ ) , a 6 x x 6 y^, ω(b − x) 2(b − y)ψ̄(y) ( ψ̄0_{(y)} 2ψ(y) + 1 2(b − y) + γ ) , y 6 x 6 b. ObrawaØ preobrazovanie Laplasa po γ, poluqaem

E_x { exp ( − H_{a,b}∫

0 f^−(W_s)ds ) ; ℓ(H_{a,b}, y) ∈ dt, W_{Ha,b} = a } =

60 A. N. BORODIN = ωψ̄(x) 2ψ̄2(y) exp ( − tψ̄0_{(y)} 2ψ̄(y) − t 2(b − y) ) dt, a 6 x 6 y, ω(b − x) 2(b − y)ψ̄(y) exp ( − tψ̄0_{(y)} 2ψ̄(y) − t 2(b − y) ) dt, y 6 x 6 b. PolagaØ v fftom vyraßenii a = z, b = z + v, differenciruØ po v i primenØØ teoremu 1.2, poluqaem

E_x { exp ( − θ_v∫

0 f^−(W_s)ds ) ; ℓ(θ_v, y) ∈ dt, W_{θv} ∈ dz } =

= ωψ̄(x) 2ψ̄2(y) exp ( − tψ̄0_{(y)} 2ψ̄(y) ) ∂ ∂v exp ( − t 2(z + v − y) ) dt dz, z 6 x x 6 y^, ω 2ψ̄(y) exp ( − tψ̄0_{(y)} 2ψ̄(y) ) ∂ ∂v ( z_+ v − x z + v − y exp ( − t 2(z + v − y) )) dtdz, y 6 x 6 z + v. (2.11)

DlØ funkcii U^+(x) s pomow~¸ teoremy 1.1 imeem

U^+(x) = y − x y − a + x − a 2(y − a)2 ( 1 2(y − a) − φ̄0_{b(y)} 2φ̄b(y) + γ ) , a 6 x 6 y, φ̄b(x) 2(y − a)φ̄b(y) ( 1 2(y − a) − φ̄0_{b(y)} 2φ̄b(y) + γ ) , y 6 x 6 b. ObrawaØ preobrazovanie Laplasa po γ, poluqaem

E_x { exp ( − H_{a,b}∫

0 f^+(W_s)ds ) ; ℓ(H_{a,b}, y) ∈ dt, W_{Ha,b} = a } =

= x − a 2(y − a)2 exp ( − t 2(y − a) + tφ̄0_{b(y)} 2φ̄b(y) ) dt, a 6 x 6 y, φ̄b(x) 2(y − a)φ̄b(y) exp ( − t 2(y − a) + tφ̄0_{b(y)} 2φ̄b(y) ) dt, y 6 x 6 b. PolagaØ v fftom vyraßenii a = z, b = z + v, differenciruØ po v i primenØØ teoremu 1.2, poluqaem

E_x { exp ( − θ_v∫

0 f^+ (W_s)ds ) ; ℓ(θ_v, y) ∈ dt, W_{θv} ∈ dz } =

O RASPREDELENII FUNKCIONALOV 61

= x − z 2(y − z)2 exp ( − t 2(y − z) ) ∂ ∂v exp ( t_¯φ0_{z+v(}y_) 2φ̄z+v(y) ) dt dz, z 6 x 6 y, 1 2(y − z) exp ( − t 2(y − z) ) ∂ ∂v (_¯φ_{z+v(}x_) φ̄z+v(y) exp ( t_¯φ0_{z+v(}y_) 2φ̄z+v(y) )) dt dz, x 6 z + v. (2.12)

Teper~ zametim, qto proizvedenie vyraßeniØ, stoØwego v pravoæ qasti formuly (2.10) na vyraßenie v pravoæ qasti (2.5) ravno proizvedeni¸ vyraßeniØ, stoØwego v pravoæ qasti formuly (2.11) na vyraßenie v pravoæ qasti (2.12). A ffto i oznaqaet, qto vypolnØetsØ ravenstvo (2.4). Tem samym verno (2.3), i, sledovatel~no, markovost~ processa ℓ(θ_v , y) pri uslovii W_{θv} = z, kogda z 6 x 6 z + v, dokazana.

DlØ togo, qtoby vyqislit~ proizvodØwie operatory processov l_1(y) i l_2(y), snaqala vyqislim vyraßenie u(y, t) = E_x{e^{−ηℓ(θv,g)}|ℓ(θ_v , y) = t, W_{θv} = z}. DlØ togo, qtoby vyqislit~ funkci¸ u(y, t) pri x 6 y 6 g 6 z + v, vospol~zuemsØ formuloæ (2.12). V kaqestve funkcii f^+(x) voz~mem δ-funkci¸ toqki g, domnoßennu¸ na η. V fftom sluqae rexenie φ̄_b(x) budet nepreryvnym rexeniem sledu¸weæ zadaqi: 1 2 ϕ^{′′}(x) = 0, x ≠ g, (2.13)

ϕ^′(g + 0) − ϕ^′(g − 0) = 2ηϕ(g), (2.14)

ϕ(a) = 1, ϕ(b) = 0. (2.15)

Takoe rexenie zadaetsØ formuloæ (1.8). PodstavlØØ ffto rexenie pri x 6 y v (2.12), naædem, qto E_x{e^{−ηℓ(θv ,g)}; ℓ(θ_v, y) ∈ dt, W_{θv} ∈ dz} = = x − z 2(y − z)2 exp ( − t 2(y − z) ) ∂ ∂v exp ( − t(1 + 2η(z + v − g)) 2(z + v − y + 2η(z + v − g)(g − y)) ) dtdz. Podeliv pravu¸ qast~ fftogo vyraßeniØ na (2.5), poluqim, qto

u(y, t) =^(

z + v − y)^2 (z + v − y + 2η(z + v − g)(g − y))2 × × exp ( − tη(z + v − g)^2 (z + v − y)(z + v − y + 2η(z + v − g)(g − y)) ) .

62 A. N. BORODIN V silu opredeleniØ, proizvodØwiæ operator L_1 processa l_1(y) moßno vyqislit~ iz ravenstva −^∂_{∂y} u = L_1u. Nesloßno proverit~, qto − ∂ ∂y u = 2t ∂^2 ∂t^2 u + 4 ∂ ∂t u −^2 t z + v − y ∂ ∂t u. Ots¸da sleduet, qto L_1 = 2t^{∂2}_{∂t2} + ( 4 − 2t z + v − y ) ∂ ∂t . Naædem proizvodØwiæ operator processa l_2(y). DlØ fftogo vyqislim funkci¸ u(y, t) pri z 6 g 6 y 6 x. Vospol~zuemsØ formuloæ (2.11), gde v kaqestve f^−(x) vystupaet δ-funkciØ toqki g, domnoßennaØ na η. V fftom sluqae^¯ψ(x) budet nepreryvnym rexeniem zadaqi (2.13), (2.14) s odnim graniqnym usloviem^¯ψ(a) = 0. Takoe rexenie imeet vid

ψ̄(x) = { x − a, a 6 x 6 g, x − a + 2η(x − g)(g − a), g 6 x 6 b. Podstaviv ffto rexenie pri y 6 x v (2.11), naædem, qto E_x{e^{−ηℓ(θv,g)}; ℓ(θ_v, y) ∈ dt, W_{θv} ∈ dz} =^1 2(y − z + 2η(y − g)(g − z)) × × exp ( − t(1 + 2η(g − z)) 2(y − z + 2η(y − g)(g − z)) ) ∂ ∂v ( z_+ v − x z + v − y exp ( − t 2(z + v − y) )) dt dz. Podeliv pravu¸ qast~ fftogo ravenstva na (2.5), poluqim u(y, t) = y − z y − z + 2η(y − g)(g − z) exp ( − tη(g − z)^2 (y − z)(y − z + 2η(y − g)(g − z)) ) . Neposredstvennym differencirovaniem moßno proverit~, qto ffta funkciØ udovletvorØet uravneni¸ ∂ ∂y u = 2t ∂^2 ∂t^2 u + 2 ∂ ∂t u −^2 t y − z ∂ ∂t u. (2.16) DlØ togo, qtoby vypisat~ proizvodØwiæ operator processa ℓ(θ_v , −y), u kotorogo vremØ teqet v obratnom napravlenii, nußno v vyraßenii dlØ funkcii u(y, t) sdelat~ zamenu peremennyh y na −y i g na −g. Oboznaqim fftu novu¸ funkciØ ū(y, t). Togda proizvodØwiæ operator L_2 processa l_2(y) = ℓ(θ_v , −y), −x 6 y 6 −z, moßno opredelit~ iz ravenstva −^∂_{∂y} ū = L_2ū. V silu (2.16) funkciØ ū(y, t) udovletvorØet sootnoxeni¸ − ∂ ∂y ū = 2t

∂^2 ∂t^2 ū + 2 ∂ ∂t ū + 2t y + z ∂ ∂t ū.

O RASPREDELENII FUNKCIONALOV 63

Sledovatel~no L_2 = 2t^{∂2}_{∂t2} + ( 2 + 2t y + z ) ∂ ∂t. Teorema 2.1 dokazana.

3. Rassmotrim vopros o vyqislenii raspredeleniØ funkciona- la B(f, θ_v ) = ∞∫ −∞ f(ℓ(θ_v , y))dy. Sledu¸wiæ rezul~tat pozvolØet vyqislØt~ sovmestnoe raspredelenie funkcionalov B(f, θ_v ) i sup_{y∈R1} ℓ(θ_v, y).

Teorema 3.1. Pust~ f(t), t ∈ [0, h], – neotricatel~naØ kusoqno-

nepreryvnaØ funkciØ, f(0) = 0. Togda ∞∫ 0 e^{−αv}E_x { exp ( − ∞∫ −∞ f(ℓ(θ_v , y))dy ) ; sup y∈R^1 ℓ(θ_v, y) < h } dv =

= h∫ 0 R(t)Q(t)dt, (3.1) gde dlØ t ∈ (0, h) funkcii R, Q ØvlØ¸tsØ edinstvennymi nepreryvnymi rexeniØmi zadaqi

2tR^{′′}(t) − (α + f(t))R(t) = 0, R(0) = 1, (3.2)

2tQ^{′′}(t) + 2Q^′(t) − (α + f(t))Q(t) = 0, lim_{t↓} 0 Q(t)/ ln t = −1, (3.3)

R(h − 0) = 0, Q(h − 0) = 0. (3.4)

Zameqanie 3.1. V sluqae h = ∞ graniqnye usloviØ (3.4) dolßny

byt~ zameneny sledu¸wimi:

lim sup t→∞ t^{−1/4}e^{√2αt}R(t) < ∞, lim sup_{t→∞} t^{1/4}e^{√2αt}Q(t) < ∞. (3.5) Zameqanie 3.2. DlØ kusoqno-nepreryvnoæ funkcii f uravneniØ

(3.2), (3.3) dolßny traktovat~sØ toqno tak ße, kak uravnenie (1.2) v zameqanii 1.1.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim snaqala, qto h = ∞, i f(x) –

ograniqennaØ dvaßdy nepreryvno differenciruemaØ funkciØ s ograniqennymi pervymi i vtorymi proizvodnymi. Pust~ z <

64 A. N. BORODIN

x < z+v. Ispol~zuØ markovskoe svoæstvo processa ℓ(θ_v , y) i (2.1), poluqim

E_x { exp ( − z+v∫ z f(ℓ(θ_v , y))dy )| |W_{θv} = z } = ∞∫ 0 P_x(ℓ(θ_v , x) ∈ dt | |W_{θv} = z)×

×E_x { exp ( − z+v∫ z f(ℓ(θ_v , y)dy )| |ℓ(θ_v, x) = t, W_{θv} = z } = (3.6)

= ∞∫ 0 v^2t 4(z + v − x)2(x − z)2 exp ( − t 2(z + v − x) − t 2(x − z) ) q̄(x, t)r̄(x, t)dt. gde pri z 6 g 6 x q̄(g, t) = E_x { exp ( − g∫ z f(ℓ(θ_v , y))dy )| |ℓ(θ_v , g) = t, W_{θv} = z } , i pri x 6 g 6 z + v r̄(g, t) = E_x { exp ( − z+v∫ g f(ℓ(θ_v , y))dy )| |ℓ(θ_v , g) = t, W_{θv} = z } . Poskol~ku pri uslovii W_{θv} = z process ℓ(θ_v , y) ØvlØetsØ diffuzieæ, opisanie kotoroæ privedeno v teoreme 2.1, to, primenØØ izvestnyæ rezul~tat (sm., naprimer, [6], gl. VIII, §5, teoremu 2), poluqim, qto funkcii q̄ i r̄ udovletvorØ¸t uravneniØm ∂ ∂g q̄(g, t) = 2t ∂^2 ∂t^2 q̄(g, t) + ( 2 − 2t g − z ) ∂ ∂t q̄(g, t) − f(t)q̄(g, t), (3.7) − ∂ ∂g r̄(g, t) = 2t ∂^2 ∂t^2 r̄(g, t) + ( 4 − 2t z + v − g ) ∂ ∂t r̄(g, t) − f(t)r̄(g, t), (3.8) i graniqnym usloviØm lim_{g↓z} q̄(g, t) = 1, lim_{g↑z} +v r̄(g, t) = 1. (3.9)

Vaßnym ØvlØetsØ to obstoØtel~stvo, qto funkcii q̄(g, t) i r̄(g, t) ne zavisØt ot x. Krome togo, q̄(g, t) → q̄(x, t) pri g ↑ x, i r̄(g, t) →

O RASPREDELENII FUNKCIONALOV 65

r̄(x, t) pri g ↓ x. Pofftomu funkcii q̄(x, t) i r̄(x, t) udovletvorØ¸t

uravneniØm (3.7) i (3.8) pri g = x. Zamena

q(x − z, t) =^1x − z exp ( − t 2(x − z) ) q̄(x, t), r(z + v − x, t) = t 2(z + v − x)2 exp ( − t 2(z + v − x) ) r̄(x, t), privodit k uravneniØm ∂ ∂y q(y, t) = 2t ∂^2 ∂t^2 q (y, t) + 2 ∂ ∂t q(y, t) − f(t)q(y, t), (3.10) ∂ ∂y r(y, t) = 2t ∂^2 ∂t^2 r (y, t) − f(t)r(y, t), (3.11) i graniqnym usloviØm pri y ↓ 0

y exp ( t 2y ) q(y, t) → 1, 2y^2 exp ( t 2y ) r(y, t) → t. (3.12) Poloßim Q(t) = ∞∫ 0 e^{−αy}q(y, t)dy, R(t) = ∞∫ 0 e^{−αy}r(y, t)dy. Togda, prinimaØ vo vnimanie svoæstvo simmetrii brounovskogo dvißeniØ i uqityvaØ (3.6) i (2.6), poluqim ∞∫ 0 e^{−αv}E_x ( − ∞∫ −∞ f(ℓ(θ_v , y))dy ) dv =

= ∞∫ 0 e^{−αv} (^x∫ x−v E_x { exp ( − z+v∫ z f(ℓ(θ_v , y))dy ) ; W_{θv} ∈ dz } +

+ x+v∫ x E_x { exp ( − z∫ z−v f(ℓ(θ_v , y))dy ) ; W_{θv} ∈ dz }) dv =

= 2 ∞∫ 0 e^{−αv} x∫ x−v E_x { exp ( − z+v∫ z f(ℓ(θ_v , y))dy ) ; W_{θv} ∈ dz } dv =

66 A. N. BORODIN = x∫ −∞ dz x − z v^2 ∞∫ x−z dv e^{−αv}E_x { exp ( − z+v∫ z f(ℓ(θ_v , y))dy )| |W_{θv} = z } =

= x∫ −∞ dze^{−α(x−z)} ∞∫ x−z dve^{−α(z+v−x)} ∞∫ 0 dt q(x − z, t)r(z + v − x, t) =

= ∞∫ 0 Q(t)R(t)dt. PrimenØØ preobrazovanie Laplasa po peremennoæ y k obeim qastØm uravneniæ (3.10), (3.11), nesloßno ubedit~sØ, qto funkcii Q(t) i R(t) udovletvorØ¸t uravneniØm (3.3) i (3.2) sootvetstvenno. PrinimaØ vo vnimanie graniqnye usloviØ (3.12), poluqaem, qto pri t ↓ 0 Q(t) = ∞∫ 0 e^{−αy 1}y e^{−t/2y}(1 + o(1))dy ∼ 2K_0 (√ 2αt ) ∼ − ln t,

R(t) = ∞∫ 0 e^{−αy} t 2y2 e^{−t/2y}(1 + o(1))dy ∼ 1. S drugoæ storony, pri bol~xih t, tak kak |q̄| 6 1, |r̄| 6 1, imeem |Q(t)| 6 ∞∫ 0 e^{−αy 1}y e^{−t/2y}dy = 2K_0 (√ 2αt ) ≈ √ π (_2 αt )_{1/4} e^{−√2αt},

|R(t)| 6 ∞∫ 0 e^{−αy} t 2y2 e^{−t/2y}dy = √ 2αtK1 (√ 2αt ) ≈ √ π (αt 2 )_{1/4} e^− √ 2αt. Takim obrazom, vypolneny graniqnye usloviØ (3.2), (3.3) i (3.5).

DlØ kusoqno-nepreryvnyh funkciæ f pri h = ∞ teorema 3.1 moßet byt~ dokazana s pomow~¸ predel~nogo perehoda v zadaqe (3.2), (3.3), (3.5), dlØ posledovatel~nosti nepreryvnyh funkciæ, approksimiru¸wih funkci¸ f. Analogiqnyæ predel~nyæ perehod detal~no opisan v [4], gl. II, §2, i my ego privodit~ ne budem.

O RASPREDELENII FUNKCIONALOV 67 Dokazatel~stvo teoremy 3.1 dlØ h < ∞ osnovano na poqti oqevidnom sootnoxenii ∞∫ 0 e^{−αv}E_x { exp ( − ∞∫ −∞ f(ℓ(θ_v , y))dy ) ; sup y∈R^1 ℓ(θ_v , y) < h } dv =

= lim_{γ→∞} ∞∫ 0 e^{−αv}E_x exp ( − ∞∫ −∞ (f(ℓ(θ_v , y)) + γ1I(_{h,∞})(ℓ(θ_v , y)))dy ) dv. Analogiqnyæ predel~nyæ perehod osuwestvlen v [4], gl. II, §4, i my ego toße opuskaem. Rezul~tatom takogo predel~nogo perehoda budet teorema 3.1 v polnom ob¨eme.

4. Rassmotrim odin primer primeneniØ teoremy 3.1. Vyqislim

raspredelenie veliqiny sup_{y∈R1} ℓ(θ_v , y).

Sformuliruem odin vspomogatel~nyæ rezul~tat.

Lemma 4.1. Pust~ X(t), Y (t), t ¿ 0, – rexeniØ uravneniæ 2tX^{′′}(t) − αX(t) = 0, 2tY^{′′}(t) + 2Y^′(t) − αY (t) = 0.

Togda α ∫ X(t)Y (t)dt = tX(t)Y^′(t) + α 2 tX(t)Y (t) − t^2X^′(t)Y^′(t). (4.1)

Formula (4.1) legko proverØetsØ differencirovaniem. Primenim teoremu 3.1 dlØ f = 0. RexeniØ zadaqi (3.2)–(3.4) v fftom sluqae ime¸t vid: R(t) = √ 2αt ( K_1 (√ 2αt ) − K_1 (√ 2αh ) I_1 (√ 2αh ) I_1 (√ 2αt )) , 0 6 t 6 h, Q(t) = 2 ( K_0 (√ 2αt ) − K_0 (√ 2αh ) I_0 (√ 2αh ) I_0 (√ 2αt )) , 0 6 t 6 h, gde I_l(x), K_l(x), l = 0, 1, – modificirovannye funkcii BesselØ porØdka l. PrinimaØ vo vnimanie graniqnye usloviØ (3.4), poluqaem, qto

R^′(h) = − √ α √ 2hI1( √ 2αh) , Q^′(h) = −^1

hI_0( √ 2αh) .

68 A. N. BORODIN Krome togo, pri t ↓ 0 tQ^′(t) ∼ −2tK_1 (√ 2αt ) √α √ 2t ∼ −1. Ispol~zuØ (3.1) i lemmu 4.1, naædem α ∞∫ 0 e^{−αv}P_x ( sup y∈R^1 ℓ(θ_v, y) < h ) dv = 1 − √ αh √ 2I0( √ 2αh)I1( √ 2αh) . (4.2)

PrimenØØ formulu obratnogo preobrazovaniØ Laplasa, osnovannu¸ na teorii vyqetov, poluqaem

P_x ( sup y∈R^1 ℓ(θ_v , y) < h ) = ∞∑ k=1 (_1

J^2_1 (j_{0,k} ) e −j^2_{0,k}v/2h − 1 J^2_0 (j_{1,k}) e −j^2_{1,k}v/2h ) , gde J_l(x) – funkcii BesselØ porØdka l, i 0 < j_{0,k} < j_{1,k}, k =

1, 2, . . ., – poloßitel~nye nuli funkciæ BesselØ J0(x) i J1(x) so-

otvetstvenno.

5. Rassmotrim brounovskoe dvißenie s lineænym snosom W^{(μ)}_s =

= μs + W_s. Iz dokazatel~stva teoremy 1.2 nesloßno ponØt~, qto

ona verna dlØ xirokogo klassa diffuzionnyh processov, v qastnosti, dlØ brounovskogo dvißeniØ s lineænym snosom.

Poloßim dalee θ_v = min{t : sup_0 6s6t^{W (μ)s − inf0}6^s6^{t W (μ)s = v}} , H_{a,b} = min{s : W^{(μ)}_s ∉ (a, b)} i u_v(x) = E_x{exp(−A^{(μ)} (f, ⃗x, H_{z,z+v})); W^{(μ)}_{Hz,z+v} = z}, (5.1) gde indeks (μ) u funkcionala A oznaqaet, qto ffto – funkcional ot brounovskogo dvißeniØ s lineænym snosom μ.

Kak i v sluqae brounovskogo dvißeniØ funkci¸ u_v(x) moßno predstavit~ v vide (1.17), gde ψ(x) i φ(x) – fundamental~nye rexeniØ zadaqi 1 2 u^{′′}(x) + μu^′(x) − f(x)u(x) = 0, x ∈ R^1 \ {x_1, x_2, . . . , x_k}, (5.2) u^′(x_j + 0) − u^′(x_j − 0) = 2γ_j u(x_j), j = 1, 2, . . . , k. (5.3)

Vronskian ω(x) := ψ^′(x)φ(x) − ψ(x)φ^′(x) pri naliqii snosa raven ωe^{−2μx}, gde ω nekotoraØ postoØnnaØ veliqina. Prodelav te ße

O RASPREDELENII FUNKCIONALOV 69 deæstviØ, qto i dlØ brounovskogo dvißeniØ, poluqim ∂ ∂z E_x { exp(−A^{(μ)} (f, ⃗x, θ_v)); W^{(μ)}_{θv} < z } =

= ωe�2μ(z+v)_{ρ(x, z)} ρ^2(z + v, z) , x − v < z 6 x, ωe�2μ(z�v)_{ρ(z, x)} ρ^2(z, z − v) , x 6 z < x + v. (5.4)

IntegriruØ fftu formulu, poluqaem, qto dlØ proizvol~noæ kusoqno-nepreryvnoæ funkcii F (z) spravedlivo vyraßenie

E_x { F (W^{(μ)}_{θv} ) exp(−A^{(μ)} (f, ⃗x, θ_v)) } =

= ω x+v∫ x F (z)e�^{2μ(z}�^{v)}ρ(z, x) + F (z − v)e�^{2μz}ρ(x, z − v) ρ^2(z, z − v) dz. (5.5) PrimenØØ formuly (5.4), (5.5), nesloßno poluqit~, qto

P_x(W^{(μ)}_{θv} ∈ dz) = |μ|e^{μ(z}�^{x)}sh (|z − x||μ|) sh 2(v|μ|) dz, |z − x| 6 v, (5.6) E_xe^{−αθv} = √ 2α + μ2

sh 2(v √ 2α + μ2)

(_{ch (}v_(√_2α_+ μ_{2 +} μ_{))} −_1 √ 2α + μ2 + μ + + ch (v( √ 2α + μ2 − μ)) − 1 √ 2α + μ2 − μ ) . (5.7)

Formula (5.7) ØvlØetsØ qastnym sluqaem bolee obweæ formuly, poluqennoæ v rabote [7], s pomow~¸ predel~nogo perehoda v sootvetstvu¸weæ formule dlØ nesimmetriqnogo sluqaænogo blußdaniØ. Oboznaqim^¯H(θ_v) poloßenie toqki ffkstremuma do momenta, obratnogo razmahu, t.e. takoæ toqki, dlØ kotoroæ |W^{(μ)}_{H̄(θv )} − W^{(μ)}_{θv} | = v. Togda (sm. [7])

E_x exp ( −α(θ_v − H̄(θ_v )) − βH̄(θ_v ) − γW^{(μ)}_{θv} ) =

= e�γx^√_{2α + μ}2 sh (v √ 2α + μ2)sh (v √ 2β + μ2)

(_{ch (}v_(√_2β_+ μ_{2 +} μ − γ_{))} −_1 √ 2β + μ2 + μ − γ + + ch (v( √ 2β + μ2 − μ + γ)) − 1 √ 2β + μ2 − μ + γ ) . (5.8)

�tu formulu toße moßno poluqit~ opisannym vyxe metodom.

70 A. N. BORODIN

6. Dokazatel~stva mnogih rezul~tatov o raspredelenii funkci-

onalov ot brounovskogo dvißeniØ s lineænym snosom analogiqny dokazatel~stvu sootvetstvu¸wih rezul~tatov dlØ brounovskogo dvißeniØ.

Sledu¸wiæ rezul~tat opisyvaet lokal~noe vremØ brounovskogo dvißeniØ s lineænym snosom ℓ^{(μ)} (θ_v, y) kak processa po parametru y pri uslovii W^{(μ)}_{θv} = z i privoditsØ bez dokazatel~- stva.

Teorema 6.1. Pust~ x – naqal~naØ toqka brounovskogo dvißeniØ

W^{(μ)}_s , i pust~ z < x. Togda pri uslovii W^{(μ)}_{θv} = z process ℓ^{(μ)} (θ_v, y), y ∈ [z, z + v), ØvlØetsØ markovskim processom, dlØ kotorogo

ℓ^{(μ)}(θ_v , y) = l_5(y) pri x 6 y 6 z + v, ℓ^{(μ)}(θ_v , −y) = l_6(y) pri − x 6 y 6 −z, gde l_5(y) i l_6(y) ØvlØ¸tsØ nezavisimymi diffuzionnymi processami s obwim naqal~nym znaqeniem l_5(x) = l_6(−x), raspredelennym po formule

P_x(ℓ^{(μ)} (θ_v, x) ∈ dt|W^{(μ)}_{θv} = z) =

μ^2sh^2(v|μ|)t 4sh 2((v − |x − z|)|μ|)sh 2(|z − x||μ|) × × exp ( − t|μ| 2 cth ((v − |x − z|)|μ|) − t|μ| 2 cth (|x − z||μ|) ) dt. (6.1) i proizvodØwimi operatorami

L5 = 2t^{d2}_{dt2} +^(4 − 2t|μ|cth ((z + v − y)|μ|)^{) d}_{dt}, (6.2) L6 = 2t^{d2}_{dt2} +^(2 + 2t|μ|cth ((y + z)|μ|)^{) d}_{dt} (6.3)

sootvetstvenno.

Zameqanie. Pri x < z spravedliv analogiqnyæ rezul~tat:

ℓ^{(μ)}(θ_v, y) = l_7(y) pri x 6 y 6 z, ℓ^{(μ)}(θ_v, −y) = l_8(y) pri − x 6 y 6 v − z, gde l_7(y) i l_8(y) ØvlØ¸tsØ nezavisimymi diffuzionnymi processami s obwim naqal~nym znaqeniem l_7(x) = l_8(−x), raspredelennym po formule (6.1) i proizvodØwimi operatorami

L7 = 2t^{d2}_{dt2} +^(2 − 2t|μ|cth ((z − y)|μ|)^{) d}_{dt} , (6.4) L8 = 2t^{d2}_{dt2} +^(4 + 2t|μ|cth ((y + z − v)|μ|)^{) d}_{dt} (6.5)

O RASPREDELENII FUNKCIONALOV 71 sootvetstvenno.

Sledu¸wiæ rezul~tat pozvolØet vyqislØt~ sovmestnoe raspredelenie funkcionalov B(f, θ_v ) = ∞∫ −∞ f(ℓ^{(μ)}(θ_v , y))dy, i sup_{y∈R1} ℓ^{(μ)} (θ_v, y).

Teorema 6.2. Pust~ f(t), t ∈ [0, h] – neotricatel~naØ kusoqno-

nepreryvnaØ funkciØ, f(0) = 0. Togda ∞∫ 0 e^{−αv}E_x { exp ( − ∞∫ −∞ f(ℓ^{(μ)} (θ_v, y))dy ) ; sup_{y∈R1} ℓ^{(μ)} (θ_v, y) < h } dv =

= 1 2 h∫ 0 R(t) ( Q_μ(t) + Q_{−μ}(t) ) dt, (6.6) gde dlØ t ∈ (0, h) funkcii R, Q_μ ØvlØ¸tsØ edinstvennymi nepreryvnymi rexeniØmi zadaqi 2tR^{′′}(t) − ( α + μ^2t 2 + f(t) ) R(t) = 0, R(0) = 1, (6.7) 2tQ^{′′}(t) + 2Q^′(t) − ( α + μ^2t 2 − μ + f(t) ) Q(t) = 0, lim_{t↓0} Q(t) ln t = −1, (6.8) R(h) = 0, Q(h) = 0. (6.9)

Zameqanie 6.2. V sluqae h = ∞ graniqnye usloviØ (6.9) dolßny

byt~ zameneny sledu¸wimi:

lim sup t→∞ t^{−α/2|μ|}e^{t|μ|/2}R(t) < ∞, lim sup_{t→∞} t^{(α−μ)/2|μ|+1/2}e^{t|μ|/2}Q(t) < ∞. Literatura

1. J. P. Imhof, On the range of Brownian motion and its inverse process. — Ann.

Prob. 13 (1985), 1011–1017.

2. P. Vallois, Decomposing the Brownian path via the range process. — Stoch. Proc.

Appl. 55 (1995), 211–226.

3. P. Lévy, Sur certains processus stochastiques homogines. — Compositio Math. 7 (1939), 283–339.

72 A. N. BORODIN 4. A. N. Borodin, I. A. Ibragimov, Predel~nye teoremy dlØ sluqaænyh blußdaniæ. Trudy Matematiqeskogo in-ta im. V. A. Steklova RAN, Nauka, S.Peterburg (1994).

5. A. N. Borodin, P. Salminen, Handbook of Brownian Motion – Facts and Formulae.

Birkhäuser, Basel-Boston-Berlin, 1996.

6. I.I.Gihman, A. V. Skorohod, Vvedenie v teori¸ sluqaænyh processov.

Nauka, Moskva (1965).

7. K. S. Chong, R. Cowan, L. Holst, The ruin problem and cover times of asymmetric random walks and brownian motions. — J. Appl. Probab. 37, No. 1 (2000).

Borodin A. N. On distributions of functionals of Brownian motion stopped at inverse range time.

Methods for calculation of distributions of functionals of Brownian motion stopped at the inverse range time are developed. Some interesting examples of applications of these methods are considered.

Postupilo 11 marta 1999 g.

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN