Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 260, 1999 g.

N. V. Gribkova

BUTSTREP-APPROKSIMACI˚ RASPREDELENI` L-STATISTIK

Izuqa¸tsØ usloviØ sostoØtel~nosti butstrep-approksimacii raspredeleniæ lineænyh kombinaciæ porØdkovyh statistik L_n = ∑_n i=1 c_{n,i}X_{n,i}, postroennyh po vyborke ob¨œma n nezavisimyh odinakovo raspredelœnnyh sluqaænyh veliqin, s kofffficientami c_{n,i}, opredelØemymi vesovoæ funkcieæ J(u), u ∈ (0, 1), po formulam: (i) c_{n,i} =^1_n J (_i n+1 ) ili c_{n,i} = ∫_{i/n} (i−1)/n J(u)du, i = 1, . . . , n. Pokazano razliqie v asimptotiqeskih svoæstvah butstrep-raspredeleniæ L-statistik fftih dvuh, obyqno primenØemyh v zadaqah statistiqeskogo ocenivaniØ, tipov vesov. Pri odnih i teh ße estestvennyh momentnyh predpoloßeni- Øh v sluqae (ii) dlØ sostoØtel~nosti butstrep-approksimacii (shodimosti) dostatoqna nepreryvnost~ funkcii J, v sluqae (i) trebuetsØ, qtoby J udovletvorØla uslovi¸ Gel~dera porØdka bol~xe 1/2, priqem v sluqae (i) iz-za smewennosti butstrepmatematiqeskogo oßidaniØ otnositel~no L_n suwestvennu¸ rol~ dlØ sostoØtel~nosti igraet predel~noe povedenie veliqiny otnoxeniØ ob¨œmov ishodnoæ i iskusstvennoæ vyborok, v to vremØ kak v sluqae (ii) ffta veliqina ne okazyvaet vliØniØ na sostoØtel~nost~.

Kl¸qevye slova i frazy: butstrepirovannye L-statistiki, lineænye kombinacii porØdkovyh statistik, asimptotiqeskaØ normal~nost~, sostoØtel~nost~ butstrep-approksimacii.

1. Vvedenie

Rassmotrim posledovatel~nost~ X_1, X_2, . . . nezavisimyh odinakovo raspredelennyh sluqaænyh veliqin (s.v.) s funkcieæ raspredeleniØ (f.r.) F . Oboznaqim X_{n,1} 6 · · · 6 X_{n,n} porØdkovye statistiki, sootvetstvu¸wie pervym n fflementam posledo-

Rabota vypolnena pri podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ, grant 99-01-00724. 84

BUTSTREP–APPROKSIMACI˚ 85 vatel~nosti, F_n-ffmpiriqesku¸ f.r. Vvedem lineænu¸ kombinaci¸ porØdkovyh statistik L_n = ∑_n i=1 c_{n,i}X_{n,i} s kofffficientami c_{n,i}, opredelØemymi s pomow~¸ vesovoæ funkcii J(u), 0 < u < 1, po odnoæ iz sledu¸wih formul

(i) c_{n,i} = 1 n J ( i n + 1 ) ; (ii) c_{n,i} = i/n∫ (i−1)/n J(u)du, i = 1, . . . , n. Vospol~zuemsØ integral~nym predstavleniem s.v. L_n, priqem v sluqae (i) budem oboznaqat~ ee S_n, a v sluqae (ii) – T_n. Imeem

S_n = 1∫ 0 F^{−1}_n (u)J_n(u)du; T_n = 1∫ 0 F^{−1}_n (u)J(u)du. (1) Zdes~ F^{−1}_n (u) = inf{x : F_n(x) > u} – inversiØ ffmpiriqeskoæ f.r., J_n(u) = J (_i n+1 ) ,^{i−1}_n 6 u <^i_n , i = 1, . . . , n.

Vvedem teper~ butstrep-ffkvivalenty statistik S_n i T_n. Pust~ X^∗_1 , . . . , X^∗_m – vyborka ob¨œma m nezavisimyh (uslovno, pri uslovii X_1, X_2, . . . , X_n) s.v. s f.r. F_n. Simvolom ∗ budem otmeqat~ veliqiny, otnosØwiesØ k uslovnomu raspredeleni¸. Pust~ X^∗_{m,1} 6 · · · 6 X^∗_{m,m} – variacionnyæ rØd, postroennyæ po butstrepvyborke, F^∗_m – ffmpiriqeskaØ butstrep-f.r. Togda butstrep- varianty statistik S_n i T_n opredelØ¸tsØ formulami

S^∗_m = 1∫ 0 (F^∗_m)^{−1}(u)J_m(u)du, T^∗_m = 1∫ 0 (F^∗_m)^{−1}(u)J(u)du (2)

(dlØ vvedeniØ v butstrep sm. [6]). Oboznaqim σ^2(S_n), σ^2(T_n) dispersii s.v. S_n i T_n, σ^{∗2}(S^∗_m), σ^{∗2}(T^∗_m) – dispersii ih butstrepdvoænikov. Vvedem veliqinu τ (J, F ) = 1∫ 0 F^{−1}(u)J(u)du, (3) ocenkami kotoroæ qasto slußat statistiki S_n i T_n, i veliqinu

σ^2(J, F ) = 1∫ 0 1∫ 0 J(u)J(v)[min(u, v) − uv]dF^{−1}(u)dF^{−1}(v), (4)

86 N. V. GRIBKOVA nazyvaemu¸ asimptotiqeskoæ dispersieæ. Pri opredelennyh usloviØh (sm. [9, 4]) veliqiny nσ^2(S_n) i nσ^2(T_n) shodØtsØ k σ^2(J, F ) pri n → ∞.

V sluqae srednego (J ≡ 1, L_n = X_n, E^∗(S^∗_m) = E^∗(T^∗_m) = X_n, mσ^{∗2}(S^∗_m) = mσ^{∗2}(T^∗_m) = S^2, gde X_n, S^2 – ffmpiriqeskie srednee i dispersiØ) asimptotiqeskie svoæstva butstrep-raspredeleniæ izuqalis~ v [2, 8] (sm. takße [1, 3–6]). V [3] issledovana vozmoßnost~ butstrep-approksimacii dlØ useqennogo srednego i dlØ ffkstremal~nyh porØdkovyh statistik. V [4] rassmatrivalsØ klass obobwennyh L-statistik Serflinga, issledovalis~ asimptotiqeskie svoæstva obobwennyh L-statistik, sredi drugih rezul~tatov, v [4] naædeny usloviØ sostoØtel~nosti butstrepapproksimacii ih raspredeleniæ. Rezul~taty [4] primenimy k obyknovennym L-statistikam vida (ii) (s.v. T_n), no usloviØ na funkci¸ J i momentnye ograniqeniØ [4] dlØ obyqnyh Lstatistik ØvlØ¸tsØ izbytoqnymi.

V fftoæ rabote rassmatrivaetsØ sluqaæ obyqnyh neuseqennyh L-statistik s ograniqennoæ vesovoæ funkcieæ J. V p. 2 izuqa¸tsØ asimptotiqeskie svoæstva estestvennyh normiru¸- wih postoØnnyh butstrepirovannyh L-statistik, v p. 3 – usloviØ sostoØtel~nosti butstrep-approksimacii raspredeleniæ Lstatistik i toqnost~ approksimacii. V p. 2 budet pokazano, qto pri opredelennyh estestvennyh predpoloßeniØh E^∗(S^∗_m) − S_n = o(max(n^{−1/2}, m^{−1/2})), E^∗(T^∗_m) − T_n = o(m^{−1/2}) pri n → ∞, m → ∞ s veroØtnost~¸ 1 (p.n. [P ]), priqem daße v sluqae gladkoæ vesovoæ funkcii, takoæ, naprimer, kak J(u) = u, veliqina smeweniØ E^∗(S^∗_m) − S_n imeet komponentu porØdka 1/n p.n. [P ] (sm. p. 2, dokazatel~stvo teoremy 1), pofftomu pri normirovke s.v. S^∗_m − S_n srednim kvadratiqeskim otkloneniem σ^∗(S^∗_m), ime¸wim porØdok m^{−1/2} (sm. p. 2), skazyvaetsØ predel~noe povedenie veliqiny otnoxeniØ m/n, i esli porØdok m preobladaet nad n pri stremlenii obeih veliqin k beskoneqnosti, to approksimaciØ raspredeleniØ s.v. (S_n − τ (J, F ))/σ(S_n) raspredeleniem ee butstrep-varianta (S^∗_m − S_n)/σ^∗(S^∗_m) okazyvaetsØ nevernoæ (primery, pokazyva¸wie, qto butstrep-approksimaciØ raspredeleniæ statistik v rØde sluqaev moßet ne byt~ sostoØtel~noæ, ime- ¸tsØ v [1–3, 6]). V sluqae statistiki T_n problemy, svØzannoæ so smewennost~¸, ne voznikaet.

BUTSTREP–APPROKSIMACI˚ 87

2. Asimptotiqeskie svoæstva normiru¸wih postoØnnyh Teoremy 1–4 p. 2 kasa¸tsØ svoæstv butstrep-matematiqeskih oßidaniæ, teorema 5 – butstrep-dispersiæ.

Teorema 1. Predpoloßim, qto E|X1| < ∞.

(i) Esli funkciØ J ograniqena na (0, 1) i nepreryvna za iskl¸- qeniem moßet byt~ mnoßestva toqek mery Lebega nul~, to pri n → ∞, m → ∞ E^∗(S^∗_m) − S_n → 0 p.n. [P ]. (5)

(ii) Esli J ograniqena na (0, 1), to pri n → ∞, m → ∞

E^∗(T^∗_m) − T_n → 0 p.n. [P ]. (6)

Dokazatel~stvo. SootnoxeniØ (5) i (6) budem dokazyvat~ prØ-

mym vyqisleniem matematiqeskih oßidaniæ E^∗(S^∗_m) i E^∗(T^∗_m), vzØtyh po uslovnomu raspredeleni¸ P^∗, dlØ kotorogo P^∗(X^∗_i = X_j ) = 1/n, i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n. DlØ s.v. S^∗_m imeem

E^∗(S^∗_m ) = 1 m m∑ i=1 J ( i m + 1 ) E^∗X^∗_{m,i}

= 1 m n∑ i=1 J ( i m + 1 )_n∑ j=1 X_{n,j} P^∗(X^∗_{m,i} = X_{n,j})

= 1 n n∑ j=1 X_{n,j} m∑ i=1 J ( i m + 1 ) p^∗_{ij}, (7) gde p^∗_{ij} =^n_m P^∗(X^∗_{m,i} = X_{n,j}). Zametim, qto m∑ i=1 p^∗_{ij} = n m m∑ i=1 P^∗(X^∗_{m,i} = X_{n,j}) = n m m∑ i=1 P^∗(X^∗_i = X_{n,j}) = 1,

pofftomu veliqiny p^∗_{ij}, i = 1, . . . , m pri vseh j = 1, . . . , n obrazu- ¸t veroØtnostnoe raspredelenie. Esli my pri fiksirovannom j vvedem s.v. Y_j , prinima¸wu¸ znaqeniØ^i_{m+1} s veroØtnostØmi p^∗_{ij}, i = 1, . . . , m, to vnutrennØØ summa v pravoæ qasti (7) est~ matematiqeskoe oßidanie s.v. J(Y_j), vyqislennoe po fftomu raspredeleni¸. Oboznaqim b(p, n, k) = (_n k ) p^k(1 − p)^{n−k} veroØtnosti

88 N. V. GRIBKOVA binomial~nogo raspredeleniØ s parametrami (p, n), togda P^∗(X^∗_{m,i} = X_{n,j}) = n∑ k=i b ( j n , m, k ) − m∑ k=i b ( j − 1 n , m, k ) (8) (pri j = 1 v pravoæ qasti (8) est~ tol~ko pervoe slagaemoe). Ots¸da nahodim p^∗_{ij} = n m m∑ k=i [ b ( j n , m, k ) − b ( j − 1 n , m, k )] . (9)

Pri fftom, oqevidno, m∑ i=1 p^∗_{ij} = n m m∑ i=1 i [ b ( j n , m, i ) − b ( j − 1 n , m, i )]

= n m ( i n m − j − 1 n m ) = 1.

Takim obrazom,

E^∗(S^∗_m) − S_n = 1 n n∑ j=1 X_{n,j} m∑ i=1 [ J ( i m + 1 ) − J ( j n + 1 )] p^∗_{ij}, (10)

gde p^∗_{ij} opredelØ¸tsØ po formulam (9). DlØ s.v. T^∗_m analogiqno nahodim E^∗(T^∗_m) − T_n

= 1 n n∑ j=1 X_{n,j} m∑ i=1 m i/m∫ (i−1)/m J(u)du − n j/n∫ (j−1)/n J(u)du p^∗_{ij}. (11) Naædem pervye dva momenta vspomogatel~noæ s.v. Y_j . Pust~ E_j oboznaqaet matematiqeskoe oßidanie po raspredeleni¸ p^∗_{ij}, to- gda E_j(Y_j ) = m∑ i=1 i m + 1 p^∗_{ij}

= n m(m + 1) m∑ i=1 i(i + 1) 2 [ b ( j n , m, i ) − b ( j − 1 n , m, i )] , (12)

BUTSTREP–APPROKSIMACI˚ 89

E_j (Y^2_j ) = m∑ i=1 ( i m + 1

)_2 p^∗_{ij}

= n m(m + 1)^2 m∑ i=1 1 6 i(i + 1)(2i + 1) [ b ( j n , m, i ) − b ( j − 1 n , m, i )] . (13) Ispol~zuØ teper~ proizvodØwu¸ funkci¸ faktorial~nyh momentov binomial~nogo raspredeleniØ, iz (12) i (13) nahodim

E_jY_j = m − 1 m + 1 · j − 1/2 n + 1 m + 1

, (14)

σ^2_j (Y_j ) = E_j[Y_j − E_jY_j ]^2 = m − 1 (m + 1)^2 [ j(n − j) n^2 − 1 n ( 1 2 − j n ) + m − 5 12n^2 ] . (15)

Iz (14) i (15) sleduet | | |E_jY_j − j n + 1 | | | < 3 ( 1 2n + 1 m + 1 ) , (16)

σ^2_j (Y_j) < 1 m + 1 ( j(n − j) n^2 + 1 2n ) + 1 12n^2

. (17)

pri vseh j = 1, . . . , n. Esli funkciØ J nepreryvna i ograniqena na (0,1), to iz sootnoxeniØ (10), ocenok (16) i (17) po neravenstvu Qebyxeva i usilennomu zakonu bol~xih qisel dlØ srednego n^{−1} ∑_n j=1 X_j , pozvolØ¸wemu vmeste s ograniqennost~¸ J pereæti k predelu v (10), sleduet (5). Analogiqno iz (11) sleduet (6). Teorema dokazana.

Teorema 2. Predpoloßim, qto A = sup_{u∈(0,1)} |J(u)| < ∞.

(i) Esli J udovletvorØet uslovi¸ Gel~dera porØdka 1/2 + α, 0 <

α 6 1/2, na (0, 1) za iskl¸qeniem moßet byt~ mnoßestva toqek

mery Lebega nul~ i ∞∫ −∞ [F (x)(1 − F (x))]^{3+2α4} dx < ∞, (18) to ES_n − τ (J, F ) = O ( n^{− 12 −α} ) , n → ∞; (19)

90 N. V. GRIBKOVA

E^∗(S^∗_m) − S_n = O ( max(n^{− 12 −α}, m^{− 12 −α}) ) p.n. [P ], (20) n → ∞, m → ∞. (ii) Esli J udovletvorØet uslovi¸ Gel~dera porØdka 0 < α 6 1 na (0, 1) za iskl¸qeniem moßet byt~ mnoßestva toqek mery Lebega nul~ i_∞ ∫ −∞ [F (x)(1 − F (x))]^{1+α2} dx < ∞, (21) to ET_n − τ (J, F ) = O ( n^{− 12 − α2} ) , n → ∞; (22)

E^∗(T^∗_m) − T_n = O ( m^{− 12 − α2} ) p.n. [P ], n → ∞, m → ∞. (23) Zameqanie 1. Uslovie (18) pri α = 1/2 ravnosil~no uslovi¸

E|X_1| < ∞ i ono vypolnØetsØ, oqevidno, pri l¸bom α > 0, esli E|X_1|^{4/3} < ∞. Zameqanie 2. Uslovie (21) pri α = 1 ravnosil~no uslovi¸

E|X_1| < ∞ i ono vypolnØetsØ, oqevidno, pri l¸bom α > 0, esli EX^2_1 < ∞.

Zameqanie 3. Uslovie gladkosti dlØ funkcii J v utverßdenii

(i) soglasuetsØ s predpoloßeniØmi o J v teoreme 4 [9].

Dokazatel~stvo. (i) Po uslovi¸ (18) E|X1| < ∞, pofftomu τ (J, F ) = ∞∫ 0 1∫ F (x) J(u)du dx − 0∫ −∞

F (x)∫

0 J(u)du dx (24) (sm. formulu (11) [9]). DlØ S_n analogiqno imeem

S_n = ∞∫ 0 1∫ F_n(x) J_n(u)du dx − 0∫ −∞

F_n (x)∫

0 J_n(u)du dx. (25)

Iz (24), (25) i togo, qto E (∫_∞ −∞ ∫_{F (x)} F_n (x) J(F (x))du dx ) = 0, sleduet

E(S_n − τ (J, F )) = E ∞∫ −∞

F (x)∫

F_n(x) [J(u) − J(F (x))]du dx

BUTSTREP–APPROKSIMACI˚ 91 + ∞∫ 0 1∫ F_n (x) (J_n(u) − J(u))du dx − 0∫ −∞

F_n(x)∫

0 (J_n(u)) − J(u))du dx . (26) Tak kak sup_{u∈(0,1)} |J_n(u) − J(u)| 6 Bn^{− 1}2^{−α}, gde B – postoØnnaØ iz usloviØ Gel~dera, iz (26) sleduet E|S_n − τ (J, F )| 6 B ∞∫ −∞ E|F_n(x) − F (x)|^{3/2+α}dx

+Bn^{−1/2−α} ∞∫ 0 (1 − F (x))dx + 0∫ −∞ F (x)dx . (27) DlØ ocenki pervogo slagaemogo pravoæ qasti (27) imeem ∞∫ −∞ E|F_n(x) − F (x)|^{3/2+α}dx 6 ∞∫ −∞ [E(F_n(x) − F (x))^2]^{3/4+α/2}dx =

= n^{−3/4−α/2} ∞∫ −∞ [F (x)(1 − F (x))]^{(3+2α)/4}dx.

Po uslovi¸ (18) poslednee vyraßenie est~ O(n^{−3/4−α/2}), n → ∞. Sootnoxenie (19) dokazano. DlØ dokazatel~stva (20) ispol~zuem (25) i formulu

S^∗_m = ∞∫ 0 1∫ F �_m (x) J_m(u)du dx − 0∫ −∞

F �_m(x)∫

0 J_m(u)du dx. Tak kak sup_{u∈(0,1)} |J_m(u) − J_n(u)| 6 B max(n^{−1/2−α}, m^{−1/2−α}), po uslovi¸ Gel~dera analogiqno (27) nahodim E^∗|S^∗_m − S_n| 6 B ∞∫ −∞ E^∗|F^∗_m(x) − F_n(x)|^{3/2+α}dx

+B max(n^{−1/2−α}, m^{−1/2−α}) ∞∫ 0 (1 − F_n(x))dx + 0∫ −∞ F_n(x)dx , (28)

92 N. V. GRIBKOVA i poskol~ku

E^∗|F^∗_m(x) − F_n(x)|^{3/2+α} 6 (E^∗(F^∗_m(x) − F_n(x))^2)^{(3+2α)/4}

= m^{−(3+2α)/4}[F_n(x)(1 − F_n(x))]^{(3+2α)/4}, v usloviØh (i) pravaØ qast~ (28) est~ O ( max(n^{−1/2−α}, m^{−1/2−α}) ) , n → ∞, m → ∞, p.n. [P ], qto dokazyvaet (20).

(ii) DlØ T_n imeem

T_n = ∞∫ 0 1∫ F_n(x) J(u)du dx − 0∫ −∞

F_n(x)∫

0 J(u)du dx, (29)

qto vmeste s (24) privodit k sootnoxeni¸ T_n − τ (J, F ) = ∞∫ −∞

F (x)∫

F_n (x) J(u)du dx. (30) Sledovatel~no,

E(T_n − τ (J, F )) = ∞∫ −∞ E F (x)∫

F_n(x) (J(u) − J(F (x)))du dx. (31) Ots¸da po uslovi¸ Gel~dera nahodim E|T_n − τ (J, F )| 6 B ∞∫ −∞ E|F_n(x) − F (x)|^{1+α}dx 6 Bn^{−(1+α)/2} ∞∫ −∞ [F (x)(1 − F (x))]^{(1+α)/2}dx = O(n^{−1/2−α/2}), n → ∞. (22) dokazano. DlØ dokazatel~stva (23) analogiqno imeem

T^∗_m − T_n = ∞∫ −∞

F_n (x)∫

F �_m (x) J(u)du dx.

BUTSTREP–APPROKSIMACI˚ 93 Ots¸da po uslovi¸ Gel~dera sleduet E^∗|T^∗_m − T_n| 6 Bm^{−(1+α)/2} ∞∫ −∞ [F_n(x)(1 − F_n(x))]^{(1+α)/2}dx, (32)

i pravaØ qast~ (32) est~ O(m^{−(1+α)/2}) p.n. [P ], n → ∞, m → ∞. Teorema dokazana.

Teorema 3. Predpoloßim, qto A = sup_u |J(u)| < ∞.

(i) Esli E|X_1|^{4/3} < ∞ i funkciØ J udovletvorØet uslovi¸ Gel~- dera porØdka 1/2 + α, 0 < α 6 1/2, na (0, 1) za iskl¸qeniem moßet byt~ mnoßestva toqek mery Lebega nul~, to ES_n − τ (J, F ) = o(n^{−1/2}), n → ∞, (33) E^∗(S^∗_m) − S_n = o ( max(n^{−1/2}, m^{−1/2}) ) p.n. [P ], (34) n → ∞, m → ∞. (ii) Esli EX^2_1 < ∞ i J udovletvorØet uslovi¸ Gel~dera porØdka α > 0 na (0, 1) za iskl¸qeniem moßet byt~ mnoßestva toqek mery Lebega nul~, to ET_n − τ (J, F ) = o(n^{−1/2}), n → ∞, (35) E^∗(T^∗_m) − T_n = o ( m^{−1/2} ) p.n. [P ], n → ∞, m → ∞. (36) SootnoxeniØ (33)–(36) s uqetom zameqaniæ 1 i 2 neposredstvenno vyteka¸t iz predyduweæ teoremy.

Zameqanie 4. Esli v utverßdenii (ii) teoremy 3 momentnoe

uslovie EX^2_1 < ∞ zamenit~ nemnogo bolee sil~nym: ∞∫ −∞ [F (x)(1 − F (x))]^{1/2}dx < ∞, to (35)–(36) osta¸tsØ v sile, esli funkciØ J tol~ko lix~ nepreryvna na (0,1) za iskl¸qeniem moßet byt~ mnoßestva toqek mery Lebega nul~. Deæstvitel~no, iz (30) v silu nepreryvnosti J sleduet E(T_n − τ (J, F )) = ∞∫ −∞ E{(J(u_θ) − J(F (x)))(F_n(x) − F (x))}dx, (37)

94 N. V. GRIBKOVA gde u_θ = F (x) + θ(F_n(x) − F (x)), |θ| < 1. Togda E|T_n − τ (J, F )| 6^1√_n ∞∫ −∞ [(F (x)(1 − F (x))]^{1/2} ( E[J(u_θ) − J(F (x))]^2 )_{1/2} dx. (38) Tak kak J ograniqena, integral v pravoæ qasti (38) koneqen. V to ße vremØ podyntegral~noe vyraßenie pri poqti vseh x shoditsØ k nul¸ pri n → ∞ v silu nepreryvnosti funkcii J i izvestnogo neravenstva P {‖F_n − F ‖_∞ > ε} 6 C exp(−2nε^2), ε > 0,

n ¿ 1, gde C – nezavisØwaØ ot F i n postoØnnaØ. Takim obrazom,

pravaØ qast~ (38) est~ o(n^{−1/2}), n → ∞, qto dokazyvaet (35). DlØ T^∗_m imeem butstrep-variant poslednego sootnoxeniØ E^∗|T^∗_m − T_n| 6^1√_m ∞∫ −∞ [(F_n(x)(1 − F_n(x))]^{1/2} ( E^∗[J(u_θ) − J(F_n(x))]^2 )_{1/2} dx, iz kotorogo sleduet (36).

Teorema 4. Pust~ E|X1| < ∞. Esli J udovletvorØet uslovi¸

Lipxica porØdka 1 na (0, 1) za iskl¸qeniem moßet byt~ mnoßestva toqek mery Lebega nul~, to

(i) ES_n − τ (J, F ) = O(n^{−1}), n → ∞; (39)

E^∗(S^∗_m) − S_n = O ( max(n^{−1}, m^{−1}) ) , p.n. [P ], (40) n → ∞, m → ∞; (ii) ET_n − τ (J, F ) = O(n^{−1}), n → ∞; (41)

E^∗(T^∗_m) − T_n = O ( m^{−1} ) , p.n. [P ], n → ∞, m → ∞. (42) SootnoxeniØ (39)–(42) s uqetom zameqaniæ 1 i 2 neposredstvenno sledu¸t iz teoremy 2.

Vvedem dlØ kratkosti sledu¸wie oboznaqeniØ: σ^2 = σ^2(J, F ), σ^2_n = σ^2(J, F_n), σ^{∗2} = σ^2(J, F^∗_m), gde

σ^2(J, F ) = ∞∫ −∞ ∞∫ −∞ J(F (x))J(F (y))[F (min(x, y))−F (x)F (y)]dx dy (43) – asimptotiqekaØ dispersiØ.

BUTSTREP–APPROKSIMACI˚ 95

Teorema 5. Predpoloßim, qto EX^2_1 < ∞, A = sup_u |J(u)| < ∞,

funkciØ J nepreryvna poqti vs¸du po mere F^{−1} v intervale (0, 1). Togda pri n → ∞, m → ∞ s veroØtnost~¸ 1 mσ^{∗2}(S^∗_m) → σ^2, (44) mσ^{∗2}(T^∗_m) → σ^2, (45) σ^2_n → σ^2, (46) σ^{∗2}_m → σ^2 p.n. [P^∗]. (47)

Dokazatel~stvo. Sootnoxenie (44) dokaßem metodom iz [9].

DlØ fftogo dokazatel~stvo sootnoxeniØ (9) teoremy 1 [9] dostatoqno povtorit~ s nebol~ximi izmeneniØmi. Oboznaqim F^∗_i (x) = P^∗(X^∗_{m,i} < x), F^∗_{ij}(x, y) = P^∗(X^∗_{m,i} < x, X^∗_{m,j} < y). Togda

cov^∗(X^∗_{m,i}, X^∗_{m,j} ) = ∫ ∫ R2 [F^∗_{ij}(x, y) − F^∗_i (x)F^∗_j (y)]dx dy i mσ^{∗2}(S^∗_m) = ∫ ∫ R2 B^∗_m(x, y)dx dy, (48) gde B^∗_m(x, y) = 1 m m∑ i=1 m∑ j=1 J ( i m + 1 ) J ( j m + 1 ) [F^∗_{ij}(x, y) − F^∗_i (x)F^∗_j (y)]. Nußno pokazat~, qto pri n → ∞, m → ∞

B^∗_m(x, y) → J(F (x))J(F (y))[F (min(x, y)) − F (x)F (y)] (49) p.n. [P ]. Oboznaqim M_{ij} = (i/(m+1), j/(m+1)), M^n_{xy} = (F_n(x), F_n(y)) toqki ediniqnogo kvadrata 0 6 u, v 6 1. Poloßim d(M_{ij}, M^n_{xy}) = max (| F_n(x) −^i_{m+1} | |, | |F_n(y) −^j_{m+1} | |). Fiksiruem x i y tak, qtoby funkciØ J(u) byla nepreryvna v toqkah u = F (x), v = F (y). Togda pri dostatoqno bol~xih n F_n(x) i F_n(y) takße ØvlØ¸tsØ toqkami nepreryvnosti J p.n. [P ]. Vvedem, kak v [9], mnoßestvo A^∗_{m,n} = {(i, j) : d(M_{ij}, M^n_{xy}) 6 m^{−1/8}}. Poloßim

U^∗_m = m∑ i=1 I_{{X}�_{i <x}}, U^{∗0}_m = m∑ i=1 I_{{X}�_i ¿_{x}},

96 N. V. GRIBKOVA gde I_A – indikator mnoßestva A. U^∗_m, U^{∗0}_m – binomial~nye s.v. s parametrami (m, F_n(x)) i (m, 1 − F_n(x)) sootvetstvenno. Esli (i, j) ∉ A^∗_{m,n}, to |r/(m + 1) − F_n(x)| > m^{−1/8} dlØ r = i ili r = j. Pust~ dlØ opredelennosti poslednee neravenstvo vypolnØetsØ dlØ r = i. Togda, esli i > mF_n(x), to

F^∗_{ij}(x, y) − F^∗_i (x)F^∗_j (y) 6 F^∗_i (x) = P^∗{U^∗_m ¿ i} 6 6^{E∗(U ∗m − mFn(x))4} (i − mF_n(x))^4 < 3m^2F_n(x)(1 − F_n(x)) + m

m^4 (_i m − F_n(x) )_4 < 4m^{−3/2}. (50)

Esli i 6 mF_n(x), to m−i ¿ m(1−F_n(x)), i ispol~zuØ tak ße neravenstvo Qebyxeva dlØ qetvertyh momentov s.v. U^{∗0}_m [9], prihodim snova k neravenstvu (50). Takim obrazom, | | | | | 1 m ∑ (i,j)∉A�_{m,n} J ( i m + 1 ) J ( j m + 1 ) [F^∗_{ij}(x, y) − F^∗_i (x)F^∗_j (y)] | | | | | 6 4A^2m^{−1/2},

gde A = sup_{0,1} |J|. Sledovatel~no, | | | | | | B^∗_m(x, y) − 1 m J(F_n(x))J(F_n(y)) m∑ i=1 m∑ j=1 [F^∗_{ij}(x, y) − F^∗_i (x)F^∗_j (y)] | | | | | | 6 6 max_{(i,j)∈A�m,n}^|J^{( i}_{m + 1}^) J^{( j}_{m + 1}^) − J(Fn(x))J(Fn(y))^| × × 1 m m∑ i=1 m∑ j=1 [F^∗_{ij}(x, y) − F^∗_i (x)F^∗_j (y)] + 8A^2m^{−1/2}. (51)

V silu nepreryvnosti funkcii J v toqkah F (x), F (y)

J(F_n(x))J(F_n(y)) → J(F (x))J(F (y)) (52)

pri n → ∞ p.n. [P ]. DlØ dvoænoæ summy v pravoæ qasti (51) imeem 1 m m∑ i=1 m∑ j=1 [F^∗_{ij}(x, y) − F^∗_i (x)F^∗_j (y)] = F_n(min(x, y)) − F_n(x)F_n(y) (53)

BUTSTREP–APPROKSIMACI˚ 97 (sm. [9]). Tak kak pravaØ qast~ (53) pri n → ∞ shoditsØ k F (min(x, y)) − F (x)F (y) p.n. [P ], iz (51)–(53) sleduet (49). Vozmoßnost~ predel~nogo perehoda pod znakom integrala (48) obespeqiva¸t sledu¸wie sootnoxeniØ: |B^∗_m(x, y)| 6 A^2 1 m m∑ i=1 m∑ j=1 [F^∗_{ij}(x, y) − F^∗_i (x)F^∗_j (y)]

= A^2[F_n(min(x, y)) − F_n(x)F_n(y)]; ∫∫ R2 [F_n(min(x, y)) − F_n(x)F_n(y)]dx dy = cov^∗(X^∗_1 , X^∗_1 ) = σ^{∗2}(X^∗_1 ),

gde σ^{∗2}(X^∗_1 ) = n^{−1} ∑_n i=1(X_i − X_n)^2 → σ^2(X_1) < ∞ p.n. [P ] pri n → ∞. Sootnoxenie (44) dokazano. UqityvaØ predpoloßenie o nepreryvnosti J, sootnoxenie (45) dokazyvaetsØ tak ße (sm. [9]). SootnoxeniØ (46)–(47) poluqa¸tsØ predel~nym perehodom pod znakom integrala (43), vozmoßnost~ kotorogo obespeqena usloviØmi teoremy.

3. Butstrep-approksimaciØ raspredeleniæ Poloßim τ = τ (J, F ), F_{Ln} (x) = P { L_n − EL_n σ(L_n) < x } ; F^∗_{Lm} (x) = P^∗ { L^∗_m − E^∗L^∗_m σ^∗(L^∗_m) < x } , (54)

gde L_n – ob¨edinØ¸wee oboznaqenie dlØ S_n i T_n, L^∗_m – dlØ S^∗_m i T^∗_m. Takim obrazom, F_{Sn} (x) i F^∗_S�_m (x) oboznaqa¸t f.r. estestvennym obrazom normirovannyh s.v. S_n i S^∗_m sootvetstvenno, a F_{Tn} (x) i F^∗_T �_m (x) – f.r. takim ße obrazom normirovannyh s.v. T_n i T^∗_m.

Teorema 6. Predpoloßim, qto EX^2_1 < ∞, A = sup_{u∈(0,1)} J(u) < ∞

i vypolneny sledu¸wie usloviØ:

1) J udovletvorØet uslovi¸ Gel~dera porØdka α > 1/2 p.v. po mere F^{−1} na (0, 1); 2) lim sup m/n < ∞, m → ∞, n → ∞; 3) σ = σ(J, F ) > 0.

98 N. V. GRIBKOVA

Togda

sup_x |P { √ n(S_n − τ ) < x} − P^∗{ √ m(S^∗_m − S_n) < x}| = o(1), (55)

sup_x | | | |P { √ n(S_n − τ ) σ < x } − P^∗ { √ m(S^∗_m − S_n) σ_n < x }| | | = o(1), (56)

sup_x | | | |P { √ n(S_n − τ ) σ_n < x } − P^∗ { √ m(S^∗_m − S_n) σ^∗_m < x }| | | = o(1) (57)

p.n. [P ], n → ∞, m → ∞.

Dokazatel~stvo. DlØ dokazatel~stva (55) imeem neravenstvo

sup_x |P { √ n(S_n − τ ) < x} − P^∗{ √ m(S^∗_m − S_n) < x}| 6 Δ_1 + Δ_2 + Δ_3,

gde Δ_1 = sup_x |F_{Sn} (x) − Φ(x)|, Δ_2 = sup_x |F^∗_S�_m − Φ(x)|,

Δ_3 =sup_x | | | |Φ ( τ − ES_n σ(S_n) + x √ n σ(S_n) ) −Φ ( S_n − E^∗S^∗_m σ^∗(S^∗_m) + x √ mσ^∗(S^∗_m ) )| | | , Φ – standartnaØ normal~naØ f.r. V usloviØh teoremy Δ_1 → 0 pri n → ∞ (sm. teoremu 2 [9]), Δ_2 → 0 p.n. [P ] pri n → ∞, m → ∞. DlØ dokazatel~stva poslednego dostatoqno povtorit~ s nebol~ximi izmeneniØmi dokazatel~stvo teoremy 2 [9]. �ti izmeneniØ svodØtsØ faktiqeski k zamene f.r. F pri dokazatel~- stve asimptotiqeskoæ normal~nosti s.v. S_n ffmpiriqeskoæ f.r. F_n. Pri fftom utverßdenie ob ffkvivalentnosti v srednem kvadratiqeskom s.v. S_n i ee proekcii Ŝ_n (sm. [9]) zamenØetsØ utverßdeniem ob ffkvivalentnosti s veroØtnost~¸ 1 v srednem kvadratiqeskom po uslovnoæ veroØtnostnoæ mere P^∗ s.v. S^∗_m i ee proekcii Ŝ^∗_m. DlØ Δ_3 spravedliva ocenka

Δ_3 6 |τ − ES_n| σ(S_n) + |S_n − E^∗(S^∗_m)| σ^∗(S^∗_m)

+max ( √ m σ^∗(S^∗_m) √ n σ(S_n) , √ n σ^∗(S_n) √ m σ^∗(S^∗_m) ) −1. Iz teorem 3 i 5 sleduet, qto √ n σ(S_n) → σ, n → ∞; √ m σ^∗(S^∗_m) → σ p.n. [P ], n → ∞, m → ∞; |ES_n − τ | = o(n^{−1/2}), n → ∞; |S_n − E^∗(S^∗_m)| = o(max(m^{−1/2}, n^{−1/2})) p.n. [P ], n → ∞, m → ∞. Ots¸da, uqityvaØ uslovie 2, nahodim, qto Δ_3 → 0 p.n. [P ], n → ∞,

BUTSTREP–APPROKSIMACI˚ 99

m → ∞. Sootnoxenie (55) dokazano. Spravedlivost~ sootnoxeniØ (56) ustanavlivaetsØ analogiqno. DlØ dokazatel~stva (57) imeem

sup_x | | | |P { √ n(S_n − τ ) σ_n < x } − P^∗ { √ m(S^∗_m − S_n) σ^∗_m < x }| | | 6 Δ1+Δ2+Δ3,

gde Δ_1 i Δ_2 oboznaqa¸t te ße veliqiny, qto i preßde, a

Δ_3 6 |τ − ES_n| σ(S_n) + |S_n − E^∗(S^∗_m)| σ^∗(S^∗_m)

+ max (√ mσ_nσ^∗(S^∗_m) √ nσ^∗_mσ(S_n) , √ nσ^∗_mσ(S_n) √ mσ_nσ^∗(S^∗_m) ) − 1. Po teoreme 5 tret~e slagaemoe zdes~ stremitsØ k 1 p.n. [P ], p.n. [P^∗] pri n → ∞, m → ∞, pofftomu Δ_3 → 0 p.n. [P ], p.n. [P^∗] pri n → ∞, m → ∞, qto dokazyvaet (57).

Teorema 7. Predpoloßim, qto EX^2_1 < ∞, A = sup_{u∈(0,1)} < ∞ i

vypolneny sledu¸wie usloviØ:

1) J udovletvorØet uslovi¸ Gel~dera porØdka α > 0 p.v. po mere F^{−1} na (0, 1);

2) σ = σ(J, F ) > 0. Togda

sup_x |P { √ n(T_n − τ ) < x} − P^∗{ √ m(T^∗_m − T_n) < x}| = o(1),

sup_x | | | |P { √ n(T_n − τ ) σ < x } − P^∗ { √ m(T^∗_m − T_n) σ_n < x }| | | = o(1), (58)

sup_x | | | |P { √ n(T_n − τ ) σ_n < x } − P^∗ { √ m(T^∗_m − T_n) σ^∗_m < x }| | | = o(1)

p.n. [P ], n → ∞, m → ∞.

Teorema 8. Predpoloßim, qto^{∫ ∞}_{−∞}[F (x)(1 − F (x))]^{1/2}dx < ∞,

funkciØ J ograniqena na (0, 1) i nepreryvna p.v. po mere F^{−1} na (0, 1). Togda, esli σ = σ(J, F ) > 0, to ime¸t mesto sootnoxeniØ (58).

Teoremy 7–8 dokazyva¸tsØ tak ße, kak teorema 6, no s ispol~zovaniem utverßdeniæ (ii) teorem 3, 5 i zameqaniØ 4 (sm. p. 2).

100 N. V. GRIBKOVA

Teorema 9. Pust~ E|X1|^3 < ∞. Predpoloßim, qto vypolnØ¸tsØ

sledu¸wie usloviØ:

1) J udovletvorØet uslovi¸ Lipxica porØdka 1 p.v. po mere F^{−1} na (0, 1);

2) F^{−1} udovletvorØet uslovi¸ Lipxica porØdka 1 v okrestnostØh toqek razryva funkcii J;

3) σ = σ(J, F ) > 0. Togda

(i) sup_x | | |P { T_n − τ σ(T_n) < x } − P^∗ { T^∗_m − T_n σ^∗(T^∗_m) < x }| | | = O(max(n^{−1/2}, m^{−1/2})) (59)

p.n. [P ], n → ∞, m → ∞.

(ii) esli lim sup m/n = O(1), n → ∞, m → ∞, to

sup_x | | | |P { S_n − τ σ(S_n) < x } − P^∗ { S^∗_m − S_n σ^∗(S^∗_m) < x }| | | = O(m^{−1/2}) (60)

p.n. [P ], n → ∞, m → ∞.

Dokazatel~stvo. SootnoxeniØ (59)–(60) dokaßem metodom Sin-

gha [8] (sm. takße [4]) na osnove teoremy van Cveta [10] i teorem 4 i 5 p. 2. Pust~ snova L_n – ob¨edinØ¸wee oboznaqenie dlØ s.v. S_n, T_n. Oboznaqim B postoØnnu¸ iz usloviØ Lipxica dlØ funkcii J i pust~ K = sup |F^{−1}(u) − F^{−1}(v)| / |u − v|, gde supremum beretsØ po vsem u, v, iz okrestnosteæ toqek razryva J, v kotoryh F^{−1} udovletvorØet uslovi¸ Lipxica. Imeem

sup_x | | | |P { L_n − τ σ(L_n) < x } − P^∗ { L^∗_m − L_n σ^∗(L^∗_m) < x }| | | 6^{|E(Ln) − τ |} σ(L_n) + + |E^∗(L^∗_m) − L_n| σ^∗(L^∗_m)

+ sup_x |F_{Ln} (x) − Φ(x)| + sup_x |F^∗_L�_m (x) − Φ(x)|, (61)

gde F_{Ln} (x), F^∗_{Lm} (x) opredeleny (54). Po teoremam 4 i 5 p. 2 pervoe slagaemoe v pravoæ qasti (61) est~ O(n^{−1/2}), n → ∞, vtoroe slagaemoe est~ O(m^{−1/2}), p.n. [P ], n → ∞, m → ∞, v sluqae L_n = T_n, a v sluqae L_n = S_n ono est~ O(m^{−1/2}) pri dopolnitel~nom uslovii, qto m stremitsØ k ∞ ne bystree, qem n (sm. p. 2). DlØ tret~ego slagaemogo (61) po teoreme van Cveta [10] imeem

sup_x |F_{Ln} (x) − Φ(x)|

BUTSTREP–APPROKSIMACI˚ 101

6^C√_n [( B √ n σ(L_n) )_3 E|X_1|^3 + ( A √ n σ(L_n) )_2 EX^2_1 + K^3 + K^2 ] , (62) gde C – absol¸tnaØ poloßitel~naØ postoØnnaØ, A = sup_{(0,1)} |J|. DlØ qetvertogo slagaemogo (61) po toæ ße teoreme [10]

sup_x |F^∗_L�_m (x) − Φ(x)| 6 C √ m [( B √ m σ^∗(L^∗_m)

)_3

E^∗|X^∗_1 |^3+ ( A √ m σ^∗(L^∗_m)

)_2 E^∗(X^∗_1 )^2 + K^{∗3}_n + K^{∗2}_n ] , (63)

gde K^∗_n = sup_{u,v} |F^{−1}_n (u) − F^{−1}_n (v)| / |u − v|, gde supremum beretsØ po tomu ße mnoßestvu, qto i v opredelenii K. V silu gladkosti F^{−1} na fftom mnoßestve s veroØtnost~¸ P , ravnoæ edinice, K^∗_n → K, n → ∞ [2]. Po teoreme 5 √ m σ^∗(L^∗_m) → σ > 0 p.n. [P ], n → ∞, m → ∞. Po usilennomu zakonu bol~xih qisel E^∗|X^∗_1 |^3 = n^{−1} ∑_n i=1 |X_i|^3 → E|X_1|^3, analogiqno E^∗(X^∗_1 )^2 → EX^2_1 .

Takim obrazom, iz (61)–(63) sledu¸t (59)–(60). Teorema dokazana.

Zameqanie 5. DlØ togo, qtoby sootnoxeniØ (59) i (60) ØvlØlis~

ocenkami toqnosti butstrep-approksimacii, neobhodimy zamena v nih normiru¸wih postoØnnyh σ(L_n) i σ^∗(L^∗_m) na σ i σ_n (ili σ_n i σ^∗_m) sootvetstvenno i ocenki blizosti vseh fftih normiru¸wih postoØnnyh meßdu soboæ poqti navernoe (ili po veroØtnosti) trebuemogo porØdka. Poluqenie takogo roda ocenok predpolagaetsØ v drugoæ rabote.

Literatura

1. K. B. Athreya, Bootstrap of the mean in the infinite variance case. — Ann.

Statist. 15 (1987), 724–731.

2. P. J. Bickel, D. Freedman, Some asymptotic theory for the bootstrap. — Ann.

Statist. 9 (1981), 1196–1217.

3. P. Deheuvels, D. M. Mason, G. R. Shorack, Some results on the influence of extremes on the bootstrap. — Ann. Inst. Henri Poincare 29, No. 1 (1993), 83–103.

4. R. Helmers, P. Janssen, R. Serfling, Berry-Essen and bootstrap results for generalized L-statistics. — Scand. J. Statist. 17, No. 1 (1990), 65–77.

5. R. Helmers, H. Putter, Bootstrap resampling: a survey of recent research in the Netherlands. Amsterdam CWI report, BS-R9519 1995, 10.

102 N. V. GRIBKOVA

6. B. Efron, R. J. Tibshirani, An introduction to the bootstrap. Chapman and Hall, New York, 1993.

7. N. V. Gribkova, On bootstrap L-statistics. In Abstr. of Commun. Intern. Conf.

“Asymptotic Methods in Probability and Mathematical Statistics” – St. Petersburg (1998), 103–106.

8. K. Singh, On asymptotic accuracy of Efron’s bootstrap. — Ann. Statist. 9 (1981), 1187–1195.

9. S. M. Stigler, Linear functions of order statistics with smooth weight functions.

— Ann. Statist. 2, No. 4 (1974), 676–693.

10. W. R. van Zwet, A Berry-Essen bound for symmetric statistic. — Z. Wahrsh.

verv. Gebiete 66, No. 3 (1984), 425–440.

Gribkova N. V. Bootstrap approximation of the distributions of Lstatistics.

Consistency conditions of the bootstrap approximation of the distributions of order statistics defined by various ways are studied.

Postupilo 25 marta 1999 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet puteæ soobweniØ