Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 260, 1999 g.

M. S. Ermakov

O BA`ESOVSKOM POSLEDOVATEL^NOM OCENIVANII PARAMETRA SDVIGA NEGLADKO` PLOTNOSTI

Rez¸me. RassmatrivaetsØ zadaqa ocenivaniØ parametra sdvi-

ga plotnosti, ØvlØ¸weæsØ negladkoæ v nekotoryh toqkah. Takim obrazom dlØ plotnosti ne opredeleno informacionnoe koliqestvo Fixera. V fftoæ postanovke zadaqi posledovatel~noe ocenivanie daet obyqno “suwestvennyæ vyigryx” po sravneni¸ s ocenivaniem s fiksirovannym ob¨emom vyborki. V rabote dokazyvaetsØ asimptotiqeskaØ ffffektivnost~ baæesovskih planov posledovatel~nogo ocenivaniØ i ukazyvaetsØ ih predel~noe raspredelenie.

Vvedenie. AsimptotiqeskaØ teoriØ regulØrnyh statistiqeskih

ffksperimentov ØvlØetsØ v nastoØwee vremØ odnoæ iz bazovyh modeleæ iatematiqeskoæ statistiki. Naibol~xiæ vklad v fftu teori¸ obyqno svØzyva¸t s imenami Le Kama (1964), (1970), (1972) i Gaæeka (1970), (1972). Neobhodimo takße obratit~ osoboe vnimanie na dal~neæxie raboty Le Kama (1986) po perenosu dannyh rezul~tatov na bolee obwie struktury matematiqeskoæ statistiki.

V sluqae regulØrnyh koneqnoparametriqeskih ffksperimentov asimptotiqeskie zadaqi statistiqeskih vyvodov svodØtsØ ko vsego navsego odnoæ modeli normal~nogo raspredeleniØ. Kak sledstvie voznikaet standartnyæ vopros: kak uveliqit~ qislo modeleæ i na osnove ih izuqeniØ popytat~sØ glubße ponØt~ strukturu asimptotiqeskoæ teorii ocenivaniØ. Sistematiqeskoe issledovanie fftogo voprosa bylo predprinØto Ibragimovym i Has~minskim (1981). DlØ xirokogo klassa neregulØrnyh statistiqeskih ffksperimentov oni naxli zadanie predel~nogo raspredeleniØ normirovannogo otnoxeniØ pravdopodobiØ i izuqili predel~noe povedenie baæesovskih ocenok i ocenok mak-

Rabota podderßana grantom RFFI 99-01-00111. 130

O BA`ESOVSKOM POSLEDOVATEL^NOM OCENIVANII 131 simuma pravdopodobiØ. Otmetim, qto ih rabotam predxestvovali issledovaniØ Qernova i Rubina (1965), P. Rao (1968) i dr. (sm. Ibragimov i Has~minskiæ (1981)). V naxih rabotah (sm. Ermakov (1980), (1988), (1989)) nami predloßena odna iz interpretaciæ rezul~tatov Ibragimova i Has~minskogo.

Ispol~zuØ tot fakt, qto dlØ asimptotiqeskoæ modeli, sootvetstvu¸weæ regulØrnym statistiqeskim ffksperimentam, zadaqa svoditsØ k ocenivani¸ parametra sdviga gaussovskogo sluqaænogo vektora, i, takim obrazom, imeet estestvennu¸ dostatoqnu¸ statistiku vvide vyboroqnogo srednego. Le Kam vvel ponØtie asimptotiqeskoæ dostatoqnosti i na fftoæ osnove predloßil soderßatel~nu¸ interpretaci¸ zadaq asimptotiqeski ffffektivnyh statistiqeskih vyvodov. Nam udalos~ naæti analogiqnu¸ interpretaci¸ dlØ statistiqeskih ffksperimentov, ne udovletvorØ¸wih usloviØm regulØrnosti. Predel~nye modeli statistiqeskih vyvodov rassmatriva¸tsØ kak zadaqi ocenivaniØ parametra sdviga nekotoryh avtomodel~nyh sluqaænyh mer, qto pozvolØet takße vvesti ponØtie asimptotiqeskoæ dostatoqnosti dlØ neregulØrnyh statistiqeskih ffksperimentov. V naxih publikaciØh (1988), (1989) takße dokazano, qto dlØ l¸byh dvuh asimptotiqeski ffffektivnyh posledovatel~nosteæ ocenok normirovannaØ raznost~ fftih ocenok stremitsØ k nul¸ pri uveliqenii ob¨ema vyborki. Takim obrazom okazalos~, qto regulØrnye i neregulØrnye statistiqeskie ffksperimenty oblada¸t celym rØdom neoßidannyh obwih svoæstv i samye glubokie ponØtiØ teorii Gaæeka-Le Kama dopuska¸t rasprostranenie i na neregulØrnye statistiqeskie ffksperimenty.

V rabotah (1988), (1989) nami takße izuqalas~ struktura asimptotiqeski ffffektivnyh planov posledovatel~nogo ocenivaniØ. V fftih rabotah byla dokazana asimptotiqeskaØ ffffektivnost~ ffkvivariantnyh planov posledovatel~nogo ocenivaniØ i naædeno ih predel~noe raspredelenie. Interes k dannomu voprosu byl vo mnogom vyzvan tem faktom, qto dlØ neregulØrnyh statistiqeskih ffksperimentov posledovatel~noe ocenivanie imeet suwestvennoe preimuwestvo po sravneni¸ s ocenivaniem s fiksirovannym ob¨emom vyborki (sm. Ibragimov i Has~minskiæ (1974) i Ermakov (1977), (1980), (1989)).

DannaØ rabota moßet rassmatrivat~sØ kak prodolßenie naxih stateæ (1988), (1989). V neæ my dokazyvaem asimptotiqe-

132 M. S. ERMAKOV sku¸ ffffektivnost~ baæesovskih planov posledovatel~nogo ocenivaniØ. Ukaßem usloviØ, pri kotoryh budet dokazan dannyæ rezul~tat.

PredpoloßeniØ o vide plotnosti

My ograniqimsØ sluqaem posledovatel~nogo ocenivaniØ neizvestnogo parametra sdviga. Budem predpolagat~, qto plotnost~

f(x) udovletvorØet tem ße samym usloviØm, qto i v monogra-

fii Ibragimova i Has~minskogo (1981) gl. V, VI ili Ermakova (1988), (1989). DlØ oblegqeniØ ponimaniØ my privedem ih pri nekotoryh nesuwestvennyh dopolnitel~nyh ograniqeniØh na gladkost~ plotnosti.

Pust~ X_1, X_2, . . . posledovatel~nost~ nezavisimyh sluqaænyh veliqin, ime¸wih funkci¸ raspredeleniØ F (x − θ_0), x ∈ R^1,

θ_0 ∈ R^1, gde parametr θ_0 neizvesten. Predpoloßim, qto F (x) ab-

sol¸tno nepreryvna otnositel~no mery Lebega i imeet plotnost~ raspredeleniØ f(x).

Dopustim takße, qto plotnost~ f(x) ne ØvlØetsØ gladkoæ v nekotoryh toqkah x_1, . . . , x_e, nazyvaemyh osobennostØmi. V nekotoroæ okrestnosti osobennosteæ x_1, . . . , x_{e1}, . . . , x_e plotnost~ f(x) dopuskaet sledu¸wee predstavlenie f(x) = { p(x) |x − x_i|^α , x < x_i, q(x) |x − x_i|^α , x > x_i, dlØ 1 6 i 6 e_1, −1 < α < 1 i f(x) = { h_j(x) exp{a_j(x) |x − x_j|^β }, x < x_j, h_j(x) exp{b_j(x) |x − x_j|^β }, x > x_j, dlØ e_1 < j 6 e, β = α/2, 0 < α < 1.

Znaqenie α ØvlØetsØ obwim dlØ vseh osobennosteæ. Esli α 6 0, to my polagaem e = e_1. Funkcii p_i, q_j, h_j, a_j, b_j nepreryvno differenciruemy v nekotoroæ okrestnosti osobennosteæ x_i, x_j, 1 6 i 6 e1, e1 < j 6 e i hj(xj) > 0, |aj(xj)| + |bj(xj)| > 0, pi(xi) + q_i(x_i) > 0. Esli α = 0, to p_i(x_i) ≠ q_i(x_i) dlØ 1 6 i 6 e.

Suwestvuet λ > 1 + α takoØ, qto dlØ vsØkoæ okrestnosti G toqek x_1, . . . , x_e imeet mesto ∫ Ḡ | |f^{1/λ}(x − u) − f^{1/λ}(x) | |^λ dx = O ( |u|^λ ) (1)

O BA`ESOVSKOM POSLEDOVATEL^NOM OCENIVANII 133 pri u → 0. Zdes~ Ḡ oboznaqaet dopolnenie mnoßestva G.

Predpoloßim takße, qto ∞∫ −∞ |x|^δf(x)dx < ∞ dlØ nekotorogo δ > 0.

Bolee slabye usloviØ na gladkost~ funkciæ a_j, b_j , h_j, p_i, q_i moßno naæti v monografii Ibragimova i Has~minskogo (1981).

Zametim, qto uslovie (1) pozvolØet plotnosti f(x) ne byt~ gladkoæ ne tol~ko v toqkah osobennosteæ.

Kak uße govorilos~, v rabote izuqaetsØ asimptotiqeskoe povedenie baæesovskih planov posledovatel~nogo ocenivaniØ. My budem predpolagat~, qto apriornaØ plotnost~ π(θ) nepreryvnaØ ograniqennaØ funkciØ, ∞∫ −∞ π(θ)dθ = 1 i π(θ) ≠ 0 dlØ vseh θ ∈ R^1.

Osnovnye opredeleniØ

My postaraemsØ sohranit~ osnovnye oboznaqeniØ i opredeleniØ naxih predyduwih rabot (sm. Ermakov (1988), (1989)) i monografii Ibragimova i Has~minskogo (1981). Rezul~taty fftih rabot i monografii budut ispol~zovat~sØ v suwestvennoæ mere.

Pust~ V_k = V_k(X_1, . . . , X_k) posledovatel~nost~ ocenok i τ moment ostanovki. Para [V_k, τ ] nazyvaetsØ planom posledovatel~- nogo ocenivaniØ. Na ego osnove my berem v kaqestve ocenki neizvestnogo parametra znaqenie statistiki V_τ . V kaqestve funkcii poter~ voz~mem |V_τ − θ|^a + cτ , gde a ≥ 1, c > 0 nekotorye postoØnnye. Esli zadaqa posledovatel~nogo ocenivaniØ budet rassmatrivat~sØ pri dopolnitel~nom uslovii Eτ < b, b > 0, to v kaqestve funkcii poter~ budem brat~ |V_τ − θ|^a.

Nazovem posledovatel~nost~ planov posledovatel~nogo ocenivaniØ [V^n_k , τ_n] lokal~no asimptotiqeski minimaksnoæ (ffffektivnoæ) v toqke θ_0, esli E_{θ0} τ_n → ∞ pri n → ∞ i dlØ vsØkoæ posle-

134 M. S. ERMAKOV dovatel~nosti planov [W^n_k , η_n] takoæ, qto lim_{δ→0} lim_{n→∞} sup_{|θ−θ0|<δ} E_θτ_n ( sup |θ−θ0|<δ E_θη_n )_{−1} ≥ 1, imeet mesto lim_{δ→0} lim_{n→∞} sup_{|θ−θ0|<δ} E_θ | |W^n_{ηn} − θ | |^a ( sup |θ−θ0|<δ E_θ | |V^n_{ηn} − θ | |^a )_{−1} ≥ 1. Skaßem, qto plan posledovatel~nogo ocenivaniØ ØvlØetsØ baæesovskim [S^c_k, κ_c] dlØ apriornoæ plotnosti π(θ), esli ∞∫ −∞ π(θ)E_θ {| S^c_{κc} − θ | |^a + cκ_c} dθ 6 ∞∫ −∞ π(θ)E_θ {|W_κ − θ|^a + cκ} dθ dlØ vseh planov posledovatel~nogo ocenivaniØ [W_k, κ].

Oboznaqim Φ mnoßestvo vseh planov baæesovskogo posledovatel~nogo ocenivaniØ [S^c_k, κ_c] , c > 0. Zadadim mnoßestvo H vseh planov posledovatel~nogo ocenivaniØ [U_k, τ ] takih, qto dlØ l¸- bogo plana [W_k, γ] imeet mesto ∞∫ −∞ π(θ)E_θ|W_γ − θ|^adθ ≥ ∞∫ −∞ π(θ)E_θ|U_τ − θ|^adθ i_∞ ∫ −∞ π(θ)E_θ γdθ < ∞∫ −∞ π(θ)E_θτ dθ. Horoxo izvestno, qto H = Φ.

Plan posledovatel~nogo ocenivaniØ [V_k, η] nazyvaetsØ ffkvivariantnym, esli V_k (X_1 + b, . . . , X_k + b) = V_k (X_1, . . . , X_k) + b,

η (X_1 + b, X_2 + b, . . . ) = η (X_1, X_2, . . . ) dlØ kaßdogo vewestvennogo

b s veroØtnost~¸ edinica.

�kvivariantnyæ plan posledovatel~nogo ocenivaniØ [T_k, σ] nazyvaetsØ optimal~nym, esli dlØ l¸bogo ffkvivariantnogo plana posledovatel~nogo ocenivaniØ [V_k, γ] takogo, qto Eγ < Eσ, imeet mesto E_θ|T_σ − θ|^a 6 E_θ|V_γ − θ|^a.

Optimal~nyæ ffkvivariantnyæ plan posledovatel~nogo ocenivaniØ [T_k, σ], dlØ kotorogo Eσ = n, budet oboznaqat~sØ [T_k, σ_n].

O BA`ESOVSKOM POSLEDOVATEL^NOM OCENIVANII 135 Oboznaqim A mnoßestvo vseh optimal~nyh ffkvivariantnyh planov posledovatel~nogo ocenivaniØ.

Zadadim mnoßestvo ℜ vseh ffkvivariantnyh planov posledovatel~nogo ocenivaniØ [T^c_k , σ_c], c > 0, oblada¸wih sledu¸wim svoæstvom. Plan [T^c_k , σ_c] minimiziruet znaqenie E_θ

(|V_γ − θ|^a + cγ) v klasse vseh ffkvivariantnyh planov posledova-

tel~nogo ocenivaniØ [V_k, γ]. Analogiqno baæesovskomu sluqa¸ imeem A = ℜ.

Nami budut ispol~zovat~sØ takße sledu¸wie oboznaqeniØ. My budem oboznaqat~ b, B poloßitel~nye postoØnnye, q~i znaqeniØ mogut menØt~sØ daße v predelah odnoæ formuly. Esli Øsno iz konteksta, to dlØ uproweniØ simvoliki my budem opuskat~ indeks n, Naprimer, S^n_{τn} = S^n_τ = S_{τn} . DlØ l¸bogo vewestvennogo qisla x budem oboznaqat~ [x] ego celu¸ qast~. OpØt~ taki dlØ prostoty oboznaqeniæ predpoloßim, qto θ_0 = 0. Obyqno my budem opuskat~ indeks θ_0 v simvolah E_{θ0} (·) = E(·) i P_{θ0}(·) = P (·). DlØ l¸bogo sobytiØ Ω budem oboznaqat~ χ(Ω) indikator fftogo sobytiØ.

Osnovnye Rezul~taty Teorema 1. Pust~ [S^c_k, κc], i [T^c_k , σc], c > 0, sootvetstvenno se-

meæstva baæesovskih i ffkvivariantnyh planov posledovatel~nogo ocenivaniØ. Pust~ [R^n_k , ζ_n] proizvol~naØ posledovatel~nost~ planov posledovatel~nogo ocenivaniØ takaØ, qto

lim sup δ→0 lim sup n→∞ (2δ)^{−1} δ∫ −δ E_θξ_ndθ = ∞. Togda spravedlivy sledu¸wie tri utverßdeniØ. 1. ( S^c_{κc} − T^c_{σc} ) (E_{σc} )^{φ P}→ 0, (σ_c − κ_c)/Eσ_c^P→ 0 pri c → 0.

2. Pust~ c_n > 0 takaØ posledovatel~nost~ vewestvennyh qisel, qto lim sup δ→0 lim sup n→∞ ∫_δ −δ E_θξ_ndθ ∫_δ −δ E_θκ_{cn} dθ 6 1.

Togda

lim sup δ→0 lim sup n→∞ ∫_δ −δ E_θ | |S^c_{τn} − θ | |^a dθ ∫_δ −δ E_θ | | |R^n_{ξn} − θ | | |^a dθ 6 1, (2)

136 M. S. ERMAKOV

gde τ_n = κ_{cn} .

Esli levaØ qast~ (2) ravna edinice, to

lim_{δ→0} lim sup n→∞ ∫_δ −δ E_θ | | |S^c_{τn} − R^n_{ξn} | | |^a dθ ∫_δ −δ E_θ |S^{cn}_{τn} − θ|^a dθ = 0, (3)

lim_{δ→0} lim sup n→∞ ∫_δ −δ E_θ|τ_n − ξ_n|dθ ∫_δ −δ E_θτ_ndθ = 0. (4)

3. Predpoloßim, qto

A. lim sup v→0 sup_{θ∈ℜ1} π(θ + v)/π(θ) < ∞. Togda posledovatel~nost~ baæesovskih planov posledovatel~nogo ocenivaniØ [S^c_k, κ_c], c > 0 ØvlØetsØ lokal~no asimptotiqeski minimaksnoæ.

Zameqanie 1. Kak sledstvie pervogo utverßdeniØ Teoremy 1

i naxih predyduwih rezul~tatov (sm. Ermakov (1988), (1989)) my poluqaem, qto predel~noe raspredelenie posledovatel~nosteæ baæesovskih planov posledovatel~nogo ocenivaniØ sovpadaet s predel~nym raspredeleniem lokal~no asimptotiqeski minimaksnyh planov posledovatel~nogo ocenivaniØ. Ih predel~- noe raspredelenie ukazano v naxeæ rabote (1989).

Zameqanie 2. Utverßdenie Teoremy 1 spravedlivo takße i dlØ

zadaqi posledovatel~nogo ocenivaniØ parametra sdviga v sluqae regulØrnyh statistiqeskih ffksperimentov. Estestvenno pri fftom nado predpoloßit~ vypolnenie drugih usloviæ, a imenno usloviæ Teoremy 3.2.1 monografii Ibragimova i Has~minskogo (1981).

Dokazatel~stvo Teoremy 1. DlØ uproweniØ oboznaqeniæ do-

kazatel~stvo budet dano dlØ posledovatel~nosti c_n, takoæ qto

Eτ_n = n, gde τ_n = κ_{cn} .

Plan dokazatel~stva sledu¸wiæ. Snaqala budet dokazano vtoroe utverßdenie Teoremy 1 (sm. Lemma 1). Lemma 2 soderßit neskol~ko neoßidannu¸ ocenku baæesovskogo riska posledovatel~nyh planov ocenivaniØ, pozvolØ¸wu¸ suwestvenno uprostit~ dokazatel~stvo. Lemma 3 soderßit analogi pervogo i tret~ego utverßdeniæ Teoremy 1 dlØ klassa posledovatel~nosteæ

O BA`ESOVSKOM POSLEDOVATEL^NOM OCENIVANII 137 planov posledovatel~nogo ocenivaniØ, ime¸wih momenty ostanovki γ_n, udovletvorØ¸wie uslovi¸ γ_n > εn, ε > 0. Ee dokazatel~stvo baziruetsØ na Lemmah 4 i 5. V Lemme 4 my pokazyvaem, qto normirovannye raznosti ffkvivariantnyh i baæesovskih riskov stremØtsØ k nul¸ pri n → ∞. V Lemme 5 analogiqnye rezul~taty dokazany dlØ aposteriornyh uslovnyh matematiqeskih oßidaniæ ffkvivariantnyh i baæesovskih riskov. Takim obrazom zadaqa svoditsØ k analogiqnoæ zadaqe dlØ ffkvivariantnyh planov posledovatel~nogo ocenivaniØ, rassmotrennoæ v naxeæ predyduweæ rabote (sm. Ermakov (1989)). V Lemmah 6, 8 my dokazyvaem, qto

lim_{ε→0} lim_{n→∞} n^{aφ}E |S_{τn} |^a χ(τ_n < εn) = 0, (5)

lim_{ε→0} lim_{n→∞} P (τ_n < εn) = 0. (6)

OsnovnaØ trudnost~ dokazatel~stva (5) sostoit v tom, qto my ne moßem neposredstvenno primenit~ asimptotiqeskie metody dlØ ocenivaniØ n^{aφ}E |S_{τn} |^a χ(τ_n < b), b > 0. Kak sledstvie my byli vynußdeny razrabotat~ special~nu¸ dovol~no sloßnu¸ analitiqesku¸ tehniku dlØ ocenivaniØ fftogo slagaemogo. Iz Lemm 3, 6, 8 srazu poluqaem pervoe i tret~e utverßdenie Teoremy 1.

Dokazatel~stvo Teoremy 1 ispol~zuet posledovatel~nyæ analog analitiqeskoæ tehniki, razvitoæ Ibragimovym i Has~minskim (1981), gl. 1–5 dlØ issledovaniØ asimptotiqeskogo povedeniØ baæesovskih ocenok i ocenok maksimuma pravdopodobiØ. Osnovnye ocenki, kotorye pozvolØ¸t primenØt~ taku¸ tehniku, dokazany u Ermakova (1989), Lemmy 1–3. �ti ocenki analogiqny ocenkam dlØ ocenivaniØ s fiksirovannym ob¨emom vyborki monografii Ibragimova i Has~minskogo (1981), gl. 1–5. Nami takße ispol~zu¸tsØ martingal~nye svoæstva otnoxeniØ pravdopodobiØ i aposteriornyh riskov.

Vo vseh Lemmah my predpolagaem, qto vypolneny usloviØ Teoremy 1. Pofftomu my ih ne budem ogovarivat~ special~no.

Lemma 1. Spravedlivo utverßdenie II Teoremy 1. Dokazatel~stvo. Imeem

lim sup n→∞ ∞∫ −∞ π(v)E_v (n^{aφ} |S_{τn} − v|^a + c_nτ_n − n^{aφ} |T_{σn} − v|^a − c_nσ_n) 6 0. (7)

138 M. S. ERMAKOV

Ispol~zuØ analitiqesku¸ tehniku, analogiqnu¸ dokazatel~- stvu (10) u Ermakova (1989), imeem

lim sup δ→0 lim sup n→∞ (2δ)^{−1} θ+δ∫ θ−δ dvE_v (n^{aφ} |W_{γn} − v|^a + c_nγ_n−

n^{aφ} |T_{σn} − v|^a −c_nσ_n) ¿ 0 (8)

dlØ l¸boæ posledovatel~nosti planov posledovatel~nogo ocenivaniØ [W^n_k , γ_n] i θ ∈ R^1.

Tak kak θ ØvlØetsØ parametrom sdviga, iz (8) sleduet, qto suwestvuet posledovatel~nost~ δ_n → 0 pri n → ∞ takaØ, qto

(2δ_n)^{−1} θ+δ_n∫

θ−δ_n dvE_v (n^{aφ} |W_{γn} − v|^a + c_nγ_n − n^{aφ} |T_{σn} − v|^a − c_nσ_n) ¿ b_n ravnomerno po θ ∈ R^1, 0 < δ_n < δ_0.

Ots¸da, ispol~zuØ (7), poluqaem, qto suwestvuet takaØ posledovatel~nost~ θ_n → 0 pri n → ∞, qto

lim_{δ→0} lim sup n→∞ (2δ)^{−1} θ_n+δ∫

θ_n−δ dvE_v (n^{aφ} |S_{τn} − v|^a + c_nτ_n− n^{aφ} |T_{σn} − v|^a − c_nσ_n) = 0. �to oznaqaet

lim_{δ→0} lim sup n→∞ (2δ)^{−1} δ∫ −δ dvE_v (n^{aφ} |S_{τn} − v|^a + c_nτ_n−

n^{aφ} |T_{σn} − v|^a − c_nσ_n) = 0. (9) Pust~ [U_k, ξ_n] posledovatel~nost~ baæesovskih planov posledovatel~nogo ocenivaniØ, ime¸waØ apriornye plotnosti (2δ_n)^{−1}

χ (v ∈ (−δ_n, δ_n)), gde δ_n → 0, n^φδ_n → ∞ pri n → ∞. Ispol~zuØ

te ße metody, qto i pri dokazatel~stve (10) u Ermakova (1989), poluqaem

lim_{n→∞}(2δ_n)^{−1} δ_n∫

−δ_n dvE_v (n^{aφ} |U_{ξn} − v|^a + c_nξ_n−

O BA`ESOVSKOM POSLEDOVATEL^NOM OCENIVANII 139 −n^{aφ} |T_{σn} − v|^a − c_nσ_n) = 0. Sledovatel~no

lim_{n→∞}(2δ_n)^{−1} δ_n∫

−δ_n dvE_v (n^{aφ} |S_{τn} − v|^a + c_nτ_n−

−n^{aφ} |U_{ξn} − v|^a − c_nξ_n) = 0. (10) Iz (10) legko poluqaetsØ (3),(4). Dokazatel~stvo fftogo analogiqno dokazatel~stvu Teoremy 1 u Ermakova (1988). Osnovnoe razliqie v dokazatel~stvah sostoit v tom, qto soobraßeniØ tipa ffkvivariantnosti zamenØ¸tsØ argumentami tipa baæesovosti. My opustim ffto dokazatel~stvo.

DlØ l¸bogo k i u ∈ R^1 poloßim Z_n(u, k) = k∏ j=1 f(X_j − u n^{−φ}) f(X_j ) ,

p_n(u, k) = Z_n(u, k) ∫_∞ −∞ Z_n(u, k) du ,

q_n(u, k) = Z_n(u, k)π_n(u) ∫_∞ −∞ Z_n(u, k)π_n(u) du , gde π_n(u) = π(u n^{−φ}).

Opredelim σ-algebru ℑ_k poroßdennu¸ sluqaænymi veliqinami X_1, . . . , X_k. Oboznaqim

R_π(i_n) = ∞∫ −∞ q_n(u, i_n)E_{u n}�φ ( n^{aφ} | |S^c_{τn} − θ | |^a + c_nτ_n | | | | ℑ^{in} ) ,

R(i_n) = ∞∫ −∞ p_n(u, i_n)E_{u n}�φ ( n^{aφ} |T_{σn} − θ|^a + c_nσ_n | | |ℑ^in )

140 M. S. ERMAKOV

Lemma 2. Suwestvuet takaØ postoØnnaØ τ > 0, qto dlØ l¸boæ

posledovatel~nosti i_n

R_π(i_n) < τ + c_ni_n.

Dokazatel~stvo. Tak kak [Tk, σn] ØvlØetsØ planom minimaksnogo

posledovatel~nogo ocenivaniØ, to

R_π(i_n) 6 c_ni_n+ + ∞∫ −∞ q_n(u, i_n)E_{u n}�φ ( n^{aφ} | |T^c_{σn} − u n^{−φ} | |^a + c_n(σ_n − i_n) | | | ℑi_n ) du 6 6 cnin + ∞∫ −∞ q_n(u, i_n)E_{u n}�φ ( n^{aφ} | |T^c_{σn} − u n^{−φ} | |^a + c_nσ_n) du 6 c_ni_n + τ. DlØ l¸bogo ε > 0 opredelim momenty ostanovki ζ_n =

max{σ_n, [ε n]} i η_n = max{τ_n, [ε n]}. Oboznaqim s_k(π) = s_k = n^φS_k, ℓ_k = n^φT_k.

Lemma 3._{lim} ε→0 lim_{n→∞} E |ℓ_{ζn} − s_{ηn} |^a = 0 lim_{ε→0} lim_{n→∞} n^{−1}E |ζ_n − η_n| = 0.

Dokazatel~stvo. RassußdaØ analogiqno dokazatel~stvu Lemmy

4 u Ermakova (1989), poluqaem lim_{n→∞} E |s_{ηn} |^a < ∞, lim_{n→∞} E |ℓ_{ζn} |^a < ∞. (11) Sledovatel~no dostatoqno dokazat~, qto |s_{ηn} − ℓ_{ζn} | →_P 0,

n^{−1} |η_n − ζ_n| →_P 0 pri n → ∞.

DlØ l¸bogo k oboznaqim

△_n(k) = inf_t ∞∫ −∞ |t − u|^ap_n(u, k) du ,

△_{nπ}(k) = inf_t ∞∫ −∞ |t − u|^aq_n(u, k) du. Dal~neæxie rassußdeniØ budut bazirovat~sØ na sledu¸wih dvuh lemmah.

O BA`ESOVSKOM POSLEDOVATEL^NOM OCENIVANII 141

Lemma 4. DlØ l¸bogo ε > 0 i l¸boæ posledovatel~nosti momen-

tov ostanovki γ_n > ε n

lim_{n→∞} E |△_{nπ}(γ_n) − △_n(γ_n)| = 0, (12)

lim_{n→∞} E |ℓ_{γn} − s_{γn} |^a = 0. (13)

Dokazatel~stvo (12), (13) baziruetsØ na Lemmah 1–3 u Ermakova (1989). Dannye Lemmy pozvolØ¸t sozdat~ posledovatel~nyæ analog tehniki, razvitoæ Ibragimovym i Has~minskim (1981) v gl. 1–5. Dokazatel~stvo legko poluqaetsØ ispol~zuØ dannu¸ tehniku i budet opuweno. Lemma 5. Rπ(ηn) − R(ηn) →P 0 pri n → ∞. Zaverxim dokazatel~stvo Lemmy 3, a zatem dokaßem Lemmu 5. Iz Lemmy 5 i (12) sleduet qto

lim_{n→∞} E (△_n(η_n) + c_nη_n − △_n(ζ_n) − c_nζ_n) = 0. (14)

Soglasno Zameqani¸ k Lemme 8 u Ermakova (1988) iz (14) sleduet

|ℓ_{ζn} − ℓ_{ηn} | →_P 0, |ζ_n − η_n| (Eζ_n)^{−1} →_P 0 (15)

pri n → ∞.

Iz (11), (13), (15) sleduet Lemma 3.

Dokazatel~stvo Lemmy 5. Predpoloßim, qto Rπ (ηn) 6 R(ηn).

Esli R_π(η_n) ¿ R(η_n), to dokazatel~stvo analogiqno i budet opuweno.

Opredelim moment ostanovki ξ_n, ξ_n ¿ η_n, takoæ qto

R_π(η_n) = ∞∫ −∞ q_n(v, η_n)E_{V n}�φ { |s_{ξn} − v|^a + c_nξ_n | | | | ℑ^{ηn} } dv. Togda

|R_π(η_n) − R(η_n)| 6 |K_1 − K_2| , (16) gde K_1 = ∞∫ −∞ L_1(v) dv , K_2 = ∞∫ −∞ L_2(v) dv ,

142 M. S. ERMAKOV

L_1(v) = q_n(v, η_n)E_{V n}�φ △_{nπ}(ξ_n) ,

L_2(v) = p_n(v, η_n)E_{V n}�φ △_n(ξ_n) .

Zadadim posledovatel~nost~ A_n taku¸, qto A_n → ∞, A_nn^{−φ} → 0 pri n → ∞.

DlØ i = 1, 2 zapixem K_i = I_{i1} + I_{i2}, gde

I_{i1} = A_n∫

−A_n L_i(v) dv , I_{i2} = ∫ |V |>A_n L_i(v) dv . Opredelim posledovatel~nost~ ocenok U_k taku¸, qto

U_k (X_1, . . . , X_k) = 0 dlØ vseh vyborok X_1, . . . , X_k.

Imeem

I_{12} 6 ∫ |v|>A_n p_n(v, η_n)E_{vn}�φ ∞∫ −∞ |U_{ξn} − u|^a p_n(u, ξ_n) du | | | ℑ^ηn 6^∫_{|v|>A} n p_n(v, η_n) A^a_n + E_{vn}�φ ∫ |u|>A_n |u|^ap_n(u, ξ_n) du | | | ℑ_{ηn} 6^∫ |V |>A_n (|V |^a + A^a_n) p_n(V, η_n) dv. (17)

Oboznaqim

Q_{1 n} = ∫ |U|>A_n |ℓ_{ξn} − u|^ap_n(u, ξ_n) du ,

Q_{2 n} = ∫ |U|>A_n |s_{ξn} − u|^aq_n(u, ξ_n) du. DlØ i = 1, 2 zapixem I_{i1} = H_{i1} + H_{i2}, H_{11} = J_{11} + J_{12}, gde

J_{11} = A_n∫

−A_n p_n(v, η_n)E_{v n}�φ {Q_{1n}χ(|ℓ_{ξn} | < 2 A_n)| ℑ_{ηn} } dv ,

J_{12} = A_n∫

−A_n p_n(v, η_n)E_{v n}�φ {Q_{1n}χ(|ℓ_{ξn} | > 2 A_n)| ℑ_{ηn} } dv ,

O BA`ESOVSKOM POSLEDOVATEL^NOM OCENIVANII 143

H_{21} = A_n∫

−A_n q_n(v, η_n)E_{v n}�φ {Q_{2n}| ℑ_{ηn} } dv . MenØØ porØdki integrirovaniØ i rassußdaØ analogiqno (17), poluqaem

J_{11} < b ∫ |u|>A_n (|u|^a + A^a_n) p_n(u, η_n) du. (18)

Predpoloßim, qto ℓ_{ξn} > 2 A_n. Togda |ℓ_{ξn} − u|^a < |u|^a, esli u > A_n. Ocenki T_k udovletvorØ¸t uravneni¸ ∫ u>ℓ_k |ℓ_k − u|^{a−1}p_n(u, k) du = ∫ u<ℓ_k |ℓ_k − u|^{a−1}p_n(u, k) du. (19) Sledovatel~no ∫ −u>A_n |ℓ_{ξn} − u|^aZ_n(u, ξ_n) du 6 2^a(N_1 + N_2), (20) gde N_1 = ∫ −u>A_n |u|^aZ_n(u, ξ_n) du,

N_2 = |ℓ_{ξn} |^a ∫ −u>A_n Z_n(u, ξ_n) du. Ispol~zuØ (12) i |ℓ_{ξn} |^{a−1} ∫ −u>A_n Z_n(u, ξ_n) du 6 ∫ −u>A_n |ℓ_{ξn} − u|^{a−1}Z_n(u, ξ_n) du, poluqaem

2^a(N_1 + N_2) 6 2^aN_1 + 2^a|ℓ_{ξn} | ∫ u>ℓ_{ξn} |ℓ_{ξn} − u|^{a−1}Z_n(u, ξ_n) du 6

2^a ∫ u>A_n |u|^aZ_n(u, ξ_n) du. (21)

144 M. S. ERMAKOV Legko videt~, qto analogiqnye ocenki ime¸t mesto, esli ℓ_{ξn} <

−2 A_n. Ocenka H_{2 1} analogiqna H_{1 1} i opuskaetsØ. OstaetsØ oce-

nit~ H_{1 2} − H_{2 2}. Soglasno Lemme 1 imeem ∫ |v|<A_n |q_n(v, η_n) − p_n(v, η_n)| dvE_{v n}�φ ×

× ∞∫ −∞ |ℓ_{ξn} − u|^ap_n(u, ξ_n) du | | | ℑ^ηn 6 b sup {|π_n(u) − π_n(0)|, |u| < A_n} + b ∫ |u|>A_n p_n(u, η_n) du. (22) V dal~neæxem, qtoby uprostit~ oboznaqeniØ, my predpoloßim, qto π_n(0) = 1. �to ne vyzovet kakih libo ser~eznyh otliqiæ v dokazatel~stve.

OstaetsØ ocenit~

B_{1 n} = A_n∫

−A_n p_n(v, η_n) dv E_0{G_1 − M | ℑ_{ηn} } ,

B_{2 n} = A_n∫

−A_n p_n(v, η_n) dv E_0{M − G_2| ℑ_{ηn} } , gde G_1 = A_n∫

−A_n |s_{ξn} − u|^a q_n(u, ξ_n) du

G_2 = A_n∫

−A_n |ℓ_{ξn} − u|^a p_n(u, ξ_n) du

M = A_n∫

−A_n |s_{ξn} − u|^a p_n(u, ξ_n) du. Soglasno Lemme 1 G_1 < b. Suwestvuet takaØ posledovatel~- nost~ δ_n > 0 pri n → ∞, qto sup {|π_n(u) − 1| : |u| < A_n} < δ_n. Sledovatel~no |B_{1 n}| < δ_nr+

O BA`ESOVSKOM POSLEDOVATEL^NOM OCENIVANII 145 + A_n∫

−A_n p_nv, η_n dvE_{v n}�φ G_1 ∞∫ −∞ p_n(u, ξ_n)|π_n(u) − 1| du | | | | ℑ^{ηn} 6 δ_nr + (1 + δ_n)rδ_n + (1 + δ_n)rb×

× A_n∫

−A_n p_n(v, η_n)E_{v n}�φ ∫ |u|>A_n p_n(u, ξ_n) du | | | | ℑ^{ηn} 6 3rδ_n + 2rb ∫ |u|>A_n p_n(u, η_n) du. (23) V (23) pri dokazatel~stve poslednego neravenstva my pomenØli

porØdki integrirovaniØ.

Opredelim sobytiØ C_1 = {X_1, . . . , X_{ξn} : |s_{ξn} | > b_{1n}}, C_2 =

{X_1, . . . , X_{ξn} : |ℓ_{ξn} | > b_{2n}}, C̄_3 = C_1 ∪ C_2. Oboznaqim C_3 dopolne-

nie sobytiØ C̄_3.

Imeem B_2 = D(C_2) + D(C_1 \ C_2) + D(C_3), gde

D(Ω) = A_n∫

−A_n p_n(v, k)E_{v n}�φ ×

× A_n∫

−A_n (|ℓ_{ξn} − u|^a − |s_{ξn} − u|^a) p_n(u, ξ_n) duχ(Ω) | | | ℑ^ξn dv dlØ l¸bogo sobytiØ Ω.

Izuqim asimptotiku D(C_2), D(C_2 \ C_3), D(C_3), kogda b_{1 n}, b_{2 n}

prinima¸t bol~xie znaqeniØ.

Imeem

D(C_2) 6 6 A_n∫

−A_n p_n(v, η_n)E_{v n}�φ ∞∫ −∞ |ℓ_{ξn} − u|^a p_n(u, ξ_n) du χ(C_2) | | | | ℑ^ηn dv 6 ∞∫ −∞ p_n(v, η_n)E_{v n}�φ ∞∫ −∞ |u|^ap_n(u, ξ_n) duχ(C_2) | | | ℑ^ηn dv, (24)

146 M. S. ERMAKOV ∞∫ −∞ p_n(v, η_n)E^{1/2}_{v n}�_φ ∞∫ −∞ |u|^ap_n(u, ξ_n) du 2 | | | | ℑ^ηn ×

×E^{1/2}_{v n}�_φ { χ(C_2) | | | | ℑ^{ηn} } dv 6 ∞∫ −∞ p_n(v, η_n)E_{v n}�φ ∞∫ −∞ |u|^{2a}p_n(u, ξ_n) du | | | | ℑ^{ηn} dv 1/2 ×

∞∫ −∞ p_n(v, η_n)E_{v n}�φ { χ(C_2) | | | | ℑ^{ηn} } dv 1/2 ,

∞∫ −∞ p_n(v, η_n)E_{v n}�φ { χ(C_2) / F_{ηn} } dv 6 6 ∞∫ −∞ p_n(v, η_n)E_{v n}�φ { χ(C_2) | | | | ℑ^{ηn} } dv 6 b^{−a}_{2n} ∞∫ −∞ p_n(v, η_n)E_{v n}�φ { |ℓ_{ξn} − v|^a | | | | ℑ^{ηn} } dv 6 b^{−a}_{2n} △n(ηn) . (25) Analogiqno (24), (25), poluqaem

D(C_1 \ C_2) < b A_n∫

−A_n p_n(v, η_n)E_{v n}�φ ×

× ∞∫ −∞ (b^a_2 + |u|^a) p_n(u, ξ_n) duχ(C_1 \ C_2) | | | | ℑ^{ηn} dv 6

b A_n∫

−A_n p_n(v, η_n)E_{v n}�φ A_n∫

−A_n (b_{2n} + |u|^a)^2 p_n(u, ξ_n) du | | | | ℑ^{ηn} dv 1/2 ×

O BA`ESOVSKOM POSLEDOVATEL^NOM OCENIVANII 147 A_n∫

−A_n p_n(v, η_n)E_{v n}�φ {χ(C_1)| ℑ_{ηn} } dv 1/2 , (26) A_n∫

−A_n p_n(v, η_n)E_{v n}�φ {χ(C_1)| ℑ_{ηn} } dv 6 6 b ∞∫ −∞ q_n(v, η_n)E_{v n}�φ {χ(C_1)| ℑ_{ηn} } dv 6

b b^{−a}_{1n} ∞∫ −∞ q_n(v, η_n)E_{v n}�φ |s_{ξn} − v|^a dv 6 b b^{−a}_{1n} △_nπ(η_n). (27) Soglasno Lemme 1 ∞∫ −∞ |s_{ξn} − u|^a Z_n(u, ξ_n)π_n(u) du < τ^a ∞∫ −∞ Z_n(u, ξ_n)π_n(u) du. Ots¸da dlØ l¸bogo d > 1 ∞∫ −∞ Z_n(u, ξ_n)π_n(u)χ(D) du < b d^a ∞∫ −∞ Z_n(u, ξ_n)π_n(u)χ(D_d) du, gde D = {u : |s_{ξn} − u| < τ }, D_d = {u : |s_{ξn} − u| > τ d}. Sledovatel~no suwestvuet posledovatel~nost~ α_n → 0 pri

n → ∞ takaØ, qto |s_{ξn} − ℓ_{ξn} | < α_n if (X_1, . . . , X_{ξn} ) ∈ C_3. Ots¸da

imeem | | | | | A_n∫

−A_n p_n(v, η_n) dv E_{v n}�φ {(G_2 − M )χ(C_3)| ℑ_{ηn} } | | | | | 6 b α_n A_n∫

−A_n p_n(v, η_n) dv E_{v n}�φ A_n∫

−A_n |s_{ξn} − u|^{a−1} p_n(u, ξ_n) du | | | | ℑ^ηn 6 b α_n A_n∫

−A_n p_n(v, η_n) dv E_{v n}�φ ∞∫ −∞ |s_{ξn} − u|^{a−1} q_n(u, ξ_n) du | | | | ℑ^{ηn} 6

148 M. S. ERMAKOV b α_n A_n∫

−A_n p_n(v, η_n) dv E_{v n}�φ ×

× ∞∫ −∞ |s_{ξn} − u|^a q_n(u, ξ_n) du (a−1)/a | | | ℑ^ηn < b α_n τ. (28) Iz (23)–(28) i Lemm 1, 3 u Ermakova (1989) poluqaem, qto suwestvuet posledovatel~nost~ b_{1n} → ∞, b_{2n} → ∞, b^2_nb^{−1}_{1n} → 0 pri

n → ∞ takaØ, qto |B_{1n} + B_{2n}| →_P 0 pri n → ∞.

Ots¸da i iz (17), (18), (20)–(22) poluqaem, qto |K_1 − K_2| →_P 0 pri n → ∞. Lemma 5 dokazana.

Lemma 6. Pust~ vypolneno uslovie A. Togda

lim_{ε→0} lim_{n→∞} E |s_{τn} |^a χ(τ_n < εn) = 0. (29)

Dokazatel~stvo. Opredelim posledovatel~nost~ momentov os-

tanovki ξ_{i n} po indukcii.

Oboznaqim κ_{1n} = min {k : △_{nπ}(k) < 2τ }. Poloßim ξ_{1n} = κ_{1n}, esli κ_{1n} < εn i ξ_{1n} = ζ_n v protivnom sluqae.

Oboznaqim κ_{i n} = min {k : △_{nπ}(k) < 2τ , | |s_{ξi}�_1 − s_k | | > (n/k)δ, k > ξ_{i−1}}, gde δ = 1/(3a). Togda ξ_{i n} = κ_{i n}, esli κ_{i n} < εn i ξ_{i n} = ζ_n

v protivnom sluqae.

Lemma 7. Pust~ vypolneno uslovie A. Togda suwestvuet posle-

dovatel~nost~ θ_n → 0 pri n → ∞ takaØ, qto

lim_{ε→0} lim_{n→∞} E_{θn} (|s_{ξi} − θ_n|^a + c_nξ_i) χ(ξ_i < εn) = 0 (30)

dlØ vseh i.

Dokazatel~stvo. Analogiqno dokazatel~stvu Lemmy 5 u Erma-

kova (1989) poluqaem

lim_{ε→0} lim_{n→∞} P_π (ξ_{i n} < εn) = 0. (31)

Sledovatel~no

lim_{ε→0} lim_{n→∞} E_π (|s_{ξi n} − θ|^a + c_nξ_{i n}) χ(ξ_{i n} < εn) = 0. (32)

Iz (32) sleduet (30).

O BA`ESOVSKOM POSLEDOVATEL^NOM OCENIVANII 149

Pust~ [V^n_k , γ_{i n}] posledovatel~nost~ baæesovskih planov posledovatel~nogo ocenivaniØ s apriornoæ plotnost~¸ ρ(θ) =

π(θ + θ_n). Togda P_0-raspredelenie [V_k, γ_{i n}] sovpadaet s P_{θn} -

raspredeleniem [S_k − θ_n, ξ_{i n}]. Sledovatel~no

lim_{ε→0} lim sup n→∞ E {n^{aφ} |V_{γi} |^a + c_nγ_{i n}} χ(γ_{i n} < εn) = 0. (33) Dal~neæxee dokazatel~stvo Lemmy 7 budet bazirovat~sØ na (33). Poloßim m = − [ ln n(4 ln ε)^{−1} ] . DlØ vseh 1 6 k 6 m − 1

opredelim intervaly Ψ_k = [ ε^{4k}n, ε^{4(k−1)}n ] . Poloßim Ψ_m = [ d, ε^{4(m−1)}n ] , gde d > 0. Pust~ t > 1. Oboznaqim ν = [4m(a +

1)(φ + 1)(aδ − δ)^{−1}], z_k = ε^{−4k t}, 1 6 k 6 ν. Imeem

E |s_{τn} |^a χ(τ_n < ξ_{ν n}) 6 Λ_1 + Λ_2 + Λ_3 + Λ_4, (34) gde Λ_1 = E |s_{τn} |^a χ ( |s_{τn} | < ( n τ_n )_δ) ,

Λ_2 = m∑ k=2 E |s_{τn} |^a χ ( |s_{τn} | < n^tξ^{−t}_{nu n}, τ_n > ξ_{ν n}, |s_{τn} | > 2|s_{ξ ν}| ) ,

Λ_3 = m∑ k=2 E |s_{τn} |^a χ (τ_n ∈ Ψ_k, s_{τn} > z_k ) ,

Λ_4 = m∑ k=2 E |s_{τn} |^a χ ( τ_n ∈ Ψ_k, τ_n < ξ_ν , |s_{τn} | > ε^{−4kδ} ) . Imeem Λ_1 6 ∑_m k=2 J_k, gde J_k = E |s_{τn} |^a χ ( τ_n ∈ Ψ_k, |s_{τn} | < b ε^{−4kδ} ) . Tak kak △_{nπ}(τ_n) < 2τ , dlØ vsØkogo A > 1 imeet mesto ∞∫ −∞ Z_n(u, τ_n) χ (|s_{τn} − u| < τ_1) π_n(u) du >

> b A^a ∞∫ −∞ Z_n(u, τ_n) χ (|s_{τn} − u| > A τ_1) π_n(u) du,

150 M. S. ERMAKOV gde τ_1 = (2τ )^{1/a}.

Ots¸da imeem ∞∫ −∞ |Z_n(u, τ_n) − Z_n(u + v, τ_n)| χ (|s_{τn} − u| < τ_1) π_n(u) du ¿

b A^a ∞∫ −∞ Z_n(u, τ_n) χ (|s_{τn} − u| > A τ_1) π_n(u) du, (35) gde v = 3τ_1.

Poloßim h_k = [ 2ε^{−4kδ}τ^{−1}_1 ] . Iz (35) sleduet

J_k 6 h_k∑

j=−h_k j^aK_{1 jk} + (K_{2k} + K_{3k})h^a_k, (36)

gde τ_n ∈ Ψ_k

K_{1 jk} = = P ∞∫ −∞ |Z_n(u, τ_n) − Z_n(u + v, τ_n)| χ (|j − u| < 2τ_1) du > b j^aq ,

K_{2k} = P ∞∫ 0 Z_n(u, τ_n) du < q ,

K_{3 k} = P 0∫ −∞ Z_n(u, τ_n) du < q . Zdes~ q = ε^λ, λ = 4k/3.

Ispol~zuØ Lemmu 3 u Ermakova (1989), poluqaem K_{1jk} < 1 j^abq (j+1)τ1 ∫ (j−1)τ1 E_{un}�φ |Z_n(u, τ_n) − Z_n(u + v, τ_n)| ×

×χ (τ_n ∈ Ψ_k) du 6 ε^{4k}(j^abq)^{−1}, (37)

J_k 6 2 h_kbε^{4k}q^{−1} + bh^a_kq^{1/2φ}ε^{4k} < 2ε^λ. (38)

O BA`ESOVSKOM POSLEDOVATEL^NOM OCENIVANII 151

Iz (38) sleduet, qto

Λ_1 < Bε^{1/3} (39)

dlØ n > n_0(ε).

Imeem

Λ_2 < b m∑ k=2 ∑ |i|<z i^aM_{1ik} + M_{21k} , (40) gde M_{1ik} = P ∞∫ −∞ Z_n(u, τ_n) χ (|u − iτ_1| < τ_1) du > qi^a ,

τ_n ∈ Ψ_k , τ_n > ξ_{νn} , |s_{τn} | > 2|s_{ξν}| ) , M_{2ik} = ε^{−4kta}P ∞∫ −∞ Z_n(u, τ_n) du < 2q , τ_n ∈ Ψ_k , τ_n ¿ ξ_{νn} .

Tak kak E ( Z_n(u, τ_n) | | | |X^1, . . . , X^ξνn ) = Z_n (u, ξ_{νn}), ispol~zuØ Lemmy

1–3 u Ermakova (1989), poluqaem ∑ |i|<z_k i^aM_{1ik} 6 bq^{−1} ∑ |i|<z_k i∑ t_ν =−i E (t_ν+2)τ1 ∫ (t_ν −2)τ1 Z_n (u, ξ_{νn}) duχ ( ξ_{νn} < ε^{uk}n ) 6

bq^{−1} ∑ |i|<z_k i∑ t_ν =−i ∑ |t_ν −t_ν�1|>W |t_ν − t_{ν−1}|^{−a}E (t_ν +2)τ1 ∫ (t_ν −2)τ1 Z_n (u, ξ_{ν−1}) du ×

χ (| s_{ξν}�_1 − t_{ν−1} | | < τ_1 , ξ_ν < nε^{4k}) 6

bq^{−1} ∑ |i|<z_k i∑ t_ν =−i ∑ |t_ν −t_ν�1|>W . . . ∑ |t2−t1|>W E (t_ν +2)τ1 ∫ (t_ν −2)τ1 Z_n (u, ξ_1) du ×

ν∏ j=2 |t_j − t_{j−1}|^{−a} < bq^{−1}ε^{ωk}, (41) gde w = bε^{−4kδ}, ω = 4ω(a − 1)δ − 4t.

152 M. S. ERMAKOV

Ispol~zuØ apparat Lemm 1–3 u Ermakova (1989), imeem takße

M_{21k} < bε^{−4k}q^{1/(2ϕ)}. Ots¸da, polagaØ q = ε^κ, κ = 16k(ta + 1)φ,

poluqaem

Λ_2 < bq^{−1}ε^{ωk−4kta} + bq^{1/(2φ)}ε^{−4k(ta+1)} 6 ε^{4kta} < ε^{4k}. (42)

Ispol~zuØ ocenki Lemm 1–3 u Ermakova (1989), rassußdaØ analogiqno dokazatel~stvu Teoremy 1.5.6 v monografii Ibragimova i Has~minskogo (1981), poluqaem

Λ_3 6 m∑ k=2 ∑ |j|>z_k |j|^aP τn ∈ Ψk , ∫ |u|>j q_n(u, τ_n) du ¿ 1/2 6 6 b^{m∑}_{k=2}^∑_{j>zk} j^{a (}jε^{−4k)−γnε�4k} < ε^4. (43) Zdes~ znaqenie γ toße samoe, qto i v Teoreme 1.5.6 u Ibragimova i Has~minskogo (1981).

Oboznaqim s^1_k = n^φV_k. Opredelim sobytiØ Ω_k = {τ_n ∈ Ψ_k , τ_n <

ξ_{νn}, |s_{τn} | ¿ 2ε^{−4kδ}, |s_{τn} −s_{ξi} | < ε^{−4kδ} +b dlØ nekotorogo i 6 ν}, π_k = {τ_n ∈ Ψ_k , τ_n < ξ_ν , |s_{τn} | > ε^{−4kδ}, Φ_k = {τ_n < εn , suwestvuet i < ν

takoe, qto |s_{τn} | < 2|s_{ξi} | }. Imeem π_k ⊂ Ω_k ⊂ Φ_k. Sledovatel~no

Λ_4 6 ν∑ i=1 E|s_{τn} |^aχ ( |s_{τn} | < 2|s^1_{ξi} | , τ_n < εn ) 6 2^{a ν∑}_{i=1} E|s^1_{ξi} |^a χ(ξi < εn). (44)

Iz (34), (39), (42), (43), (44) sleduet utverßdenie Lemmy 7.

Lemma 8.

lim_{ε→0} lim sup n→∞ P (τ_n < εn) = 0. Dokazatel~stvo. Oboznaqim Γ mnoßestvo vseh momentov osta-

novki. Ispol~zuØ tehniku, razvitu¸ v glavah 1-5 Ibragimova i Has~minskogo, legko pokazat~, qto P ( |△_{nπ}(k) − △_n(k)| △^{−1}_n (k) > δ ) < b k^{−3} dlØ vseh δ > 0 i n > n_0(δ), k > n_0(δ).

O BA`ESOVSKOM POSLEDOVATEL^NOM OCENIVANII 153 Sledovatel~no dlØ l¸boæ posledovatel~nosti ε_n, ε_n → 0 pri

n → ∞ imeet mesto

P (τ_n < ε_nn) 6 sup_{ξ∈Γ} P (△_{nπ} < τ, ξ < ε_nn) 6 k∑ i=1 P (△_{nπ}(i) < τ ) + b k^{−2} + sup_{ξ∈Γ} P (△_n(ξ) < 2τ, ξ < ε_nn) . (45)

Oboznaqim G_n pravu¸ qast~ (45).

Ispol~zuØ Lemmu 6 u Ermakova (1989) legko pokazat~, qto poslednee slagaemoe v pravoæ qasti (45) stremitsØ k nul¸ pri

n → ∞. Sledovatel~no G_n = o(1) pri n → ∞. Dokazatel~stvo

Lemmy 8 zaverxeno.

Teorema 1 dokazana.

Literatura

1. M. Chernoff, H. Rubin, The estimation of the location of a discontinuity in density. Proc. Third Berkeley Symp Math. Statist. and Probab. v. 1 (1965) p. 19–38.

2. M. S. Ermakov, Asimptotiqeskoe povedenie statistiqeskih ocenok parametra mnogomernoæ razryvnoæ plotnosti. — Zap. nauqn. semin. LO- MI 74 (1977), 88–107.

3. M. S. Ermakov, O svoæstvah nekotoryh sluqaænyh processov voznika¸- wih v teorii statistiqeskogo ocenivaniØ. — Zap. nauqn. semin. LO- MI 98 (1980), 48–60.

4. M. S. Ermakov, Asimptotiqeski optimal~noe ffkvivariantnoe posledovatel~noe ocenivanie parametra sdviga negladkoæ plotnosti. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 33 (1988), 323–335.

5. M. S. Ermakov, Asimptotiqeski ffffektivnoe ffkvivariantnoe posledovatel~noe ocenivanie parametra sdviga negladkoæ plotnosti. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 34 (1988), 480–490.

6. J. Hajek, A characterization of limiting distributions of regular estimates.

Z. Warhrscheinlichkeits theorie und Verw. Geb., v. 14 (1970), p. 323–330. 7. J. Hajek, Local asymptotic minimax and admissibility in estimation. Proc. Sixth Berkeley Symp. on Math. Statist. and Prob. Univ. california Press, v. 1 (1972), p. 175–194.

8. I. A. Ibragimov, R. Z. Has~minskiæ, O posledovatel~nom ocenivanii parametra sdviga razryvnoæ plotnosti. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 19 (1974), 700–713.

9. I. A. Ibragimov and R. Z. Hasminskii, Statistical Estimation: Asymptotic Theory.

Springer, New York (1981).

10. L. Le Cam, Sufficiency and asymptotic sufficiency. — Ann. Math. Statist., 35 (1964), 1419–1455.

11. L. Le Cam, On the assumptions used to prove asymptotic normality of maximum likelihood estimates. — Ann. Math. Statist. 41 (1970), 802–828.

154 M. S. ERMAKOV

12. L. Le Cam, Limits of experiments. Proc. Sixth Berkeley Symp. on Math. Statist.

and Probab. Univ. California Press, 1 (1972), p. 245–261.

13. L. Le Cam, Asymptotic methods in statistical decision theory. Springer, New York (1986).

14. B. L. S. Prakasa Rao, Estimation of the location of the cusp of a continuous density. — Ann. Math. Statist. 39 (1968), 76–87.

Ermakov M. S. On Bayes sequential estimation of location parameter of unsmooth density.

We consider the problem of sequential estimation of location parameter for the density having irregular behaviour in some points (discontinuities, infinite derivatives). Thus the density has no finite Fisher information. In this case the sequential estimation is usually “essentially better” then the estimation with the fixed sample size. In the paper we prove asymptotic efficiency of Bayes plans of sequential estimation and find their limit distributions.

Postupilo 15 fevralØ 1998 g. S.-Peterburgskiæ Gosudarstvennyæ universitet