Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 260, 1999 g.

L. V. Rozovskiæ OCENKA INTEGRALA OT MODUL˚ HARAKTERISTIQESKO` FUNKCII OBOBWENNOGO PUASSONOVSKOGO RASPREDELENI˚ PO INTERVALU MALO` DLINY

Rezul~taty

Pust~ h(t) = 1 2 ∞∫ −∞ (cos tx − 1)dH(x), gde H(x) – neubyva¸waØ funkciØ.

FunkciØ e^{h(t)} ØvlØetsØ modulem harakteristiqeskoæ funkcii nekotorogo obobwennogo puassonovskogo raspredeleniØ, i nas, tak ße kak v [1], budut interesovat~ ocenki integralov vida I_Δ = ∫ Δ e^{h(t)}dt, gde Δ – proizvol~nyæ interval dostatoqno maloæ

dliny |Δ|. Neobhodimost~ v ocenkah takogo roda voznikaet pri vyqislenii skorosti shodimosti momentov v central~noæ predel~noæ teoreme, pri ocenivanii funkcii koncentracii summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin, v lokal~nyh teoremah i nekotoryh drugih zadaqah teorii veroØtnosteæ (naprimer, [1–7]).

V dal~neæxem ispol~zu¸tsØ oboznaqeniØ

B^2 = ∞∫ −∞ x^2dH(x), γ = ∞∫ −∞ |x|^3dH(x). Lemma 1. Pust~ dH(x) = 0 pri |x| > l > 0. (1) Rabota nad stat~eæ byla podderßana grantom RFFI No. 99-01-00724 i grantom veduwih nauqnyh xkol No. 96-15-96199. 240

OCENKA INTEGRALA OT MODUL˚ 241 Togda pri l¸bom δ ∈ (0, 2) i Δ, |Δ| 6 δ/l,

B I_Δ 6 C_δ = max ( δ √ e(1 −^δ_2 ) , 2 √ π 1 −^δ_6 ) . (2)

Minimum C_δ/δ dostigaetsØ pri δ_∗ = 1.86021 . . . i

B I_Δ|_{δ=δ�} < 2.2942 δ_∗ < 4.2677. (3)

Lemma 2. Pust~ γ < ∞. Togda pri l¸bom δ ∈ (0, 2) i Δ, |Δ| 6 δB^2/γ, B I_Δ 6 max ( 2δ √ e(1 −^δ_2 )^3 , √ 2π ρ(max(v_∗, η − ξ_δ )) ) . (4)

Zdes~ ξ_δ = min ( 1 2 − δ 4 , δ 2 √ 2 ) , η = 1 2 − δ 12 , v_∗ – edinstvennyæ na intervale (0, η) koren~ uravneniØ

g(v) = 2v^3 − 3ηv^2 − δ^2 4π v + η^3 = 0, a ρ(v) = v exp ( 4π(η − v)^3 δ^2v ) . Krome togo, esli 0 ∈ Δ, to

B I_Δ 6 2 √ π 1 − c_0δ , 0 < δ < 1 3c_0

, (5) gde c_0 = sup_{x>0} cos x − 1 + x^2/2 x^3

= 0.09916 . . ..

Zameqanie. Pust~ δ^∗ = 1.2711 . . . – koren~ uravneniØ

(1 + δ)^2 = 5 + ( 1 2 − 4 3π ) δ^3. (6)

Togda, esli 0 < δ 6 δ^∗, to v (4) ρ(max(v_∗, η − ξ_δ)) = ρ(v_∗).

242 L. V. ROZOVSKI`

Otmetim, qto minimum po δ pravoæ qasti (4), delennoæ na δ, dostigaetsØ pri δ_∗ = 1.11912 . . . i

B I_Δ|_{δ=δ�} < 4.15005 δ_∗ < 4.6445. (7)

Lemmy 1 i 2 utoqnØ¸t lemmy 3–5 iz [1]. Primenenie ocenok (7), (3) i (5) (pri δ = 2δ_∗), pozvolØet umen~xit~ veliqiny posto- Ønnyh c_1, c_2, c_4, c_5 iz teorem 1 i 2 fftoæ raboty. Tak, spravedlivo sledu¸wee utverßdenie.

Teorema. V sootnoxeniØh (2), (3) iz [1] moßno zamenit~ c1 =

2.128815 na 1.81676, c_2 = 6.6383125 na 4.70263, c_4 = 2.34584 na 2.01725 i c_5 = 4.86119 na 2.59967.

Zametim ewe, qto ocenki dlØ B I_Δ s hudxeæ po sravneni¸ s [1] zavisimost~¸ ot δ ØvlØ¸tsØ sledstviem lemmy 3.1 iz [6]. Nißesledu¸wiæ rezul~tat utoqnØet fftu lemmu, imeØ, krome togo, bolee predpoqtitel~nu¸ na nax vzglØd formulirovku.

Lemma 3. Pust~ t0 ∈ Δ – toqka dlØ kotoroæ h(t0) = max_Δ h(t).

Togda ∀t ∈ Δ ∞∫ −∞ (cos tx − 1)dH(x) 6 − 1 2 u^2 B^2 + ^c|u|^3γ, (8)

gde u = t − t_0, ^c = 1 6 + 1 3 √ 2 3 = 0.438832 . . ..

Zameqanie. V predpoloßenii (1) utverßdenie lemmy 3 pri |u| 6 √ 2/l imeet mesto s postoØnnoæ ^c = 1/6. V qastnosti, h(t) 6 − 1 4 u^2 B^2 ( 1 − |u| l 3 ) , |u| 6 √ 2/l. Otmetim, qto ograniqenie γ < ∞ ne slixkom suwestvenno, poskol~ku pri l¸bom l > 0

h(t) 6 h_l(t) = l∫ −l (cos tx − 1)dH(x) = ∞∫ −∞ (cos tx − 1)dH_l(x),

OCENKA INTEGRALA OT MODUL˚ 243 qto pozvolØet ispol~zovat~ lemmy 1–3, zamenØØ v ih formulirovkah B^2 na B^2_l =^∞ ∫ −∞ x^2dH_l(x), γ na γ_l = ∞∫ −∞ |x|^3dH_l(x) i t_0 na

t_{0,l} : h(t_{0,l}) = max_Δ h_l(t).

Privedem odno sledstvie vyxeskazannogo i lemmy 1.

Sledstvie. Pust~ v1(t), . . . , vn(t) – harakteristiqeskie funkcii

sluqaænyh veliqin X_1, . . . , X_n. Pri vseh a, λ > 0, β > 0 i δ ∈ (0, 2) a+λ∫ a | | n∏ j=1 v_j (t) | |^βdt 6 C^δ ~B(2δ/λ)√β , (9) gde ~B^2_n(l) =^n ∑ j=1 ∫ |x|6l x^2d ~V_j (x),

a ~V_j(x), 1 6 j 6 n, ØvlØ¸tsØ funkciØmi raspredeleniØ simmetrizovannyh sluqaænyh veliqin X_j .

Pri δ = π/2 (i C_δ = 2 √_π 1−π/12 ) ocenka (9) utoqnØet analogiq-

nu¸ ocenku iz [7], v kotoroæ mnoßitel~, sootvetstvu¸wiæ C_δ, raven 3π √ π/2 = 11.8122 . . ..

Otmetim takße, qto esli sluqaænye veliqiny X_1, . . . , X_n ime- ¸t nulevye srednie i koneqnye dispersii, takie qto^n ∑ j=1 DXj = B^2 < ∞, a l udovletvorØet uslovi¸

Λ(l) = 1 B^2 n∑ j=1 EX^2_j I[|Xj| > l] 6 1/6, to a+λ∫ a | |^n ∏ j=1 v_j (t) | |^βdt < min_{0<δ<2} C^δ [1 +^{λlδ} ] B √ β < 4.2677 + 2.2942λl B √ β . Zametim, qto esli Λ(B) 6 1/12, to zdes~ moßno poloßit~ l = 12 B^2 ∑ j¿1 E|Xj |^3I[|Xj | 6 B].

244 L. V. ROZOVSKI`

DlØ proverki sledstviØ primenim spravedlivu¸ pri vseh poloßitel~nyh l ocenku | |^n ∏ j=1 v_j (t) | |^β 6 e^{12 β} nP_{j=1(|vj (t)|2−1)} 6 e^{h(t)}, gde h(t) = 1 2 ∫ |x|6l (cos tx − 1)d ~H(x), ~H(x) = β ∑ j¿1 ~V_j (x).

OstaetsØ vospol~zovat~sØ lemmoæ 1 pri Δ = (a, a + λ) i l = 2δ/λ.

Vtoroe utverßdenie sleduet iz ocenki (9) pri λ = δ/l, additivnosti integrala i neravenstva ~B^2_n(2l) ¿ B^2(2 − 6Λ(l)) ¿ B^2, kotoroe moßno naæti v [8].

Dokazatel~stva Moßno pokazat~ (sm. [6, (3.5)] ili [1, (9)]), qto v oboznaqeniØh lemmy 3 h(t) 6 − 1 4 u^2 B^2 + 1 12 |u|^3γ + h(t_0) + u^2 2 ~H(t_0), (10) gde ~H(t) = 1 2 ∞∫ −∞ x^2(1 − cos tx)dH(x). Esli vypolneno uslovie (1), to ~H(t_0) 6 −l^2h(t_0). Ots¸da i iz (10) sleduet zameqanie k lemme 3.

Teper~, kak i [1], ~H(t_0) 6 γ^{2/3} |h(t_0)|^{1/3}, (11)

i, sledovatel~no, u^2 2 ~H(t_0) − |h(t_0)| 6 γ|u|^3 ν(|h(t^0)| |u|^3γ ), gde ν(v) =^1_2 v^{1/3} − v.

S uqetom togo, qto max_{v>0} ν(v) =^1_3√_6 , ots¸da i iz (10) poluqim ocenku (8). Lemma 3 dokazana.

OCENKA INTEGRALA OT MODUL˚ 245 Pust~ ξ ¿^1_{B2}^~H(t0), λ = |h(t0)|, L = γ/B^3 i τ (v) = v^2 ( 1 2 − |v|L 6 − ξ ) . (12)

Perepixem sootnoxenie (10) sledu¸wim obrazom h(t) 6 −λ − 1 2 τ (uB), t ∈ Δ, u = t − t_0. (13) FunkciØ τ (v) qetnaØ i vozrastaet pri 0 6 v 6 v_0 = (2 − 4ξ)/L. Pofftomu, esli εBL 6 2 − 4ξ, (14) gde ε = |Δ|, to

B I_Δ 6 e^{−λ} ∫ B(Δ−t0) e^{− 12 τ(v)}dv 6 6 e^{−λ} max_{p∈[0,1]} pεB∫ (p−1)εB e^{− 12 τ(v)}dv 6 e^{−λ} ∫ |v|6^{εB}_2 e^{− 12 τ(v)}dv. (15)

Dokaßem lemmu 1. Pust~ vypolnØetsØ uslovie (1) i |Δ| = ε 6 δ/l, gde 0 < δ < 2. Poloßim l = l/B, ξ = l^2λ. Oqevidno, B I_Δ 6 e^{−λ}δ/l. (16) Esli l^2λ > 1 2 − 1 4 δ, to l^{−1}e^{−λ} 6 sup l>0 l^{−1}e^{−( 12 − 14 δ)/l 2} = 1 √ e(1 −^1_2 δ)

. (17)

Pust~ teper~ l^2λ 6 1 2 − 1 4 δ. Poskol~ku L 6 l, ots¸da vytekaet (14). Krome togo, εB 2 6^δ_{2l} 6^{√2}_l .

246 L. V. ROZOVSKI` Pofftomu (sm. (14), (15) i zameqanie k lemme 3)

B I_Δ 6 e^{−λ} ∫ |v|6^δ_{2l} e^{− 12 τ(v)}dv 6 6^∫ |v|6^δ_{2l} e^{− 12 v2( 12 − jvjl6 )}dv < √ 2π ( 1 2 − 1 12 δ)^{−1/2}. (18)

Iz (16)–(18) sleduet ocenka (2). Lemma 1 dokazana.

Pust~ teper~ ξ = L^{2/3}λ^{1/3} (sm. (11), (12)) i |Δ| = ε 6^δ_{BL} . Togda, esli

ξ ¿^1_2 −^1_4 δ, to λ ¿^{(1}_2 −^1_4δ^{)3}/L^2

i analogiqno (16), (17)

B I_Δ 6 sup_{γ>0} γ^{−1} exp { − ( 1 2 − 1 4 δ )_3 /L } = δ ( 2e ( 1 2 − 1 4 δ )_3)_{−1/2} . (19)

Pust~ teper~ δ < 2( √ 2 − 1) i δ 2 √ 2 6 ξ <^1_2 −^1_4 δ.

Togda B I_Δ 6 √ 2π ( 1 2 − 1 12 δ )_{−1/2} . (20)

V samom dele (sm. (12), (15)), −λ + 1 2 ξv^2 6 0 ←→ |v| 6 1 L ξ √ 2, no 1 L ξ √ 2 ¿^{εB}_2 =^1_L^δ_2 ,

esli ξ ¿^δ_2^√_2 . OstaetsØ vospol~zovat~sØ ocenkoæ (18) pri l = L.

Pust~, nakonec,

ξ < ξ_δ = min ( 1 2 − 1 4 δ, δ 2 √ 2 ) . (21)

OCENKA INTEGRALA OT MODUL˚ 247 Iz (12), (14), (15) sleduet, qto

B I_Δ 6 √ 2πe^{−λ} ( 1 2 − εBL 12 − ξ )_{−1/2} , ξ < ξ_δ. Krome togo, vsegda B I_Δ 6 e^{−λ δ}_L . Takim obrazom, pri uslovii (21) B I_Δ 6 min ( e^{−λ} δ L , e^{−λ} √ 2π(η − ξ)^{−1/2} ) 6 6 sup_{06ξ<ξδ} e^{−λ} min^{( δ}_L ,^√2π(η − ξ)^{−1/2)} 6 6 sup_{λ>0} e^{−λ} A = max(A1, A2), (22)

A_1 = sup 0<λ<λ A, A_2 = sup λ¿λ^{A,} gde A = max

L26ξ^3_δ /λ^{min} ( δ L , √ 2π(η − ξ)^{−1/2} ) , η = 1 2 − 1 12 δ. Pust~ λ = 2πξ^3_δ δ^{−2}(η − ξ_δ)^{−1}.

Togda s uqetom togo, qto^δ_L ubyvaet, a √_{2π} η−ξ vozrastaet (ot √_{2π} η do √_{2π} η−ξ_δ ) pri 0 6 L 6 √ ξ^3_δ /λ (napominaem, qto ξ = L^{2/3}λ^{1/3}),

A_2 = sup λ¿λ^e −λ max 06ξ<ξδ √ 2π η − ξ = e^{−λ} √ 2π η − ξ_δ , (23)

A_1 = sup 0<λ<λ e^{−λ} δ L , gde L = L(λ) = { L : δ L = √ 2π η − ξ } . (24)

UqityvaØ, qto λ = L^{−2}(η − 2πL^2δ^{−2})^3 (25) ots¸da poluqim A_1 = max_{L:λ} 6λ^{e−λ} δ L ,

248 L. V. ROZOVSKI` gde λ opredeleno v (25). Imeem, poloßiv A_3 = A^{−2}_1 , v oboznaqeniØh lemmy 2 A_3 = 1 2π min ρ(v), (26)

gde min beretsØ po mnoßestvu {v : 0 6 v 6 η, (η − v)^3 6 v ξ^3_δ (η − ξ_δ )^{−1}}.

Dalee, ρ^′(v) = − 4π (vδ)^2 ρ(v)g(v). Poskol~ku g(0) > 0, g(η) < 0 i g^′(v) < 0, 0 6 v 6 η, naædetsØ edinstvennyæ koren~ v_∗ uravneniØ g(v) = 0, 0 6 v 6 η, priqem ρ(v_∗) = min_06_v6_η ρ(v).

Pust~ v^∗ – edinstvennyæ koren~ uravneniØ (η − v)^3 = v ξ^3_δ /(η − ξ_δ), to est~ v^∗ = η − ξ_δ.

Legko ponØt~, qto v (26) min ρ(v) = ρ(max(v_∗, v^∗)), ili A_3 = 1 2π ρ(max(v_∗, η − ξ_δ)), gde g(v_∗) = 0.

UqityvaØ, qto (sm. (23))

A_2 = ( ρ(v^∗) 2π )_{−1/2} , poluqim

B I_Δ 6 ( 1 2π ρ(max(v_∗, η − ξ_δ)) )_{−1/2} , ξ < ξ_δ, (27) a imeØ v vidu (19), (20), i to, qto

A_1 ¿ √ 2π η (sm. (24)), prihodim k ocenke (4), 0 < δ < 2.

DlØ proverki zameqaniØ k lemme 2 zametim, qto uslovie v_∗ > η − ξ_δ ravnosil~no neravenstvu g(η − ξ_δ) > 0. Nesloßno ubedit~sØ

OCENKA INTEGRALA OT MODUL˚ 249 v tom, qto (sm. (21)) ffto uslovie vypolnØetsØ, esli 0 < δ 6 2( √ 2 − 1) i esli 2( √ 2 − 1) < δ 6 δ^∗ (sm. (6)). Takim obrazom, esli 0 < δ 6 δ^∗, to v_∗ > η − ξ_δ i ρ(max(v_∗, η − ξ_δ)) = ρ(v_∗).

Ocenka (5) poluqaetsØ s pomow~¸ standartnyh, analogiqnyh (18), rassußdeniæ, esli imet~ v vidu sootnoxenie h(t) = − t^2 2 B^2 + ∞∫ −∞ ( cos tx − 1 + 1 2 t^2x^2 ) dH(x) 6 6 −^{t2}_2 B^2 + ~c|t|^3γ.

Literatura 1. S. V. Nagaev, S. S. HodßabagØn, Ob ocenke funkcii koncentracii summ

nezavisimyh sluqaænyh veliqin. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. XLI,

˝ 3 (1996), 655–665.

2. C.-G. Esseen, Fourier analysis of distribution functions. A mathematical study of the Laplace–Gaussian law. — Acta Math. 77 (1945), 1-125.

3. B. von Bahr, On the convergence rate of moments in the central limit theorem.

— Ann. Math. Statist. 36 no. 3 (1965), 808–818.

4. P. Hall, Bounds on the rate of convergence of moments in the central limit theorem. — Ann. Probab. 10 no. 4 (1982), 1004–1018.

5. A. B. Muhin, Lokal~nye predel~nye teoremy dlØ plotnosteæ summ ne-

zavisimyh sluqaænyh vektorov. — Izv. AN UzSSR, Ser. fiz.-mat. nauk 1 (1984), 32–35.

6. A. Yu. Zaitsev, On the Gaussian approximation of convolutions under multidimensional analogues of S. N. Bernstein’s inequality condition. — Probab. Th. Rel. Fields 74 (1987), 535–566.

7. A. B. Muhin, O koncentracii raspredeleniæ summ nezavisimyh sluqaæ-

nyh veliqin. II. — Izv. AN UzSSR, Ser. fiz.-mat. nauk 6 (1973), 18–23.

8. L. V. Rozovskiæ, O toqnosti normal~nogo priblißeniØ. — Zap. nauqn.

semin. LOMI 177 (1989), 129–137.

Rozovsky L. V. An estimate of the integral of the module of a generalized Poisson distribution characteristic function in a small length interval.

In the note new estimates for the integrals of generalized Poisson distribution characteristic function in intervals of sufficient small length are obtained. The typical applications of such estimates are the following: the evaluation of a convergence rate of moments in the CLT, estimates of concentration functions, local limit theorems.

Postupilo 14 marta 1999 g.

Sankt-PeterburgskaØ Himiko-FarmacevtiqeskaØ AkademiØ