Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 260, 1999 g.

A. V. Sudakov

KONTRPRIMER K GIPOTEZE O MONOTONNOSTI INTEGRALA PO GAUSSOVSKO` MERE

Pri izuqenii fenomena suwestvovaniØ tipiqnyh raspredeleniæ (sm., naprimer, [1]) dlØ prostranstv sluqaænyh veliqin vtorogo porØdka voznikaet integral I(m) = ∫∫ E⊕E –(L(X1), L(X2))(m ⊗ m) d(X1, X2), gde E ⊕ E — ortogonal~naØ summa dvuh kopiæ evklidova prostranstva E sluqaænyh veliqin X s dispersiØmi, na kotorom zadana veroØtnostnaØ mera m, L(Xi) = P ∘ X^{−1}_i ; X1 i X2 — oboznaqenie fflementov fftih kopiæ, a – — rasstoØnie Kantoroviqa, v odnomernom sluqae zadavaemoe ravenstvom –(μ, ν) = ∫ |F_μ(t) − F_ν(t)| dt. DlØ centrirovannyh gaussovskih mer m vy-

skazyvalas~ proverennaØ dlØ raznoobraznyh qastnyh sluqaev gipoteza o monotonnosti po m integrala I(m) (my govorim, qto centrirovannye gaussovskie mery γ^′ i γ^{′′} svØzany sootnoxeniem

γ^′ < γ^{′′}, esli γ^{′′} = γ^′ ∗ γ^{′′′} dlØ nekotoroæ gaussovskoæ mery γ^{′′′}).

�ta gipoteza okazalas~ nevernoæ, i nastoØwaØ stat~Ø posvØwena postroeni¸ kontrprimera.

V naxem primere prostranstvo E dvumerno i sostoit iz sluqaænyh veliqin X, prinima¸wih dva (vozmoßno, sovpada¸wih) znaqeniØ s ravnymi veroØtnostØmi. Inymi slovami, rol~ prostranstva E igraet koordinatnoe prostranstvo R^2, i koordinaty (x, y) proizvol~noæ toqki, po skazannomu, opredelØ¸t zakon raspredeleniØ. Moßno, naprimer, predstavit~ sebe, qto prostranstvom fflementarnyh sobytiæ slußit Ω = R^2 — prostranstvo, soprØßennoe s E, a veroØtnostnaØ mera P predstavlØet soboæ dve ravnye nagruzki — po^1_2 — na toqkah ω^0_1 = (1, 0),

ω^0_2 = (0, 1) ∈ Ω. Gaussovskie centrirovannye mery na prostran-

stve E opredelØ¸tsØ kaßdaØ svoeæ korrelØcionnoæ kvadratiqnoæ formoæ qγ (ω), zadannoæ na Ω: qγ (ω) = ∫ E (X, ω)^2γ(dX), i pri

fftom svertke gaussovskih mer sootvetstvuet summa korrelØcion- 250

KONTRPRIMER 251

nyh kvadratiqnyh form. Na prostranstvah R^2 rassmatrivaetsØ takße estestvennaØ evklidova metrika.

Itak, pust~ E = R^2 = {(x, y)}. Rassmotrim na fftom prostranstve centrirovannye odnomernye gaussovskie mery γ̄^δ (¡rastØgivaemaØ¿, s ediniqnoæ dispersieæ, sosredotoqennaØ na prØmoæ

δx + y = 0) i γ_ε2 (¡rastØgiva¸waØ¿, s dispersieæ ε^2, sosredoto-

qennaØ na prØmoæ x + y = 0).

Teorema. Pri dostatoqno malyh poloßitel~nyh δ i ε vypolnØ-

etsØ neravenstvo I(γ̄^δ ∗ γ_ε2 ) − I(γ̄^δ ) < 0.

Rassmotrim sperva proizvol~nye centrirovannye gaussovskie mery na E = R^2: rastØgivaemu¸ γ̄ i odnomernu¸ rastØgiva¸wu¸ γ s ediniqnoæ dispersieæ. Pust~ – : E ⊕ E = R^4 →

R+ — rasstoØnie po Kantoroviqu meßdu paroæ raspredeleniæ

sluqaænyh veliqin –(L((x_1, y_1)), L((x_2, y_2))) =: –(x_1, y_1, x_2, y_2) = 1 2 min{|x_2 −x_1|+|y_2 −y_1|, |x_2 −y_1|+|y_2 −x_1|}, pust~ { ξ_σ2 : σ ∈ R_+ } —

semeæstvo sluqaænyh vektorov iz E ⊕ E s dvumernym ¡kruglym¿ raspredeleniem γ_σ2 ⊗ γ_σ2 , gde γ_σ2 = γ ∘ σ^{−1} poluqaetsØ gomotetiqnym rastØgivaniem γ v σ raz. Dvumernoe podprostranstvo, na kotorom sosredotoqeny mery γ_σ2 ⊗ γ_σ2 , oboznaqim Lγ . DlØ proizvol~nogo z0 ∈ E ⊕ E, kak legko proverit~, d dσ^2 E

(–(z0 + ξσ2 )) =^1_2^1_{2πσ2}^∫_{Lγ} ΔL_γ –(z0 + z)e^{− jzj2}2σ^2 dz,

gde ΔL_γ — dvumernyæ operator Laplasa v evklidovoæ ploskosti

L_γ . RassmatrivaØ proizvodnu¸ po σ^2 matematiqeskogo oßidaniØ

– na vsem E ⊕ E, poluqaem d dσ^2 E^{γ̄∗γσ2} (–) =^∫_{E⊕E} E(–(z̄ + ξσ2 )) γ̄(dz̄) = 1 2 ∫ E⊕E (∫ L_γ Δ_{Lγ} –(z̄ + z) γ_σ2 (dz) ) γ̄(dz̄). Drugimi slovami, dlØ kaßdoæ toqki z̄ ∈ E ⊕ E nahoditsØ matematiqeskoe oßidanie sluqaænoæ veliqiny ΔL_γ –(z̄ + z) po mere

γ_σ2 , i poluqennaØ funkciØ integriruetsØ po γ̄.

Izuqim povedenie (obobwennoæ) funkcii ΔL_γ –, zadannoæ na dvumernyh sloØh, parallel~nyh Lγ . Laplasian ΔL_γ – v l¸boæ

252 A. V. SUDAKOV

toqke prostranstva E ⊗ E est~ summa vtoryh qastnyh proizvodnyh funkcii – po kakim-nibud~ dvum ortogonal~nym napravleniØm v ploskosti L_γ . Poskol~ku funkciØ – — kusoqno-lineænaØ (kusoqno-affinnaØ) na kaßdoæ sdvinutoæ ploskosti L_γ (kak i voobwe na l¸bom affinnom podprostranstve), laplasian Δ_{Lγ} – raven nul¸ vnutri uqastkov lineænosti i ØvlØetsØ odnomernoæ lebegovoæ meroæ s nekotorym kofffficientom na qastØh prØmyh (v naxem sluqae — luqah), ØvlØ¸wihsØ granicami uqastkov lineænosti. Nam nado opredelit~ ffti kofffficienty.

Esli napravleniØ differencirovaniØ v ortogonal~noæ pare vybrany perpendikulØrno i parallel~no prØmoæ izloma, to vtoraØ proizvodnaØ vdol~ prØmoæ izloma ravna nul¸, i ΔL_γ – raven vtoroæ proizvodnoæ poperek izloma. Kofffficient pri odnomernoæ δ-mere raven predelu raznosteæ pervyh qastnyh proizvodnyh (poperek izloma) za i pered izlomom. Esli ße differencirovanie idet po proizvol~noæ pare ortogonal~nyh napravleniæ, kofffficient pri odnomernoæ δ-mere raven summe vtoryh proizvodnyh po fftim napravleniØm s kofffficientami, ravnymi sinusam uglov meßdu sootvetstvu¸wimi napravleniØmi differencirovaniØ i prØmoæ izloma.

Esli γ̄ sosredotoqena na prØmoæ (kak v interesu¸wem nas sluqae), to v E ⊕ E mera γ̄ ⊗ γ̄ sosredotoqena na dvumernom podprostranstve Lγ̄ . Esli γ̄ i γ sosredotoqeny na raznyh prØmyh, to

L_{γ̄} i L_γ pereseka¸tsØ tol~ko po naqalu i L_{γ̄} + L_γ = R^4. Qerez

kaßdu¸ toqku ploskosti Lγ̄ prohodit rovno odna sdvinutaØ Lγ , i my moßem ih indeksirovat~ toqkami z̄ ∈ Lγ̄ : Lγ,z̄.

Pust~ xs̄ = yc̄ — uravnenie prØmoæ, na kotoroæ sosredotoqena γ̄, c̄^2 + s̄^2 = 1. Togda Lγ̄ ∋ z̄ = (b1c̄, b1s̄, b2c̄, b2s̄), i (b1, b2) sut~ koordinaty v estestvennoæ ortonormirovannoæ sisteme koordinat na

L_{γ̄} . Analogiqno, pust~ xs = yc — uravnenie prØmoæ, na kotoroæ

sosredotoqena γ, c^2 + s^2 = 1. Togda Lγ ∋ z = (a1c, a1s, a2c, a2s), i

(a_1, a_2) — koordinaty v estestvennoæ ortonormirovannoæ siste-

me koordinat na Lγ . Poskol~ku Lγ,z̄ = Lγ + z̄, sistema koordinat

(a_1, a_2) estestvenno perenositsØ na L_{γ,z̄}, i z ∈ L_{γ,z̄} s koordina-

tami (a1, a2) budet imet~ koordinaty (a1c + b1c̄, a1s + b1s̄, a2c +

b_2c̄, a_2s + b_2s̄) v R^4.

Poskol~ku – — poloßitel~no odnorodnaØ funkciØ na R^4,

–(αz) = α–(z), a takße vvidu togo, qto – zavisit tol~ko ot

raznosteæ koordinat argumenta, grafiki –(z) na razliqnyh Lγ,z̄

KONTRPRIMER 253

(rassmatrivaemyh kak affinnye ploskosti) budut podobny drug drugu. Bolee togo, kofffficient podobiØ raven b_1 − b_2, t.e. dlØ l¸byh z̄ ∈ L_{γ̄} , leßawih na nekotoroæ prØmoæ b_1 − b_2 = const, grafiki funkcii –(z) na L_{γ,z̄} budut kongruffntnymi. Deæstvitel~no, esli my uveliqim b_1 i b_2 na k(c − s) (dlØ l¸bogo k), a a_1 i a_2 umen~xim na k(c̄ − s̄), to kaßdaØ koordinata uveliqitsØ na

k(cs̄ − c̄s), i znaqenie – ostanetsØ neizmennym.

U funkcii – izlomy mogut imet~ mesto tol~ko pri sovpadenii kakoæ-libo pary iz qetyreh koordinat v R^4: otricatel~nye (t.e. s otricatel~noæ vtoroæ proizvodnoæ po nekotoromu napravleni¸) pri x_1 = y_1 ili x_2 = y + 2 i poloßitel~nye pri x_1 = x_2,

x_1 = y_2, y_1 = x_2 ili y_1 = y_2. U ograniqeniØ – na l¸bu¸ affin-

nu¸ ploskost~ izlomy budut v obwem sluqae leßat~ na sootvetstvu¸wih xesti prØmyh.

Qtoby naæti proizvodnu¸ po σ^2 matematiqeskogo oßidaniØ – po mere (γ̄ ⊗ γ̄) ∗ (γ_σ2 ⊗ γ_σ2 ), nußno prointegrirovat~ po γ̄ ⊗ γ̄ (na

L_{γ̄} ) znaqenie integrala ot Δ_{Lγ} – po γ_σ2 na L_{γ,z̄} kak funkcii ot z̄ ∈ L_{γ̄} . Pri fftom integral po ploskosti L_{γ̄} moßno predstavit~ v

vide povtornogo integrala po prØmym b1 − b2 = const i potom po faktorprostranstvu takih prØmyh s faktor-meroæ γ̄⊥ (oqevidno, esli dispersiØ γ̄ ediniqnaØ, to i oba integrala berutsØ po standartnoæ gaussovskoæ mere).

Oboznaqim b = b1 − b2. Pust~ b1 − b2 = const, togda vse sootvetstvu¸wie Lγ,z̄ izomorfny drug drugu otnositel~no zadannoæ na nih funkcii –. Budem rassmatrivat~ ploskost~ Lγ,b, izomorfnu¸ kaßdoæ iz nih i s inducirovannoæ na nee funkcieæ –. Naqala koordinat ploskosteæ Lγ,z̄ pri fftom izomorfizme ne sovpada- ¸t; vyberem v kaqestve naqala v Lγ,b obraz centrov simmetrii znaqeniæ funkcii – — toqek, opredelØemyh sistemoæ x1 = y1,

x_2 = y_2. Oboznaqim l_b prØmu¸, sostoØwu¸ iz obrazov toqek z̄.

Ona raspoloßena parallel~no glavnoæ diagonali, i rasstoØnie ot nee do naqala ploskosti Lγ,b ravno |_{(b1−b2)(c̄−s̄)} √ 2(c−s) | = |_{b√} 2(c−s) | . Na samom dele korrektnee bylo by pisat~ Lγ,γ̄,b vmesto Lγ,b, poskol~ku masxtab – na ploskosti zavisit ot vybora c̄ i s̄. Odnako sovokupnost~ vseh Lγ,b ot vybora γ̄ ne zavisit. Deæstvitel~no, poloßenie Lγ v R^4 ne zavisit ot vybora γ̄, sledovatel~- no sovokupnost~ Lγ,z̄, ØvlØ¸wihsØ prosto vsevozmoßnymi sdvigami Lγ v R^4, toße ne zavisit ot γ̄ (hotØ, koneqno, poloßenie toqki z̄ na Lγ,z̄ zavisit ot γ̄), a Lγ,b est~ faktor-mnoßestvo

254 A. V. SUDAKOV

vseh L_{γ,z̄} s odinakovym masxtabom –. Esli by my opredelili

b = (b_1 − b_2) (_{s̄} s −^{c̄−s̄}_{c−s} ) , to Lγ,b deæstvitel~no ne zavisela by ot γ̄, no takoe opredelenie usloßnit dal~neæxie vykladki.

Integrirovanie na L_{γ,z̄} i potom po prØmoæ b_1 − b_2 = const v

L_{γ̄} moßno predstavit~ kak integrirovanie na ploskosti L_{γ,b} po

mere, ØvlØ¸weæsØ svertkoæ krugloæ mery γ_σ2 ⊗γ_σ2 i gaussovskoæ mery na prØmoæ lb, poluqa¸weæsØ perenosom mery na prØmoæ

b_1 − b_2 = const iz L_{γ̄} v L_{γ̄} . DispersiØ fftoæ mery na l_b ne zavisit

ot b1 − b2 i ravna (^{c̄−s̄}_{c−s} )^2 (dlØ standartnoæ γ̄).

VernemsØ teper~ neposredstvenno k naxemu sluqa¸, kogda γ sosredotoqena na prØmoæ x + y = 0, t.e. c = −s = 1/ √ 2, i vyØsnim kak imenno vyglØdit grafik Δ_{Lγ} – na L_{γ,z̄}. Otricatel~nye rebra budut raspoloßeny vertikal~no (x_1 = y_1) i gorizontal~no (x_2 = y_2), a poloßitel~nye — parallel~no glavnoæ diagonali (x_1 = x_2 i y_1 = y_2) i perpendikulØrno eæ (x_1 = y_2 i y_1 + x_2). Pust~ dlØ opredelennosti na L_{γ,z̄} prØmaØ y_1 = y_2 levee i vyxe prØmoæ x1 = x2. Na kosom kreste { z ∈ Lγ,z̄ : x1 < x2, y1 <

y_2 } ∪ { z ∈ L_{γ,z̄} : x_1 < y_2, y_1 < x_2 } funkciØ – postoØnna (a imenno,

ravna |b1 − b2| |c̄ + s̄|). Mnoßestvo toqek poloßitel~nogo izloma funkcii – na Lγ,z̄ sovpadaet s graniceæ fftogo kresta, a toqki otricatel~nogo izloma obrazu¸t vertikal~nye i gorizontal~- nye luqi, vyhodØwie iz uglov fftogo kresta (toqek x1 = x2 = y2,

x_1 = x_2 = y_1, y_1 = y_2 = x_2 i y_1 = y_2 = x_1). Iz soobraßeniæ

simmetrii kofffficienty pri δ-merah, predstavlØ¸wih soboæ

Δ_{Lγ} –, sovpada¸t na poloßitel~nyh rebrah s odnoæ storony i

na otricatel~nyh s drugoæ. Naædem ffti kofffficienty.

Iz otricatel~nyh reber rassmotrim iduwiæ vverh luq (x1 =

y_1). Pust~ a_2 = const ≫ 0, a_1 izmenØetsØ vblizi prØmoæ x_1 = y_1.

Sleva ot prØmoæ y2 < x1 < y1 < x2, sprava — y2 < y1 < x1 < x2. Sledovatel~no, –((x1, y1, x2, y2)) = x1 − y2 + x2 − y1 = (x̄1 + a1c) −

(ȳ_2 + a_2s) + (x̄_2 + a_2c) − (ȳ_1 + a_1s) = const +^{1√}_2 (a_1 + a_1) = const + √ 2a_1

sleva ot prØmoæ i –((x1, y1, x2, y2)) = y1 − y2 + x2 − x1 = (ȳ1 +

a_1s) − (ȳ_2 + a_2s) + (x̄_2 + a_2c) − (x̄_1 + a_1c) = const +^{1√}_2 (−a_1 − a_1) =

const − √ 2a_1 sprava ot prØmoæ (my oboznaqaem z̄ = (x̄_1, ȳ_1, x̄_2, ȳ_2)).

Sledovatel~no,^∂_{∂a1} –(z) = √ 2 sleva ot prØmoæ i − √ 2 sprava, i, nakonec, ΔL_γ – | x_1=y_1 =

∂^2 ∂a^2_1 –(z) | x_1=y_1 = −2 √ 2δ. Iz poloßitel~nyh reber rassmotrim luq x1 = x2, napravlennyæ vpravo-vverh. V okrestnosti fftogo luqa sleva-sverhu

KONTRPRIMER 255

y_1 < y_2 < x_1 < x_2 i –((x_1, y_1, x_2, y_2)) = y_2 − y_1 + x_2 − x_1 = (ȳ_2 + a_2s) − (ȳ_1+a_1s)+(x̄_2 +a_2c)−(x̄_1 +a_1c) = const +^{1√}_2 (−a_2+a_1 +a_2−a_1) = const,

a sprava-snizu — y1 < y2 < x2 < x1 i –((x1, y1, x2, y2)) =

y_2 − y_1 + x_1 − x_2 = (ȳ_2 + a_2s) − (ȳ_1 + a_1s) + (x̄_1 + a_1c) − (x̄_2 + a_2c) = const +^{1√}_2 (−a_2 + a_1 + a_1 − a_2) = const + √ 2(a_1 − a_2). Sleva-sverhu ∂ ∂a_1 –(z) = ∂ ∂a_2 –(z) = 0; sprava-snizu ∂ ∂a_1 –(z) = √ 2,^∂_{∂a2} –(z) = − √ 2. Nakonec, ΔL_γ – | x_1=x_2 =

∂^2 ∂a^2_1 –(z) | x_1=y_1 +

∂^2 ∂a^2 –(z) | x_1=y_1 = (sin π 4 ( √ 2 − 0) + sin^π_4 (0 + √ 2))δ = 2 ·^{1√}_2 · √ 2δ = 2δ.

Zafiksiruem b i rassmotrim L_{γ,b}. Obrazy toqek { z̄ : (b_1 −

b_2)(c̄ − s̄) = b } pri otoßdestvlenii L_{γ,z̄} s L_{γ,b} obrazu¸t prØ-

mu¸ l_b, parallel~nu¸ glavnoæ diagonali. Pri s̄ = 0 i c̄ = 1 ffta prØmaØ sovpadaet s prØmoæ y_1 = y_2, a pri malom otricatel~nom s̄ (i blizkom k edinice c̄) ffta prØmaØ sdvinetsØ nalevovverh i budet peresekat~ dva poloßitel~nyh rebra (perpendikulØrno) i dva otricatel~nyh (pod uglom π/4). Na lb voznikaet (simmetriqnaØ otnositel~no sredneæ toqki dlØ dvuh pereseqeniæ lb s rebrami) gaussovskaØ mera γ̄b, ØvlØ¸waØsØ perenosom ograniqeniØ mery γ̄ ⊗ γ̄ na prØmu¸ { z̄ : b1 − b2 = b }. Kak uße otmeqalos~, ee dispersiØ ravna (^{c̄−s̄}_{c−s} )^2 Nas interesuet ∫ L_{γ,b} ΔL^γ –(z) (γb ∗ (γσ^2 ⊗ γσ^2 ))(dz). Pri stremlenii σ

2 k nul¸ fftot integral stremitsØ k ∫ l_b ΔL^γ –(z) γ̄b(dz), ravnomu summe nagruzok

na peresekaemyh rebrah, umnoßennyh na plotnost~ mery γ̄b v toqkah pereseqeniØ i delennyh na sinus ugla meßdu lb i peresekaemym rebrom. Iz soobraßeniæ simmetrii plotnost~ mery γ̄b v toqkah pereseqeniØ lb s poloßitel~nymi rebrami sovpadaet; oboznaqim fftu plotnost~ pb+. Analogiqno dlØ toqek pereseqeniØ s otricatel~nymi rebrami, oboznaqim fftu plotnost~ pb−. Imeem: ∫ l_b Δ_{Lγ} –(z) γ̄_b(dz) = 2 ( 1 sin(π/2) · 2 · p_{b+} − 1 sin(π/4) · 2 √ 2 · p_{b−} )

= 4p_{b+} − 8p_{b−}.

Otmetim, qto toqki pereseqeniØ prØmoæ lb s poloßitel~nymi rebrami leßat vnutri ot toqek pereseqeniØ s otricatel~nymi rebrami, pofftomu vsegda pb+ < pb−, i dlØ kaßdogo fiksirovannogo b za sqet vybora dostatoqno blizkogo k nul¸ otricatel~- nogo s̄ my moßem sdelat~ pb+ i pb− kak ugodno blizkimi. Nado

256 A. V. SUDAKOV

zametit~, qto pri izmenenii c̄ i s̄ budut menØt~sØ i L_{γ,b} (t.e. masxtab grafika Δ_{Lγ} –), i dispersiØ gaussovskoæ mery na l_b; odnako i masxtab, i dispersiØ stremØtsØ k nenulevym predelam pri s̄ ↗ 0, a toqki pereseqeniØ l_b s rebrami v predele poparno sovpada¸t (no vse vmeste ne sliva¸tsØ). Sledovatel~no, raznost~ 4p_{b+} − 8p_{b−} udastsØ sdelat~ otricatel~noæ.

Odnako pri l¸byh fiksirovannyh c̄ i s̄ dlØ dostatoqno bol~- xih b otnoxenie p_{b+}/p_{b−} stanovitsØ kak ugodno bol~xim, poskol~ku s rostom b masxtab raspoloßeniØ reber i l_b na L_{γ,b} rastet, a dispersiØ γ̄_b ostaetsØ postoØnnoæ, i, sledovatel~no, raznost~ 4p_{b+} − 8p_{b−} stanovitsØ poloßitel~noæ. Tem ne menee, pri dostatoqno blizkom k nul¸ s̄ poloßitel~nye znaqeniØ podyntegral~noæ funkcii prihodØtsØ na hvosty gaussovskoæ mery

γ̄_⊥, i znaqenie integrala okazyvaetsØ otricatel~nym. Pokaßem

ffto.

DispersiØ mery γ̄_b ravna (_{c̄−s̄} c−s )_2 =^{(c̄−s̄)2}_2 . RasstoØnie ot

centra simmetrii prØmoæ lb (t.e. ot centra mery γ̄b) do toqek pereseqeniØ fftoæ prØmoæ s otricatel~nymi rebrami ravno^1√_2 (b1 − b2)^{c̄−s̄}_{c−s} =^1_2 b(c̄ − s̄); analogiqno, rasstoØnie ottuda ße do toqek pereseqeniØ s poloßitel~nymi rebrami ravno^1√_2 (b1 − b2) (_{c̄−s̄} c−s −^{s̄} ) =^1_2 b(c̄ + s̄). Takim obrazom my nahodim

p_{b−} =^{c̄−s̄}_2^√_π e^{− b24} , p_{b+} =^{c̄−s̄}_2^√_π e^{− b}

2(c̄+s̄)2

4(c̄�s̄)2 . Nakonec, vypisyvaem intere-

su¸wiæ nas integral: I = ∫ (4p_{b+} − 8p_{b−}) γ̄_⊥(db) = 4 √ 2π ∫ (p_{b+} − 2p_{b−})e^{− b22} db = 2(c̄ − s̄) π √ 2 ∫ (e^{− b} 2 2 −^{b2(c̄+s̄)2} 4(c̄�s̄)2 − 2e− b2 2 −^{b2}_4 ) db.

Pri s̄ ↗ 0 integral I → −^{√2}_π ∫ e^{− 34 b2} db < 0. Takim obrazom, my

poluqili, qto pri dostatoqno blizkom k nul¸ otricatel~nom s̄ pri σ^2 = 0 proizvodnaØ^d_{dσ}2 Eγ̄∗γ_{σ2} (–) < 0, a znaqit pri dostatoqno malom σ^2 imeem Eγ̄ (–) > Eγ̄∗γ_{σ2} (–), qto i trebovalos~ dokazat~.

Literatura

1. V. N. Sudakov, H. v. Weizsäcker, Typical distributions: the infinite-dimensional

KONTRPRIMER 257

approach. Abstracts of communications of the International conference “Asymptotic Methods in Probability and Mathematical Statistics”, St. Petersburg, June 24–28, 1998.

Sudakov A. V. A counterexample to the conjecture on monotonicity of an integral with respect to Gaussian measure.

It is shown that for the Kantorovich metrics – on probability measures for centered Gaussian measures γ defined on Euclidean space E of random variables X the integral I(γ) = ∫∫ E⊕E –(L(X1), L(X2))(γ ⊗ γ) d(X1, X2), is not always monotonic in γ.

Postupilo 20 dekabrØ 1999 g.

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN