Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 260, 1999 g.

A. V. Sudakov, V. N. Sudakov

�MPIRIQESKIE RASPREDELENI˚ I RAVNOMERNYE PO RAZMERNOSTI OCENKI RAZBROSA V ZADAQE O TIPIQNYH RASPREDELENI˚H

Pust~ E — koneqnomernoe prostranstvo bol~xoæ razmernosti i pust~ P — nekotoraØ borelevskaØ veroØtnostnaØ mera vtorogo porØdka na fftom prostranstve, t.e. takaØ veroØtnostnaØ mera, dlØ kotoroæ lineænye na E funkcionaly X — fflementy soprØßennogo s E prostranstva F = E^′ — ime¸t otnositel~no fftoæ mery raspredeleniØ L(X, P) s koneqnymi vtorymi momentami. Zdes~ L(X, P) = L(X) = P∘X^{−1} — raspredelenie fflementa

X ∈ F , rassmatrivaemogo kak sluqaænaØ veliqina otnositel~no

veroØtnostnoæ mery P. Problematika tipiqnyh raspredeleniæ (sm., naprimer, [1]) — ffto v pervu¸ oqered~ vyØsnenie usloviæ, pri kotoryh suwestvuet takoe odnomernoe raspredelenie

P, kotoroe v tom ili drugom smysle ¡tipiqno¿ dlØ rasprede-

leniæ L(X, P) fflementov prostranstva F . Pod tipiqnost~¸ ße ponimaetsØ tipiqnost~ otnositel~no nekotorogo veroØtnostnogo raspredeleniØ μ na prostranstve F sluqaænyh veliqin, kotoroe v kakom-to smysle predstavlØetsØ ¡estestvennym¿ dlØ fftogo prostranstva. Esli, naprimer, prostranstvo F snabßeno strukturoæ evklidova prostranstva (kakoæ-to apriornoæ ili inducirovannoæ vloßeniem F ⊂ L^2(E, P)), to v kaqestve takoæ estestvennoæ veroØtnostnoæ mery μ v prostranstve F mogut byt~ rassmotreny ravnomernoe raspredelenie m_F na ediniqnoæ sfere (granice ediniqnogo xara) prostranstva F , gaussovskaØ mera s temi ße korrelØcionnymi harakteristikami, qto i mera m_F , ili standartnaØ gaussovskaØ mera γ^∘_F v evklidovom prostranstve F . Svoæstvo tipiqnosti nekotorogo odnomernogo raspredeleniØ P oznaqaet koncentraci¸ (v tom ili inom smysle) mery

μ∘L^−1(·, P) vokrug fftogo raspredeleniØ. Takim obrazom, ponØtie

koncentracii, tipiqnosti nekotorogo raspredeleniØ svØzano s

Rabota podderßana grantami RFFI 99-01-00109 i 96-15-96199. 258

�MPIRIQESKIE RASPREDELENI˚ I OCENKI RAZBROSA 259 fiksacieæ nekotoroæ metriki ρ na mnoßestve P_2(R^1) veroØtnostnyh mer vtorogo porØdka na vewestvennoæ prØmoæ R, priqem vsØ situaciØ vokrug rassmatrivaemoæ problemy moßet suwestvenno menØt~sØ pri zamene odnoæ metriki na drugu¸. Tak, byvaet udobno vmesto poiska konkretnogo tipiqnogo raspredeleniØ P dokazyvat~ malost~ srednego rasstoØniØ æ(P, μ) = Eμ⊗μ(ρ(L(X1, P), L(X2, P))), gde X_1, X_2 — nezavisimo vybrannye po mere μ sluqaænye veliqiny iz prostranstva F . Pri fftom, oqevidno, malost~ veliqiny æ oznaqaet vysoku¸ koncentraci¸ mery μ ∘ L^{−1}(·, P) i suwestvovanie iskomogo raspredeleniØ P (pri fftom zadaqa ocenivaniØ stepeni tipiqnosti fftogo raspredeleniØ svØzana so svoæstvami prostranstva P_2(R^1), ρ, t.e. so svoæstvami metriki ρ). Tak, dlØ metriki ρ2(α, β) = Z |F_α(t) − F_β(t)|2dt, ispol~zovannoæ v podobnyh celØh S. V. Nagaevym [2], srednee rasstoØnie æ(P, μ) =^{ZZ}_{E×E} ρ(L(X1, P), L(X2, P))(μ ⊗ μ) d(X1, X2) v klasse gaussovskih centrirovannyh mer v prostranstve F , kovariacionnye operatory kotoryh maßoriru¸tsØ ediniqnym (t.e. v klasse gaussovskih mer, maßoriruemyh standartnoæ gaussovskoæ meroæ), dostigaet minimuma po μ na odnomernom gaussovskom raspredelenii, v to vremØ kak dlØ bolee sil~nyh estestvennyh metrik (naprimer, dlØ metriki Kantoroviqa), poloßenie del gorazdo sloßnee, sm. [3].

Osoboe znaqenie imeet zadaqa poluqeniØ ocenok, ne zavisØwih Øvno ot razmernosti koneqnomernogo prostranstva sluqaænyh veliqin F , na principial~nu¸ vaßnost~ qego v svoe vremØ obratil vnimanie odnogo iz avtorov B. S. Cirel~son. My svØßem suwestvovanie takih ocenok so svoæstvami metriki ρ, pro- ØvlØ¸wimisØ v svØzi s rassmotreniem ffmpiriqeskih mer dlØ povtornyh nezavisimyh vyborok bol~xogo ob¨ema.

Pust~ F — evklidovo prostranstvo razmernosti n, μ = γ^n_0 — standartnaØ gaussovskaØ mera v fftom prostranstve. Pust~

260 A. V. SUDAKOV, V. N. SUDAKOV

{ω_{n,}1, . . ., ω_{n,n}} — kakoæ-nibud~ ortonormirovannyæ bazis v F .

Pust~ P^0_n oboznaqaet ravnomernoe raspredelenie na mnoßestve

S(P^0_n) = { n^12 ωn,k : k = 1, . . . , n }.

Prostranstvo F realizuem kak prostranstvo naborov kofffficientov razloßeniæ ego fflementov po bazisu, soprØßennomu s bazisom {ω_{n,1}, . . . , ω_{n,n}}, prevrativ, takim obrazom, F v prostranstvo l^2_n. Netrudno ubedit~sØ, qto evklidova struktura fftogo prostranstva sovpadaet s evklidovoæ strukturoæ, inducirovannoæ uße upominavximsØ vloßeniem F ⊂ L^2(E, P^0_n).

Pust~ X ∈ F vybiraetsØ naudaqu v sootvetstvii so standartnoæ gaussovskoæ meroæ μ = γ^∘_F . Pri fftom X kak fflement prostranstva l^2_n moßno rassmatrivat~ kak nezavisimu¸ povtornu¸ vyborku iz standartnogo normal~nogo zakona N (0, 1). My, odnako, v pervu¸ oqered~ budem rassmatrivat~ znaqeniØ funkcii X na fflementah prostranstva E, na kotoryh sosredotoqena mera

P = P^0_n (t.e. vosprinimaØ X preßde vsego kak fflement prostran-

stva L^2(P), ne obrawaØ vnimanie na razmernost~ prostranstva E). Esli kak funkciØ X na fflementah ortonormirovannogo bazisa associirovalas~ dlØ nas s povtornoæ nezavisimoæ vyborkoæ iz zakona N (0, 1), to teper~ znaqeniØ toæ ße funkcii na fflementah S(P^0_n) budut vyboroqnymi znaqeniØmi dlØ podobnoæ vyborki iz zakona N (0, n). Vyboroqnoe raspredelenie θ(X), otveqa¸- wee fftoæ vyborke, — ffto mera iz prostranstva P(R):

θ(X) = P ∘ X^−1 ∈ P(R).

Budem v dal~neæxem rassmatrivat~ metriki ρ na podprostranstvah prostranstva P(R), poroßdaemye sledu¸wim obrazom. Pust~ X — normirovannoe s normoæ ‖·‖ prostranstvo izmerimyh funkciæ na prostranstve ([0, 1], B, mes), priqem dlØ l¸- bogo X ∈ X vypolneno ‖X‖ = ‖X ∘ T ‖, gde T — proizvol~nyæ avtomorfizm otrezka [0, 1] s meroæ Lebega mes. Togda dlØ α, β ∈ X vypolneno ravenstvo ρ(α, β) = ‖If − Ig‖, gde L(f) = α, L(g) = β i I — neubyva¸waØ perestanovka f ∈ X .

Pust~ teper~ nekotoraØ metrika ρ na prostranstve P(R) takova, qto dlØ nekotoroæ absol¸tnoæ konstanty C dlØ l¸bogo natural~nogo n srednee po raspredeleni¸ γ^∘_F ⊗ γ^∘_F srednee znaqenie rasstoØniØ meßdu dvumØ nezavisimo poluqennymi ffmpi-

�MPIRIQESKIE RASPREDELENI˚ I OCENKI RAZBROSA 261 riqeskimi merami ne prevoshodit C:

Eρ(P^0_n ∘ X^{−1}_1 , P^0_n ∘ X^{−1}_2 ) 6 C. (∗)

(Vmesto rasstoØniØ meßdu dvumØ nezavisimo poluqennymi ffmpiriqeskimi merami moßno rassmatrivat~ rasstoØnie meßdu ffmpiriqeskoæ meroæ i ¡teoretiqeskim¿ raspredeleniem, t.e.

N (0, n), no my interesuemsØ formulirovkoæ, no soderßaweæ raz-

mernosti). Pust~ M — klass takih metrik. DlØ metriki ρ ∈ M , po skazannomu vyxe, my prihodim k sledu¸wemu zakl¸qeni¸. �to, po suwestvu, pereformulirovka svoæstva (∗) v terminah ne ffmpiriqeskih mer, a raspredeleniæ sluqaænyh fflementov prostranstva E.

Predloßenie 1. Pust~ v vektornom n-mernom prostranstve E

veroØtnostnaØ mera P predstavlØet soboæ n atomov, nesuwih ravnye nagruzki i sosredotoqennyh na lineæno-nezavisimyh fflementah ω_1, . . ., ω_n prostranstva E. Pust~ γ — standartnaØ gaussovskaØ mera na lineænom prostranstve E = F^′ s evklidovoæ strukturoæ, opredelØemoæ vloßeniem E ⊂ L^2(P). DlØ metrik ρ iz klassa M srednee znaqenie sluqaænoæ veliqiny

ρ(P ∘ X^{−1}_1 , P ∘ X^{−1}_2 ), (X1, X2) ∈ (E × E, γ ⊗ γ)

ne prevoshodit C = C(ρ).

HotØ svoæstvo M otnositsØ tol~ko k ffmpiriqeskim meram dlØ nezavisimyh vyborok, Predloßenie 1 moßet byt~ obobweno na sluqaæ proizvol~nyh mer P vtorogo porØdka. Deæstvitel~no, poskol~ku ocenka srednego rasstoØniØ konstantoæ C = C(ρ) dlØ ravnomernyh raspredeleniæ na koneqnyh lineæno-nezavisimyh podmnoßestvah l¸boæ mownosti ne zavisit ot razmernosti, a dlØ proizvol~noæ mery vtorogo porØdka suwestvuet approksimiru¸waØ fftu meru v trebuemom smysle posledovatel~nost~ mer takogo tipa (s uveliqeniem razmernosti prostranstv ih zadaniØ), my prihodim k sledu¸weæ teoreme.

Teorema 1. Pust~ v vektornom koneqnomernom prostranstve E

zadana veroØtnostnaØ mera P vtorogo porØdka. Pust~ γ — standartnaØ gaussovskaØ mera na lineænom prostranstve E = F^′ s evklidovoæ strukturoæ, opredelØemoæ vloßeniem E ⊂ L^2(P). DlØ metrik ρ iz klassa M srednee znaqenie sluqaænoæ veliqiny

ρ(P ∘ X^{−1}_1 , P ∘ X^{−1}_2 ), (X1, X2) ∈ (E × E, γ ⊗ γ)

262 A. V. SUDAKOV, V. N. SUDAKOV ne prevoshodit C = C(ρ).

Nakonec, neskol~ko slov o vozmoßnom metode proverki svoæstva M .

Teorema 2. Pust~ metrika ρ takova, qto dlØ l¸boæ mery vto-

rogo porØdka P funkciØ

ρ((X1, X2)) = ρ(P ∘ X^−11 , P ∘ X^−12 )

lipxiceva s konstantoæ edinica otnositel~no evklidovoæ metriki na prostranstve E ⊕ E, gde na kaßdom prØmom slagaemom evklidova metrika poroßdaetsØ, kak obyqno, vloßeniem v sootvetstvu¸wee prostranstvo L^2(P). Esli dlØ nekotoryh absol¸tnyh poloßitel~nyh konstant a i b vypolnØetsØ uslovie

(γ_F ⊗ γ_F )({ (X_1, X_2) : ρ(P ∘ X^{−1}_1 , P ∘ X^{−1}_2 ) 6 a }) ¿ b,

to metrika ρ obladaet svoæstvom M .

Literatura

1. V. N. Sudakov, H. v. Weizsäcker, Typical distributions: the infinite-dimensional approach. Abstracts of communications of the International conference “Asymptotic Methods in Probability and Mathematical Statistics”, St. Petersburg, June 24–28, 1998.

2. S. V. Nagaev, O raspredelenii lineænyh funkcionalov v koneqnomernyh

prostranstvah vysokoæ razmernosti. — DAN SSSR 263, ˝ 2 (1982),

295–296.

3. A. V. Sudakov, Kontrprimer k gipoteze o monotonnosti integrala po

gaussovskoæ mere. — ZNS POMI, 260 (1999).

Sudakov A. V., Sudakov V. N. Empirical distributions and dimensioninvariant estimations in the problem of existence of typical distributions.

A connection between empirical measures and dimension-invariant estimations in the problem of existence of typical distributions for finitedimensional spaces of random variables is established.

Postupilo 20 dekabrØ 1999 g.

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN