Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 260, 1999 g.

B. P. Harlamov

ASIMPTOTIKA KRIVO` S ZADANNO` V NULE PLOTNOST^ı TOQKI PERVOGO VYHODA VINEROVSKOGO PROCESSA

RassmatrivaetsØ standartnyæ vinerovskiæ process w(t), t ≥ 0 i oblast~ G ⊂ R_+ × R, ograniqennaØ v okrestnosti toqki (0,0) gladkimi krivymi −g_a(t), g_b(t), (t ¿ 0), gde g_a, g_b – krivye verhnego klassa Hinqina. PredpolagaetsØ, qto (∃T > 0) (∀t : 0 < t < T ) g_a(t), g_b(t) > 0 i G ∩ {(t, x) : 0 < t < T } = {(t, x) : −g_a(t) < x < g_b(t)}. Taku¸ oblast~ my nazyvaem okrestnost~¸ nulØ verhnego klassa. My budem takße imet~ delo s okrestnostØmi nulØ simmetriqnymi, dlØ kotoryh g_a = g_b, i neograniqennymi snizu, dlØ kotoryh

g_a = ∞.

Rassmotrim moment pervogo vyhoda σ_G(w) = inf{t ≥ 0 :

(t, w(t)) ∉ G}. Nas interesu¸t plotnosti f_a i f_b raspredeleniØ

toqki pervogo vyhoda: P (σ_G ∈ dt, w(σ_G) < 0) = f_a(t)dt, P (σ_G ∈ dt, w(σ_G) > 0) = f_b(t)dt (0 < t < T ) otnositel~no lebegovoæ mery po osi t, a takße soot-

vetstvu¸wie im plotnosti

F_a : F_a(t) = f_a(t) /√ 1 + (g^′_a(t))^2, F_b : F_b(t) = f_b(t) /√ 1 + (g^′_b(t))^2

otnositel~no lebegovoæ mery po krivym (esli oni suwestvu¸t).

V rabote obsußda¸tsØ rezul~taty, svØzannye s obratnoæ problemoæ pervogo vyhoda dlØ vinerovskogo processa: naæti krivye verhnego klassa s zadannymi raspredeleniØmi toqki pervogo vyhoda iz okrestnosti nulØ verhnego klassa, ograniqennoæ fftimi krivymi. �ti rezul~taty kasa¸tsØ asimptotiki rexeniØ obratnoæ problemy pervogo vyhoda pri t → 0. Po suwestvu, zadaqa sostoit v nahoßdenii razbieniØ verhnego klassa Hinqina na podklassy, vse funkcii v kotoryh ime¸t odnu i tu ße plotnost~ toqki

Podderßano grantom RFFI 97-01-01168. 290

ASIMPTOTIKA KRIVO` 291

pervogo vyhoda (otnositel~no lebegovoæ mery na krivoæ) v toqke 0+. Estestvennym predstavitelem takogo podklassa ØvlØetsØ uds-krivaØ s zadannoæ plotnost~¸ (krivaØ ravnomernogo raspredeleniØ). Poluqennye rezul~taty otraßa¸t povedenie udskrivyh v nule. �ti krivye ime¸t porØdok rosta v nule vida √ t log^1_t vmesto privyqnogo zakona povtornogo logorifma. Dif-

ferenciaciØ fftih krivyh po razliqnym plotnostØm proØvlØetsØ v vide nekotoroæ dobavki pod znakom logarifma. Sama hinqinovskaØ granica sootvetstvuet beskoneqnoæ plotnosti toqki pervogo vyhoda v nule. V osnove issledovaniØ leßit sledu¸waØ teorema sravneniØ plotnosteæ.

Teorema 1. Pust~ G1, G2 – dve okrestnosti naqal~noæ toqki pro-

cessa, obe – iz verhnego klassa i s kusoqno gladkimi granicami, kotorye pereseka¸tsØ v toqke p = (t, x). Pust~ g_1, g_2 – funkcional~nye predstavleniØ fftih granic, tak qto g_1(t) = g_2(t) = x. Esli G_1 ∩ ((0, t) × R) ⊂ G_2 ∩ ((0, t) × R)

togda f_{g1} (t) ≤ f_{g2} (t),

gde plotnosti i proizvodnye ponima¸tsØ v smysle “sleva” (vnutrennØØ plotnost~ men~xe, qem narußnaØ).

Dokazatel~stvo privedeno v stat~e [2].

Smysl utverßdeniØ sostoit v tom, qto v toqke pereseqeniØ granic “vnutrennØØ” plotnost~ men~xe, qem “narußnaØ”, nesmotrØ na tot oqevidnyæ fakt, qto veroØtnost~ pereseqeniØ vnutrenneæ granicy na intervale (0, t] bol~xe, qem narußnoæ.

�to svoæstvo daet nam sposob ocenki plotnosti dlØ neizvestnoæ krivoæ kak sverhu, tak i snizu. PodhodØwiæ ob¨ekt dlØ sravneniØ – ffto neograniqennaØ snizu okrestnost~ nulØ, verhnØØ granica kotoroæ – prØmaØ l : x = b + k t (b > 0, −∞ < k < ∞) s plotnost~¸ raspredeleniØ toqki pervogo vyhoda na fftu prØmu¸ (otnositel~no lebegovoæ mery na osi t) vida

f_l(t) = b √ 2πt^3 exp(−

(b + k t)^2 2t ), (sm. [1] formula 2.0.2). V sledu¸weæ teoreme my ispol~zuem fftu plotnost~ dlØ ocenki krivoæ s zadannoæ v nule plotnost~¸

292 B. P. HARLAMOV

toqki pervogo vyhoda. DlØ prostoty izloßeniØ my formuliruem teoremu dlØ simmetriqnyh oblasteæ G_1, G_2, dlØ kotoryh

g_{ai} = g_{bi} ≡ g_i (i = 1, 2), gde g_i – krivaØ verhnego klassa Hinqina.

Plotnosti raspredeleniØ toqki pervogo vyhoda na verhn¸¸ i nißn¸¸ granicu oblasti G_i v simmetriqnom sluqae odinakovy. My oboznaqim ih obwee znaqenie F_{gi} .

Teorema 2. DlØ l¸bogo c > 0 suwestvu¸t krivye verhnego klassa

g_1 i g_2, dlØ kotoryh lim_{t→0}F_{g1} (t) ≤ c i lim_{t→0}F_{g2} (t) ≥ c, priqem, g_1(t)/g_2(t) → 1 (t → 0). V kaqestve primera mogut byt~ vzØty krivye

g_1(t) = √ t log 1 t2πc^2 ,

g_2(t) = √ (1 − α)t log 4α t2πc^2 , gde α = 1/ log(1/t).

Dokazatel~stvo. Pervoe iz fftih neravenstv legko proverØetsØ

s ispol~zovaniem teoremy sravneniØ plotnosteæ, gde plotnost~ raspredeleniØ na granice vypuklogo mnoßestva sravnivaetsØ s plotnost~¸ raspredeleniØ na kasatel~noæ prØmoæ v toqke kasaniØ. Vtoroe neravenstvo trebuet bolee sloßnyh vykladok. V fftom sluqae plotnost~ na zadannoæ krivoæ sravnivaetsØ s plotnost~¸ na deformirovannoæ krivoæ, poluqennoæ zamenoæ qasti krivoæ ee hordoæ.

Dokaßem pervoe neravenstvo. Pust~ g_1(t) = √ t log^1_{t2πc2} . Po te-

oreme sravneniØ plotnosteæ imeem

F_{g1} (t) ≤ g_1(t) − g^′_1(t)t √ 2πt^3(1 + (g^′_1(t))^2) exp(− g^2_1 (t) 2t )

≤ g_1(t) − g^′_1(t)t √ 2πt^3g^′_1(t) exp(− g^2_1 (t) 2t ) = c·( g_1(t) tg^′_1(t) −1) = c· log^1_{t2πc2} + 1 log^1_{t2πc2} − 1 ≤ c·(1+ϵ) dlØ l¸bogo ϵ > 0 pri dostatoqno malyh t.

Dokaßem vtoroe neravenstvo. Pust~ g_2(t) = √ (1 − α)t log^{4α}_{t2πc2} ,

gde α = α(t) = 1/ log(1/t). Preßde vsego dokaßem ffkvivalentnost~ odnostoronne- i dvustoronne-ograniqennyh mnoßestv.

ASIMPTOTIKA KRIVO` 293

Rassmotrim mnoßestvo A = {(t, x) : x < g_2(t)}. Pust~ f_A(t) dt =

P (σ_A ∈ dt). Pri fftom f_A(t) = f_{g2} (t) + ϵ_1, gde

ϵ_1 = t∫ 0 f_{g2} (s)f_{A(s)} (t − s| − g_2(s)) ds, f_{A(s)}(t − s|x) ds = P_x(σ_{A(s)} ∈ (t − s, t − s + ds)) i A(s) = {(t, x) : x < g_2(t + s)}. Po teoreme sravneniØ imeem f_{A(s)}(t − s| − g(s)) ≤ g_2(s) + g_2(t) − g^′_2(t)(t − s) √ 2π(t − s)^3 exp(−

(g_2(s) + g_2(t))^2 2(t − s) )

≤ 2g_2(t) √ 2π(t − s)^3 exp(−

(g_2(t))^2 2(t − s) ) ≤ 2g_2(t) √ 2πt^3 exp(−

(g_2(t))^2 2t ). Poslednee sravnenie my poluqaem, nahodØ maksimum po s funk- cii 1 √ s^3 exp(−

(g_2(t))^2 2s ), kotoryæ budet v toqke s = g^2 (t)/3 > t. Ots¸da

ϵ_1 ≤

2g_2(t) √ 2πt^3 exp(−

(g_2(t))^2 2t ) t∫ 0 f_{g2} (s) ds. Ocenivaem integral: J(t) ≡ t∫ 0 f_{g2} (s) ds ≤ t∫ 0 f_A(s) ds ≤ t∫ 0 g_2(s) √ 2πs^3 exp(− g^2 (s) 2s ) ds

= t∫ 0

√ s(1 − α(s)) log^{4α(s)}_{s2πc2} √ 2πs^3 ( s2πc^2 4α(s) )^1

�α(s)_2 ds

≤ C_1 t∫ 0

√ log^{4α(s)}_{s2πc2} log^1_s

s^{1+α(s)2} ds ≤ C_2 t∫ 0 1 s^{1+ϵ}2

= C_3t^1

�ϵ_2 , gde ϵ > 0 – proizvol~no malaØ veliqina, C_1, C_2, . . . – poloßitel~nye konstanty. PodstavlØØ i dalee znaqenie g_2 v formulu dlØ ϵ_1, poluqaem

ϵ_1 ≤ 2C_2t^{− 1+ε2} · C_3t^1

�ε_2

= C_4t^{−ε}.

294 B. P. HARLAMOV

DlØ plotnosteæ otnositel~no mery Lebega po krivoæ poluqaem sootnoxenie:

F_A(t) − F_{g2} (t) = ϵ_1/ √ 1 + (g^′_2(t))^2 ≤ ϵ_1/g^′_2(t) ≤ C_4t^{−ϵ}/g^′_2(t).

Legko pokazat~, qto dlØ dannogo klassa logarifmiqeskih krivyh spravedlivy sootnoxeniØ √ t/g_i(t) → 0 i g_i(t)/(tg^′_i(t)) → 2 (t → 0), gde i = 1, 2. Ots¸da F_A(t)−F_{g2} (t) ≤ C_5t^{1−ϵ}/g_2(t) → 0, qto

i trebovalos~ dokazat~: asimptotiki plotnosteæ pervogo vyhoda iz odnostoronne- i dvustoronne-ograniqennyh oblasteæ sovpada¸t.

Zamenim hordoæ qast~ vypukloæ vverh krivoæ g_2 meßdu toqkami α(t) t i t. S pomow~¸ fftoæ deformirovannoæ krivoæ my moßem ocenit~ plotnost~ f_A snizu f_A(t) ≥ g_2(αt)∫

−∞ f̄_{αt}(x) g^2(αt) − x √ 2π(t − αt)^3 exp(−

(g_2(t) − x)^2 2(t − αt) ) dx, gde f̄_s – raspredelenie toqki pervogo vyhoda vinerovskogo processa iz mnoßestva A ∩ ((0, s) × R) na vertikal~nu¸ granicu. Pri fftom f̄_{αt}(x) = f_{αt}(x) − αt∫ 0 f_A(s)f_{αt−s}(x − g_2(s)) ds, gde f_s – plotnost~ raspredeleniØ vinerovskogo processa v moment vremeni s > 0. Ots¸da F_A(t) ≥

≥ 1 √ 1 + (g^′_2(t))^2 g_2 (αt)∫

−∞ f_{αt}(x) g_2(αt) − x √ 2π(t − αt)^3 exp(−

(g_2(t) − x)^2 2(t − αt) ) dx − ϵ_2, gde ϵ_2 ≡ 1 √ 1 + (g^′_2(t))^2 g_2(αt)∫

−∞ ( αt∫ 0 f_A(s)f_{αt−s}(x − g_2(s)) ds) g_2(αt) − x √ 2π(t − αt)^3 ×

× exp(−

(g_2(t) − x)^2 2(t − αt) ) dx ≤ 1 √ 1 + (g^′_2(t))^2 m(t) αt∫ 0 f_A(s) ds,

ASIMPTOTIKA KRIVO` 295 gde m(t) ≡ max x<g_2(αt) g_2(αt) − x √ 2π(t − αt)^3 exp(−

(g_2(t) − x)^2 2(t − αt) ) =

= √ (g_2(t) − g_2(αt))^2 + 4(t − αt) − (g_2(t) − g_2(αt)) 2 √ 2π(t − αt)^3 ×

× exp(− ( √ (g_2(t) − g_2(αt))^2 + 4(t − αt) + (g_2(t) − g_2(αt)))^2 8(t − αt) ) ≤ 2(t − αt) (g_2(t) − g_2(αt)) √ 2π(t − αt)^3 exp(−

(g_2(t) − g_2(αt))^2 2(t − αt) )

≤ 2 g_2(t)(1 − 2 √ α) √ 2π(t − αt) exp(−

(g_2(t))^2(1 − 2 √ α)^2 2(t − αt) )

= 2 √ (1 − α)t log^{4α}_{t2πc2} (1 − 2 √ α) √ 2π(1 − α)t ( t2πc^2 4α )^{(1}

�2pα)^2_2

≤ C_7 √ log^1_t t^{− 1+4} p_{α2} √ log^{4α}_{t2πc2}

≤ C_8t^{− 1+4} p_{α2} . Ots¸da, ispol~zuØ ocenku integrala, poluqaem

ϵ_2 ≤ C_3C_8 t^{− 4} p_{α+ϵ2} √ 1 + (g^′_2(t))^2 ≤ C_9 t^{1− 4} p_{α+ϵ2}

g_2(t) → 0 (t → 0). DlØ l¸bogo k > 0 pri dostatoqno malyh t imeem g_2(αt)∫

−∞ f_{αt}(x) g_2(αt) − x √ 2π(t − αt)^3 exp(−

(g_2(t) − x)^2 2(t − αt) ) dx

≥ k √ αt∫ −k √ αt f_{αt}(x) g_2(αt) − x √ 2π(t − αt)^3 exp(−

(g_2(t) − x)^2 2(t − αt) ) dx. Pokaßem, qto v predelah integrirovaniØ podyntegral~naØ funkciØ imeet poloßitel~nu¸ vtoru¸ proizvodnu¸ po x:

((g_2(αt) − x) exp(−

(g_2(t) − x)^2 2(t − αt) ))^{′′} = exp(−

(g_2(t) − x)^2 2(t − αt) )×

296 B. P. HARLAMOV ×(−2 g_2(t) − x t − αt − g_2(αt) − x t − αt + (g_2(αt) − x)(g_2(t) − x)^2 (t − αt)^2 ) ≥ exp(−

(g_2(t) − x)^2 2(t − αt) ) g_2(t) − x t − αt [ (−3 +

(g_2(αt) − x)(g_2(t) − x) (t − αt) ) ] . Znak vtoroæ proizvodnoæ opredelØet vyraßenie v kvadratnyh skobkah, kotoroe pri l¸bom k pri dostatoqno malyh t budet poloßitel~nym. Deæstvitel~no, imeem

(g_2(α t) − k √ α t) √ t = (1 − α(α t)) log^{4α(α t)} α t2πc^2 log^1_t − k √ α =

= √ (1 − 1 log(α t)

)(1 + log^2_{πc2}

log^1_t − log(α log(α t))

log^1_t ) − k √ α > 1 2 pri vseh dostatoqno malyh t. Tem bolee ffto spravedlivo dlØ otnoxeniØ

(g_2(t) − k √ αt) √ t → ∞ (t → 0). PrimenØØ neravenstvo Iensena poluqaem ocenku k √ αt∫ −k √ αt f_{αt}(x) g_2(αt) − x √ 2π(t − αt)^3 exp(−

(g_2(t) − x)^2 2(t − αt) ) dx

≥ k √ αt∫ −k √ αt f_{αt}(x) dx · g_2(αt) √ 2π(t − αt)^3 exp(−

(g_2(t))^2 2(t − αt) )

≥ (1 − ϵ) √ (1 − α(α t)) α t log^{4α(α t)}_{α t2πc2} √ 2π(t − αt)^3 √ t2πc^2 4α

≥ (1 − 2ϵ) c 2 √ log^{4α(α t)} α t2πc^2 √ t . Ots¸da F_A(t) ≥ 1 √ 1 + (g^′_2(t))^2

(1 − 2ϵ) c 2 √ log^{4α(α t)} α t2πc^2 √ t − ϵ_2

ASIMPTOTIKA KRIVO` 297

≥ (1 − 3ϵ) c 2 √ t log^{4α(α t)} α t 2πc^2 tg^′_2(t) − ϵ_2

≥ (1 − 4ϵ) c √ t log^{4α(α t)} α t 2πc^2 g_2(t)

− ϵ_2 ≥ (1 − 5ϵ) c − ϵ_2.

Teorema dokazana.

Sledstvie 1. DlØ l¸bogo ε > 0 spravedlivo Fg_b (0+) = ∞ i

F_{ga} (0+) = 0, gde

g_b(t) = (1 − ε) √ t log(1/t), g_a(t) = (1 + ε) √ t log(1/t). Dokazatel~stvo sleduet iz sravneniØ funkciæ:

g_b(t) 6 g_2(t) 6 g_1(t) 6 g_a(t)

pri vseh dostatoqno malyh t.

Literatura

1. A. N. Borodin, P. Salminen, Handbook of Brownian Motion – Facts and Formulae.

Birkhäuser Verlag, 1996.

2. B. P. Harlamov, ObratnaØ problema pervogo vyhoda dlØ vinerovskogo processa. — Zapiski nauqnyh seminarov POMI 244 (1997), 302–314.

Harlamov B. P. Asymptotics for curve with the density given in zero, of a point of the first exit for Wiener process.

In the work the outcomes connected to an inverse problem of the first exit for Wiener process are considered: to find a curve of the upper class with the given distribution of the point of the first exit from region limited to this curve. The evaluations for curve with the density given in zero, of a point of the first exit are found.

Postupilo 16 fevralØ 1999 g.

Institut problem maxinovedeniØ RAN