Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 260, 1999 g.

A. I. Vinogradov

Z-FUNKCI˚ SEL^BERGA. LOKAL^NY` PODHOD

PamØti L. A. Halfina (1932–1998)

Vvedenie

V svØzi s gipotezoæ Linnika [1] Sel~berg vvel, horoxo izvestnu¸ seæqas, Z-funkci¸ v rabote [2]: Z_{m,n}(s) = ∞∑ c=1 S(m, n; c) c^{2s} , Re s > 3/4, (0.1)

gde S(m, n; c) – summa Kloostermana [3] modulØ c i parametrov

m ¿ 1 i n ¿ 1, S(m, n; c) = ∑ xy≡1 (mod c), 16x<c exp ( 2πi mx + ny c ) . (0.2)

V toæ ße rabote [2] Sel~berg predloßil spektral~nyæ metod prodolßimosti Z-funkcii v levu¸ poluploskost~ Re s 6 3/4. �tot metod byl zatem dopolnen i usoverxenstvovan v rabotah [4, 5].

Zdes~ budet predloßen ewe odin podhod k izuqeni¸ Z-funk-cii, utoqnØ¸wiæ raboty [4, 5].

DlØ fftogo preßde vsego razob~em rØd (0.1) na “Øwiki” vida: Z_{m,n}(s) = ∞∑ k=0 Z^{(k)}_{m,n}(s), (0.3)

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda Fundamental~nyh issledovaniæ, grant No. 99-01-00102.

RedakciØ prinØla rexenie o publikacii stat~i A. I. Vinogradova, vyhodØweæ za ramki tematiki naxeæ serii ZNS POMI, uqityvaØ ßelanie avtora byt~ opublikovannym v sbornike, posvØwennom pamØti L. A. Halfina. Red. 298

Z–FUNKCI˚ SEL^BERGA. LOKAL^NY` PODHOD 299 gde Z^{(k)}_{m,n}(s) = ∞∑ c=1 S(m, n; c) c^{2s} ξ ( c 2^k ) , (0.4)

ξ(x) = 1, x ∈ ( 1 2 , 1 ] , 0, x /∈ ( 1 2 , 1 ] . (0.5)

Harakteristiqesku¸ ξ-funkci¸ (0.5) nakroem gladkoæ finitnoæ f-funkcieæ na poluosi x ¿ 0, kotoru¸ opredelim pØt~¸ uslovi- Ømi:

f(x) = 0, 0 6 x 6 1 4 , 0 6 f(x) 6 1,^1_4 6 x 6^1_2, f(x) = 1, 1 2 6 x 6 1, (0.6)

1 ¿ f(x) ¿ 0, 1 6 x 6 1 +^1_4,

f(x) = 0, x ¿ 1 + 1 4 . Na intervale pod¨ema i spuska, t.e. (^1_4 6 x 6^1_2 ) i (1 6 x 6 1+^1_4 ), budem sqitat~ funkci¸ f beskoneqno gladkoæ, monotonnoæ s ograniqennymi proizvodnymi do l¸bogo fiksirovannogo porØdka vkl¸qitel~no. Pri fftom, ne naruxaØ obwnosti rassußdeniæ, moßno sqitat~ fftu funkci¸ simmetriqnoæ otnositel~no central~noæ toqki ee nositelØ x_0 =^3_4 : f(x) = f ( 3 2 − x ) . Iz opredeleniØ harakteristiqeskoæ funkcii (0.4) i gladkoæ finitnoæ funkcii (0.6) vidno, qto vtoraØ maßoriruet pervu¸, pri fftom ξ(x) = f(x) na intervale^1_2 6 x 6 1.

V svØzi s fftim vvedem gladkiæ analog Z-funkcii “Øwika” (0.4) vida:

Z_{fk} (s) = ∞∑ c=1 S(m, n; c) c^{2s} f_k(c), (0.7)

300 A. I. VINOGRADOV gde f_k(c) = f ( c 2^k ) . Prosummirovav vse “Øwiki” (0.7) poluqim gladkiæ f-analog Z-funkcii Sel~berga (0.3):

Z_f (s) = ∞∑ k=0 Z_{fk} (s). (0.8)

§1. SvØz~ meßdu funkciØmi Z_f i Z_{m,n}

Z-funkciØ (0.8) budet otliqat~sØ ot ishodnoæ Z-funkcii Sel~berga (0.3) tem, qto na stykah dvuh sosednih Øwikov: (k+1)- go i k-go pri k ¿ 0, Ødro summirovaniØ iz (0.3) budet uqityvat~sØ dvaßdy, kak funkcieæ f_k(c), tak i f_{k+1}(c). Pri fftom sleva ot styka v k–om Øwike (1.8) my imeem summu: ∑ 2^k�^1 <c62^k

( · ) · [ f_k(c) + f_{k+1}(c) ] , (1.1)

gde f_k(c) = 1, t.k. k-æ Øwik ØvlØetsØ osnovnym intervalom summirovaniØ dlØ funkcii f_k(c) = f(^c_{2k} ), v to vremØ, kak f_{k+1}(c) =

f(^c_{2k+1} ) v k-om Øwike nahoditsØ tol~ko na intervale pod¨ema: 1 4 6^c_2k+1 6^1_2 . Pofftomu summu (1.1) moßno perepisat~ v novom

vide: ∑

2^k�^1<c62^k

( · ) · [ 1 + f_{k+1}(c) ] . (1.2)

V pravoæ storone ot k-go styka, t.e. v (k + 1)-om Øwike analog summy (1.1) imeet vid: ∑ 2^k<c62^{k+1}

( · ) · [ f_k(c) + f_{k+1}(c) ] . (1.3)

V (k + 1)-om Øwike spravedlivo ravenstvo f_{k+1}(c) = 1, t.k. on stanovitsØ osnovnym intervalom summirovaniØ dlØ f_{k+1}(c), a funkciØ f_k(c) nahoditsØ na spuske v fftom Øwike; pri fftom f_k(c) = 0, esli c ¿ (1 +^1_4 ) · 2^k. Pofftomu ne trivial~noæ qast~¸ summy (1.3) ØvlØetsØ ee naqal~naØ qast~: ∑ 2^k<c6(1+^1_4 )·2^k

( · ) · [ f_k(c) + 1 ] . (1.4)

Z–FUNKCI˚ SEL^BERGA. LOKAL^NY` PODHOD 301 Pofftomu otnositel~no k-go styka iz levogo Øwika (1.2) nado udalit~ qast~ summy (1.2) s kofffficientom f_{k+1}(c), a iz qasti pravogo Øwika (1.4) nado udalist~ kofffficient f_k(c).

DlØ fftogo nado zametit~, qto spravedlivo ravenstvo: ∞∑ c=1 ( · ) · f_k(c) · f_{k+1}(c) = = ∑ 2^k�^1<c62^k

( · ) · f_{k+1}(c) + ∑ 2^k<c6(1+^1_4 )·2^k

( · ) · [ f_k(c) ] . (1.5)

DlØ dokazatel~stva fftogo ravenstva dostatoqno zametit~, qto iz opredeleniØ funkcii f_k(c) v (0.7) sleduet ravenstvo

f_{k+1}(c) = f_k ( c 2 ) . Pofftomu spravedlivo ravenstvo:

f_k(c) · f_{k+1}(c) = f_k(c) · f_k ( c 2 ) . (1.6)

No f_k(^c_2 ) = 0, esli c 6 2^{k−1} i f_k(c) = 0, esli c ¿ (1 +^1_4 )2^k.

Pofftomu proizvedenie (1.6) otliqno ot nulØ tol~ko v intervale 2^{k−1} < c 6 (1 +^1_4 )2^k. No v levoæ qasti fftogo intervala

2^{k−1} < c 6 2^k

spravedlivo ravenstvo f_k(c) = 1. Ots¸da poluqaem pervoe sledstvie

f_k(c) · f_{k+1}(c) = f_{k+1}(c), 2^{k−1} < c 6 2^k. (1.7)

V pravoæ qasti rassmatrivaemogo intervala (nositel~ proizvedeniØ (1.6))

2^k < c 6 ( 1 + 1 4 ) 2^k

spravedlivo ravenstvo f_{k+1}(c) = 1. Otkuda poluqaem vtoroe sledstvie:

f_k(c) · f_{k+1}(c) = f_k(c), 2^k < c 6 ( 1 + 1 4 ) 2^k. (1.8)

Ravenstva (1.7) i (1.8) dokazyva¸t (1.5).

302 A. I. VINOGRADOV

Sledovatel~no, dlØ poluqeniØ ishodnoæ Z-funkcii Sel~berga (0.3) iz Z_f , opredelennoæ ravenstvom (0.8), nado udalit~ iz

Z_f vse stykovoqnye Z_{Fk} -funkcii (1.5) po vsem k ¿ 0, gde dlØ

kratkosti my vveli oboznaqenie dlØ proizvedeniØ

F_k(c) = f_k(c) · f_{k+1}(c) = f_k(c) · f_k ( c 2 ) , F (x) = f(x) · f ( x 2 ) , (1.9)

t.e. spravedlivo ravenstvo

Z_{m,n}(s) = Z_f (s) − Z_F (s), (1.10) gde Z_F (s) = ∞∑ k=0 Z_{Fk} (s). (1.11)

Ravenstvo (1.10) bylo poluqeno v oblasti absol¸tnoæ shodimosti Re s > 3/4. Ispol~zuØ ego my smoßem legko prodolßit~ Z-funkci¸ Sel~berga v levu¸ poluploskost~ Re s 6 3/4. No predvaritel~no nam nado poluqit~ spektral~noe predstavlenie

Z_f -funkcii. �to budet sdelano v sledu¸wem paragrafe.

§2. Spektral~noe predstavlenie

Iz opredeleniØ Z_f -funkcii (0.8) vidno, qto dlØ ee spektral~- nogo predstavleniØ dostatoqno poluqit~ takoe predstavlenie dlØ lokal~noæ Z_{fk} -funkcii, opredelenie kotoroæ privedeno v ravenstve (0.7). DlØ tehniqeskogo udobstva v ravenstve (0.7) my sdvinem kritiqesku¸ prØmu¸ Re s =^1_2 vlevo na prØmu¸ Re s = 0, t.e. zamenim analitiqeskiæ parametr s na (^1_2 + s). I krome togo otnormiruem funkci¸ Z_{fk} po parametram m i n s pomow~¸ ravenstva: Z^∗_{fk} ( 1 2 + s ) = ( 2π √ mn )_{2s} · Z_{fk} ( 1 2 + s ) , (2.1)

t.k. parametry m i n fiksirovany, pofftomu normirovka (2.1) ne menØet po suwestvu analitiqeskih svoæstv Z-funkcii, t.k. ne dobavlØet k neæ ni novyh pol¸sov, ni nuleæ pri analitiqeskom prodolßenii po s, t.k. po uslovi¸ m ¿ 1 i n ¿ 1.

Z–FUNKCI˚ SEL^BERGA. LOKAL^NY` PODHOD 303 Ispol~zuØ Øvnyæ vid (0.7) dlØ Z_{fk} poluqaem Øvnyæ vid Z^∗_{fk} iz opredeleniØ (2.1): Z^∗_{fk} ( 1 2 + s ) = ∞∑ c=1 S(m, n; c) c · ( x 2 )_{2s} · f ( 2π √ mn x · 2^k ) , (2.2)

gde x =^{4π√mn}_c – spektral~nyæ parametr iz raboty [4].

Analogiqnye svoæstva spravedlivy i dlØ funkcii Z^∗_{Fk} (^1_2 + s). V svØzi s fftim ravenstvo (1.10) moßno perepisat~ v normirovannoæ forme: Z^∗_{m,n} ( 1 2 + s ) = Z^∗_f ( 1 2 + s ) − Z^∗_F ( 1 2 + s ) . (2.3)

Zvezdoqki v fftom ravenstve oznaqa¸t normirovku (2.1) dlØ ravenstv (0.1), (0.8) i (1.11).

Po opredeleni¸ (0.6) funkciØ f ØvlØetsØ finitnoæ, beskoneqno gladkoæ s nositelem, otdelennym ot nulØ. Pofftomu summa (2.2) udovletvorØet vsem trebovaniØm teoremy 2 [4] s vesovoæ φ-funkciæ vida φ_k(x, f) = ( x 2 )_{2s} · f ( 2π √ mn x · 2^k ) . (2.4)

Vse pereqislennye svoæstva spravedlivy i dlØ funkcii F (y) =

f(y) · f(^1_2 y), pofftomu v (2.4) funkci¸ f moßno zamenit~ na F : φ_k(x, F ) = ( x 2 )_{2s} · F ( 4π √ mn x · 2^k ) . (2.5)

V dal~neæxem my vospol~zuemsØ teoremoæ 2, [4] v variante raboty [6] (ravenstvo (1.19)), gde vydelena v Øvnom vide spektral~- naØ komponenta, otveqa¸waØ klassiqeskim koneqnomernym prostranstvam: Z^∗_{fk} ( 1 2 + s ) = Z^{cusp}_k (f) + Z^{disc}_k (f) + Z^{con}_k (f). (2.6)

�to ravenstvo ØvlØetsØ simvoliqeskim ravenstvom (1.19), [6] dlØ summy (2.2) s vesovoæ funkcieæ (2.4). Ono ße spravedlivo i pri zamene f na funkci¸ F : Z^∗_{Fk} ( 1 2 + s ) = Z^{cusp}_k (F ) + Z^{disc}_k (F ) + Z^{con}_k (F ). (2.7)

304 A. I. VINOGRADOV Naibolee vaßnoæ sostavlØ¸weæ v ravenstvah (2.6) i (2.7) ØvlØetsØ diskretnaØ komponenta, pofftomu ee my i rassmotrim v pervu¸ oqered~:

Z^{disc}_k (f) = ∞∑ j=1 ρ_j (m) · ρ_j (n) chπ–j^{· ^φk(}–^{j, f), (2.8)} gde ^φ_k(–_j , f) = 1 2πi ∫ Re w>0 cos πw Γ(w − i–_j ) Γ(w + i–_j) J_k(w, f) dw, (2.9)

J_k(w, f) = ∞∫ 0 ( y 2 )_{−2w} · φ_k(y, f) · dy y (2.10)

funkciØ φ_k v Ødre (2.10) iz ravenstva (2.4).

Ravenstvo (2.8) ostaetsØ spravedlivym, esli v nem i ravenstvah (2.9), (2.10) funkci¸ f zamenit~ na F i vmesto ravenstva (2.4) vospol~zovat~sØ ravenstvom (2.5). Otmetim, qto v ravenstve (2.9) my vospol~zovalis~ preobrazovannym vidom vesovoæ funkcii po sravneni¸ s rabotami [4] i [6].

DlØ preobrazovaniØ integrala (2.10) vospol~zuemsØ Øvnym vidom funkcii φ_k iz ravenstva (2.4) i sdelaem zamenu peremennoæ integrirovaniØ x = 2π √ m · n y · 2^k . V rezul~tate ravenstvo (2.10) preobrazuetsØ k novomu vidu: J_k(w, f) = ( 2π √ m · n 2^k )_{2(s−w)} · Γ_f ( 2(w − s) ) , (2.11) gde Γ_f (ω) = ∞∫ 0 y^{ω−1} · f(y) dy. (2.12) Vvidu togo, qto nositel~ funkcii f otdelen ot nulØ, integral (2.12) ØvlØetsØ regulØrnoæ funkcieæ vo vseæ ω-ploskosti.

IntegriruØ ego po qastØm l¸boe fiksirovannoe qislo n ¿ 0 raz, transformiruem ravenstvo (2.12) k novomu vidu:

Γ_f (ω) =

Γ(ω) Γ(ω + n)

· Γ_f (n) (ω + n), (2.13)

Z–FUNKCI˚ SEL^BERGA. LOKAL^NY` PODHOD 305 gde Γ – klassiqeskaØ funkciØ Gaussa–�ælera, f^{(n)} – proizvodnaØ porØdka n ¿ 0.

V svØzi s ravenstvom (2.13) napomnim, qto dlØ Γ-funkcii spravedlivo mul~tiplikativnoe ravenstvo

Γ(ω + n) = Γ(ω) · ∏ 06k6n−1^{(k + ω), n} ¿ 1. (2.14)

Pofftomu iz ravenstva (2.13) i (2.14) sleduet, qto na l¸boæ vertikal~noæ prØmoæ Re ω = const funkciØ Γ_f (ω) ubyvaet so skorost¸ | Im ω|^{−n}, kogda | Im ω| → ∞. Pri fftom n ¿ 1 – moßet byt~ l¸bym skol~ ugodno bol~xim, no fiksirovannym. Pofftomu dlØ vesovoæ funkcii ^φ_k iz ravenstva (2.9) spravedliva ocenka

^φ_k(–_j, f) ≪ –^{−3}_j , –_j → ∞, (2.15)

kotoraØ obespeqivaet absol¸tnu¸ shodimost~ rØda (2.8) po –_j.

Deæstvitel~no, qast~ integrala (2.9) s usloviem | Im w| ¿^1_2 –_j, blagodarØ ravenstvu (2.13), ocenivaetsØ veliqinoæ porØdka

–^{−n+1}_j , –j → ∞, (2.16)

esli kontur Re w > 0 podqinit~ uslovi¸ Re w ∈ (0,^1_2 ).

VtoraØ qast~ integrala (2.9) s usloviem | Im w| 6^1_2 –_j, blagodarØ ocenke

cos πw · Γ(w − i–_j ) · Γ(w + i–_j) ≪ exp ( − π 2 –j^),

tak ße imeet porØdok ne bel~xe veliqiny (2.16). Pofftomu polagaØ n ¿ 4, poluqaem ocenku (2.15).

Vse pereqislennye ravenstva i ocenki, naqinaØ s (2.8), osta- ¸tsØ spravedlivymi, esli v nih zamenit~ funkci¸ f na F , t.e. dlØ diskretnoæ komponenty v (2.7).

§3. Pol¸sa

PodstavlØØ ravenstvo (2.6) v analog normirovannogo ravenstva (0.8), poluqaem spektral~noe razloßenie funkcii Z^∗_f : Z^∗_f ( 1 2 + s ) = Z^{cusp}(f) + Z^{disc}(f) + Z^{con}(f). (3.1)

306 A. I. VINOGRADOV gde Z^{disc}(f) = ∞∑ k=0 Z^{disc}_k (f). (3.2)

Analogiqnye ravenstva spravedlivy dlØ dvuh drugih komponent pravoæ qasti ravenstva (3.1).

PodstavlØØ (2.8) v (3.2) i menØØ porØdki summirovaniØ, qto zakonno v svØzi so svoæstvami funkcii Γ_f (ω), sledu¸wimi iz ravenstva (2.13), my poluqili predstavlenie

Z^{disc}(f) = ∞∑ j=1 ρ_j (m) ρ_j (n) chπ–j^{^φ(}–^{j , f), (3.3)} gde ^φ(–j, f) =^{∞∑}_{k=0} ^φk(–j, f). (3.4) PodstavlØØ v (3.4) ravenstvo (2.9) i menØØ porØdki summirovaniØ i integrirovaniØ, qto zakonno v oblasti absol¸tnoæ shodimosti Re s > 1/4 pri uslovii Re(s − w) > 0, poluqaem ravenstvo: ^φ(–j, f) = = 1 2πi ∫ Re w>0 Re(s−w)>0 cos πw · Γ(w − i–_j ) · Γ(w + i–_j ) · J(w, f) dw, (3.5)

gde J(w, f) = ∞∑ k=0 J_k(w, f). (3.6)

PodstavlØØ (2.11) v (3.6) i uqityvaØ, qto funkciØ Γ_f (ω) ot parametra k ne zavisit, my poluqili geometriqesku¸ progressi¸ vida_∞ ∑ k=0 4^{−k(s−w)}. (3.7)

�ta progressiØ absol¸tno i ravnomerno shoditsØ v oblasti

Re(s − w) > ε > 0 s l¸bym fiksirovannym ε. Pofftomu, zame-

nØØ uslovie Re(s − w) > 0 na bolee sil~noe uslovie Re(s − w) > ε,

Z–FUNKCI˚ SEL^BERGA. LOKAL^NY` PODHOD 307

ε ∈ (0,^1_4 ), my moßem prosummirovat~ progressi¸ (3.7) i zapi-

sat~ ravenstvo (3.6) v novom vide J(w, f) = (2π √ m · n)^{2(s−w)} (1 − 4^{−(s−w)})

· Γ_f (2(w − s)). (3.8)

�to opredelenie funkcii J(w, f) my i budem imet~ v vidu dal~- xe dlØ Ødra pravoæ qasti (3.5).

Vse privedennye vyxe ravenstva, naqinaØ s (3.1), osta¸tsØ spravedlivymi, esli v nih zamenit~ funkci¸ f na F , Pofftomu, podstavlØØ (3.1) i analog fftogo ravenstva dlØ F v (2.3), poluqaem spektral~noe razloßenie dlØ normirovannoæ Z-funkcii Sel~berga Z^∗_{m,n} ( 1 2 + s ) = Z^{cusp}(φ) + Z^{disc}(φ) + Z^{con}(φ), (3.9) gde Z^{disc}(φ) = ∞∑ j=1 ρ_j (m) ρ_j (n)

chπ–j^{^φ(}–^{j), (3.10)} ^φ(–j) = ^φ(–j, f) − ^φ(–j , F ). (3.11) Analogiqno (3.10) opredelØ¸tsØ i dve drugie spektral~nye komponenty pravoæ qasti (3.9).

PodstavlØØ (3.5) i analog fftogo ravenstva dlØ F v (3.11), poluqaem Øvnyæ vid spektral~noæ funkcii ^φ:

^φ(–j) =^1_{2πi}^∫_{Re w>0} Re(s−w)>0 cos πw·Γ(w−i–_j)·Γ(w+i–_j)·J(w, f) dw, (3.12)

gde J(w) = J(w, f) − J(w, F ). (3.13) PodstavlØØ (3.8) i analog fftogo ravenstva dlØ funkcii F v (3.13), poluqaem Øvnyæ vid J(w): J(w) = (2π √ m · n)^{2(s−w)} (1 − 4^{−(s−w)})

· ΔΓ(2(w − s)), (3.14) gde ΔΓ(ω) = Γ_f (ω) − Γ_F (ω). (3.15)

308 A. I. VINOGRADOV PodstavlØØ v (3.15) ravenstvo (2.13) i ego analog dlØ funkcii F , poluqaem analog ravenstva (2.13) dlØ ΔΓ(ω):

ΔΓ(ω) =

Γ(ω) Γ(ω + n)

· ΔΓ_n(ω), (3.16) gde ΔΓ_n(ω) = Γ_f (n) (ω) − Γ_F (n) (ω).

BlagodarØ ravenstvu (3.16), dlØ vesovoæ funkcii ^φ iz opredelØ¸wego ravenstva (3.12) sleduet analog ocenki (2.15) ^φ(–j) ≪ –^{−3}_j , –j → ∞, kotoraØ obespeqivaet absol¸tnu¸ shodimost~ rØda (3.10) po –_j. �ta ocenka poluqaetsØ toqno tak ße kak i (2.15).

Qtoby prodolßit~ spektral~nu¸ komponentu (3.10) iz oblasti absol¸tnoæ shodimosti Re s >^1_4 v polosu Re s ∈ (0,^1_4 ) sdvinem kontur Re w > 0 s usloviem Re(s − w) > 0 v integrale (3.12) vlevo na prØmu¸ Re s = −^3_4 . Po teoreme Koxi o vyqetah my preobrazuem ravenstvo (3.12) k novomu vidu:

^φ(–j ) = cos π–j [ Γ(2i–j ) · J(i–j)+

Γ(−2i–_j ) · J(−i–_j ) ] + 1 2πi ∫ Re w=−^3_4

( · ) dw. (3.17)

V pravoæ qasti (3.17) dva slagaemyh v kvadratnyh skobkah ØvlØ- ¸tsØ dvumØ vyqetami proizvedeniØ dvuh Γ-funkciæ Ødra v integrale (3.12) v toqke w = ±i–_j . Integral na konture Re w = −^3_4 v (3.17) imeet to ße Ødro, qto i v (3.12). No v otliqie ot (3.12) fftot integral ØvlØetsØ regulØrnoæ funkcieæ s v poluploskosti

Re s > −3/4 i tem bolee v poluploskosti Re s ¿ 0. �to srazu ße

sleduet iz Øvnogo vida (3.14) funkcii J(w). Do sih por parametr s u nas byl fiksirovan v poluploskosti Re s >^1_4 , pofftomu iz soobraßeniæ prostoty my ne vnosili ego v oboznaqenie argementa funkcii J(w). S fftogo momenta, kogda my naqinaem prodolßat~ J(w) po parametru s v poluploskost~ Re s < 1/4, my usloßnim simvoliku funkcii J(w), vkl¸qiv i parametr s, t.e. v levoæ qasti ravenstva (3.14) vvedem dvoænoæ argument: J(w) ≡ J(w, s). (3.18)

Z–FUNKCI˚ SEL^BERGA. LOKAL^NY` PODHOD 309 IshodØ iz fftogo novogo oboznaqeniØ my vidim, qto funkciØ

J(±i–_j , s) v pravoæ qasti (3.17) imeet pol¸snye mnoßiteli vida [ 1 − 4^{−(s∓i}–^{j )} ]_{−1} (3.19)

s pol¸sami v toqkah

(s ∓ i–_j ) = 2πin 2 · log 2

, n ∈ Z (3.20)

i odnim i tem ße vyqetom v fftih pol¸sah:

Re s

(3.20)

[ · ]^{−1} =^1_{2·log 2} . (3.21)

S drugoæ storony, seæqas horoxo izvestno (sm. [4]), qto na mnimoæ osi Re s = 0, Z-funkciØ Sel~berga imeet pol¸sa tol~ko v toqkah

(s ∓ i–_j) = 0, t.e. s = ±i–_j . (3.22)

Pofftomu pol¸sa (3.20) dlØ vseh n ≠ 0 ØvlØ¸tsØ nanosnymi i svØzany s lokal~nym podhodom, kotoryæ my ispol~zuem dlØ prodolßimosti Z-funkcii. Sledovatel~no summa vyqetov vseh mnimyh pol¸sov (3.20), pri kaßdom –_j, obrawaetsØ v nol~.

ImeØ Øvnyæ vid vyqeta (3.21) v pol¸se (3.22) dlØ mnoßitelØ (3.19), poluqaem obwiæ vyqet funkcii J(±i–_j , s) v pol¸sah (3.22) ishodØ iz ravenstva (3.14)

Re s s=±i–_j J(±i–_j , s) = ΔΓ(0) 2 · log 2

, (3.23) gde ΔΓ(0) = Γ_f (0) − Γ_F (0). (3.24)

Pofftomu dlØ podtverßdeniØ pravil~nosti ravenstva (3.1) i (3.9) nado dokazat~, qto pravaØ qast~ (3.23) ravna 1/2, t.e. qto vyqet lokal~nogo opredeleniØ Z-funkcii Sel~berga (3.1) sovpadaet s ee vyqetom pri global~nom opredelenii Z-funkcii v [2, 4]. �to my sdelaem v sledu¸wem paragrafe.

§4. Sovpadenie vyqetov

Vvedem analog oboznaqeniØ (3.18) dlØ levoæ qasti ravenstva (3.17): ^φ(–j, s) ≡ ^φ(–j). (4.1)

310 A. I. VINOGRADOV Togda iz ravenstva (3.17) i (3.23) poluqaem vyqety funkcii (4.1) v pol¸sah (3.22):

Re s s=±i–_j ^φ(–j, s) =^1_2ch π–j · Γ(±2i–j ) ·^{ΔΓ(0)}_{log 2} . (4.2)

DlØ togo, qtoby dokazat~ sovpadenie vyqetov (4.2) s klassiqeskimi (sm. [4]) nam ostalos~ dokazat~ ravenstvo

ΔΓ(0) log 2

= 1, (4.3)

gde ΔΓ(0) opredeleno ravenstvom (3.24). DlØ fftogo vospol~zuemsØ ravenstvom

Γ_f (0) = ∞∫ 0 f(y) · dy y , (4.4)

kotoroe sleduet iz opredeleniØ (2.12) pri ω = 0.

PodstavlØØ v Ødro integrala (4.4) opredelenie (0.6) funkcii f, transformiruem ravenstvo (4.4) k novomu vidu:

Γ_f (0) = 1/2∫ 1/4 f(y) dy y + 1∫ 1/2 dy y + 1+1/4∫

1 f(y) dy y . (4.5)

DlØ Γ_F (0) spravedliv analog ravenstva (4.4):

Γ_F (0) = ∞∫ 0 F (y) dy y . (4.6)

Iz opredeleniØ funkcii F : F (y) = f(y) · f ( 1 2 y )

i svoæstv (0.6) funkcii f poluqaem sistemu opredelØ¸wih ravenstv dlØ funkcii F :

F (y) = 0, 0 6 y 6 1 2 , F (y) = f ( 1 2 · y ) , 1 2 6 y 6 1, (4.7)

Z–FUNKCI˚ SEL^BERGA. LOKAL^NY` PODHOD 311

F (y) = f(y), 1 6 y 6 1 + 1 4 , F (y) = 0, y ¿ 1 + 1 4 . PodstavlØØ sistemu (4.7) v (4.6), preobrazuem ffto ravenstvo k novomu vidu:

Γ_F (0) = 1∫ 1/2 f ( 1 2 y ) dy y + 1+1/4∫

1 f(y) dy y . (4.8)

No pervyæ integral pravoæ qasti (4.8) raven pervomu integralu pravoæ qasti (4.5), a vtoroæ integral iz (4.8) – tret~emu iz (4.5), pofftomu vyqitaØ poqlenno ravenstva (4.8) iz (4.5), poluqaem:

Γ_f (0) − Γ_F (0) = log 2.

�to i est~ ravenstvo (4.3).

HotØ koliqestvo pol¸sov u Z-funkcii Sel~berga na mnimoæ osi Re s = 0 mnogo bol~xe pri lokal~nom opredelenii qem pri global~nom, tem ne menee mnimaØ os~ Re s = 0 ne ØvlØetsØ gluhoæ graniceæ dlØ ravenstva (3.1) i ego moßno prodolßit~ v levu¸ poluploskost~ Re s < 0 s vydeleniem novyh seriæ pol¸sov na prØmyh

Re s = −n, n ∈ N (4.9)

s analogiqnym sovpadeniem vyqetov v pol¸sah s = ±i–_j − n i ravenstvom nul¸ summy vseh vyqetov vo vseh “lixnih” pol¸sah na prØmyh (4.9).

No v priloßeniØh udobno pol~zovat~sØ ravenstvami (3.1) i (3.9) tol~ko v pravoæ poluploskosti Re s > 0 dlØ togo, qtoby ne imet~ dela s lixnimi pol¸sami i ih vyqetami. Raverstva (3.1) i (3.9) v poluploskosti Re s > 0 pozvolØ¸t, v qastnosti, poluqit~ ocenku Gol~dfel~da–Sarnaka [5] dlØ Z-funkcii Sel~- berga.

§5. Ocenka Gol~dfel~da–Sarnaka

V peresqete na normirovannu¸ Z^∗-funkci¸ Sel~berga v rabote [5] byla poluqena ee ocenka (s = σ + it) Z^∗_{m,n} ( 1 2 + s ) ≪ |t|^{1/2−2σ+2ε}, |t| ¿ e, σ ∈ [ ε, 1 4 + ε ] , (5.1)

312 A. I. VINOGRADOV gde ε > 0 – skol~ ugodno malo, no fiksirovano.

Pri fftom Gol~dfel~d i Sarnak v [5] ispol~zovali skalØrnoe proizvedenie rØdov Puankare–Sel~berga i standartnu¸ ocenku dlØ rezol~venty avtomorfnogo laplasiana.

V fftom paragrafe my pokaßem, qto ocenka (5.1) sleduet iz ravenstva (3.9). Pri fftom my snova ograniqimsØ ocenkoæ diskretnoæ komponenty pravoæ qasti (3.9), t.k. dve drugie oceniva¸tsØ mnogo prowe.

DlØ poluqeniØ ocenki spektral~noæ komponenty v (3.9) nado preßde vsego ocenit~ spektral~nu¸ funkci¸ ^φ ^φ(–j ) ≡ ^φ(–j , s) po vtoromu argumentu s, kotoryæ ØvlØetsØ glavnym parametrom. Pri fftom my budem rassmatrivat~ ego tol~ko v pravoæ poluploskosti Re s > 0. Pofftomu dlØ vesovoæ ^φ-funkcii moßno vospol~zovat~sØ predstavleniem (3.17). Pri fftom zadaqa ocenki znaqitel~no uprostitsØ, esli sqitat~ parametry m ¿ 1 i n ¿ 1 konstantami, ne zavisØwimi ot osnovnogo parametra s. V fftom sluqae kontur integrala v pravoæ qasti (3.17) sleduet sdvinut~ vlevo na prØmu¸ Re w = −1 − 3/4 i po teoreme Koxi vydelit~ vtoru¸ seri¸ pol¸sov na prØmoæ Re w = −1: 1 2πi ∫ Re w=−3/4 ( · )dw = − cos π–_j [ Γ(−1 + 2i–_j) · J(−1 + i–_j)+

+Γ(−1 − i–_j ) · J(1 − i–_j) ] + 1 2πi ∫ Re w=−1−3/4 ( · ) dw. (5.2)

Po uslovi¸ Re s > 0. V fftoæ oblasti dlØ integrala pravoæ qasti (5.2) legko poluqaetsØ ocenka, ne zavisØwaØ ot parametra s: 1 2πi ∫ Re w=−1−3/4 ( · )dw ≪ –^{−2−1/4} j , –j → ∞. (5.3) Iz fftoæ ocenki srazu ße sleduet, qto vklad integrala (5.3) v obwu¸ ocenku rØda (3.10) est~ veliqina 0(1).

Pofftomu nam ostalos~ ocenit~ vklad ot vyqetov v pravyh qastØh (3.17) i (5.2).

Z–FUNKCI˚ SEL^BERGA. LOKAL^NY` PODHOD 313 My naqnem s (3.17). DlØ fftih vyqetov vospol~zuemsØ izvestnoæ ocenkoæ

cos π–_j · Γ(±2i–_j) ≪ 1/

√–_j (5.4)

i ocenokæ J(±i–_j ) ≪ 1 σ · (1+ | –_j ± t |^2)

, (5.5)

kotoraØ sleduet iz (3.14) i (3.16) pri n = 2 i ω =

= 2(±i–_j − s). Pofftomu vsØ vneintegral~naØ qast~ (3.17) imeet

porØdok ne bol~xe veliqiny 1 σ · √–_j · [1 + (–_j − |t|)^2]

. (5.6)

Otmetim, qto ffta veliqina ne trivial~na tol~ko dlØ –_j, leßawih v intervale | –j − |t| |6^1_2|t|. (5.7) V dopolnitel~nom intervale | –j − |t| |>^1_2|t| veliqina (5.6) ne prevoshodt porØdka 1 σ–^{2,5}_j

i daet vklad v ocenku summy (3.10) kak veliqina porØdka 1/σ.

DlØ togo, qtoby ocenit~ vklad (5.6) na koneqnom intervale (5.7) razob~em fftot interval na ediniqnye intervaly vida r 6| –j − |t| |< r + 1 (5.8) po vsem celym r iz intervala

0 6 r 6^1_2|t|.

Esli –_j leßit v intervale (5.8), togda (5.6) imeet porØdok veliqiny 1 σ √ |t| · (1 + r^2)

. (5.9)

314 A. I. VINOGRADOV Takim obrazom my sveli ocenku summy (3.10) k ocenke koneqnoæ dvoænoæ summy vida 1 σ · √ |t| 1/2|t|∑

r=0 1 (1 + r^2) ∑ r6| –j −|t| |< <r+1 | ρ_j (m) · ρ_j(n) | . (5.10)

Nakonec, ispol~zuØ ocenku

2 | ρ_j (m) · ρ_j (n) |6| ρ_j (m) |^2 + | ρ_j(n) |^2, (5.11)

svedem ocenku vnutrenneæ summy v (5.10) k ocenke summy ∑ r6| –j −|t| |< <r+1 | ρ_j (m) |^2 (5.12)

i pl¸s analogiqnaØ summa s parametrom n vmesto m.

Qtoby ocenit~ summu (5.11) vospol~zuemsØ teoremoæ 6, [4]. ˚sno, qto summa (5.11) ne prevoshodit ostatka v teoreme 6, [4].

EdinstvennaØ tonkost~ zdes~ sostoit v tom, qto v neØvnom vide summa (5.11) soderßit dve summy po intervalam

|t| + r 6 –_j 6 |t| + r + 1 i |t| − r − 1 6 –_j 6 |t| − r. (5.13) Maksimal~nyæ ostatok v teoreme 6, [4] budet dlØ pervogo iz intervalov (5.12). Pofftomu summy (5.11) po svoemu porØdku ne bol~xe veliqiny

(|t| + r) · log (|t| + r) . (5.14)

My iskl¸qili iz ocenki (5.13) vliØnie parametrov m i n, t.k. po uslovi¸ ffto konstanty, ne zavisØwie ot rastuwego parame- tra |t|. BlagodarØ ocenke (5.11) vnutrennØØ summa v (5.10) tak ße po svoemu porØdku ne bol~xe veliqiny (5.14). Pofftomu vsØ summa (5.10) po svoemu porØdku ne bol~xe veliqiny √ |t| σ · log |t|. (5.15)

Pofftomu i ocenka summy vyqetov pravoæ qasti (3.17) po vsem

–j > 0 ne prevoshodit porØdka (5.15).

Z–FUNKCI˚ SEL^BERGA. LOKAL^NY` PODHOD 315 Qtoby ocenit~ vyqety pravoæ qasti (5.2) zametim, qto dlØ

J(−1 ± i–_j) tak ße spravedliva ocenka (5.5).

Krome togo spravedlivo ravenstvo

Γ(−1 ± 2i–_j ) =

Γ(±2i–_j ) ±2i–j^. Pofftomu v analoge summy (5.10) v fftom sluqae kofffficient 1/ √ |t| budet zamenen na 1/|t| · √ |t| i sledovatel~no obwiæ porØdok analoga summy (5.10) budet veliqinoæ porØdka log |t| σ · √ |t| . SobiraØ vse ocenki vmeste, poluqaem ocenku diskretnoæ komponenty iz (3.9):

Z^{disc}(φ) = √ |t| σ log |t|. AnalogiqnaØ ocenka spravedliva i dlØ dvuh drugih komponent (3.9). Pofftomu okonqatel~no poluqaem: Z^∗_{m,n} ( 1 2 + s ) ≪ √ |t| σ log |t|. (5.16)

�ta ocenka spravedliva v poluploskosti Re s > 0. V oblasti

Re s ¿ ε > 0, ocenka (5.16) stanovitsØ ravnomernoæ: Z^∗_{m,n} ( 1 2 + s ) ≪ √ |t| · log |t|. (5.17) Krome togo, v oblasti Re s ¿ 1/4 + ε spravedliva ocenka Z^∗_{m,n} ( 1 2 + s ) ≪ 1. (5.18)

Ispol~zuØ princip vypuklosti, poluqaem ocenku Gol~dfel~da– Sarnaka (5.1) iz ocenok (5.17) i (5.18).

Otmetim, qto otkaz ot svobody izmeneniØ parametrov m i n ne principialen. Usloßniv sqet, ocenku (5.1) moßno poluqit~ pri l¸byh m ¿ 1, n ¿ 1. V fftom sluqae konstanta v simvole ≪ ocenki (5.1) budet imet~ vid: 4√ m · n · τ (m) · τ (n) · log^2(m + n), (5.19)

gde τ – funkciØ qisla deliteleæ.

Esli prinØt~ gipotezu Petersona dlØ vesa 0, to mnoßitel~ 4√ m · n v (5.19) moßno ubrat~.

316 A. I. VINOGRADOV Literatura 1. ı. V. Linnik, Additive problems and eigenvalues of the modular operators.

Proc. Intern. Congr. Math. (Stockholm, 1962). Djursholm, 1963, pp. 270–284. 2. A. Selberg, On the estimation of Fourier coefficients of modular forms. Proc.

Sympos. Pure Math., V. 8. Number Theory. Providence, R. T., Am. Math. Soc. (1965), pp. 1–15.

3. H. D. Kloosterman, On the representation of number in the form ax2 + by2 + cz2 + dt2. — Acta Math. 49 (1926), 407–464.

4. N. V. Kuznecov, Gipoteza Petersona dlØ paraboliqeskih form vesa nul~ i

gipoteza Linnika. I. Summa summ Kloostermana. — Mat. Sb. 111, No. 3

(1980), 334–383.

5. D. Goldfeld, P. Sarnak, Sums of Kloosterman sums. — Invent. Math. 71 (1983), 243–250.

6. J.-M. Deshouillers, H. Jwaniec, Kloosterman sums and Fourier coefficients of cusp forms. — Invent. Math. 70, No. 2 (1982), 219–283.

Vinogradov A. I. The Selberg Z-function.

A local version of the Selberg Z-function is used in order to extend it analitically and to prove some estimates in the critical band.

Postupilo 4 i¸nØ 1999 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im.V. A. Steklova RAN