Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 261, 1999 g.

ı. I. Babenko

STEPENNYE INVARIANTY OB˙EDINENI˚ PRIZM

1. Stat~Ø dopolnØet rabotu [1], pomewennu¸ v fftom ße tome. Ko-

neqnoe mnoßestvo toqek A_1, . . . , A_N ∈ R^3 nazyvaetsØ oblada¸wim stepennymi invariantami I_1, . . . , I_p, esli dlØ sfery S^2 s centrom tØßesti O mnoßestva {A_1, . . . , A_N } i l¸boæ toqki M ∈ S^2 summa

I_k = N∑ j=1 |A_jM |^{2k} (1)

ne zavisit ot vybora toqki M ∈ S^2, priqem ffta nezavisimost~ imeet mesto otdel~no dlØ k = 1, . . . , p.

2. Na sfere S^2 ⊂ R^3 fiksiruem severnyæ N i ¸ßnyæ S pol¸-

sy. Pust~ v S^2 vpisana pravil~naØ prizma Π s os~¸ N S i m bokovymi granØmi. Verxiny “verhnego” osnovaniØ prizmy oboznaqim A_1, . . . , A_m, a sootvetstvu¸wie verxiny “nißnego” osnovaniØ A^′_1, . . . , A^′_m. Prizma Π vpolne harakterizuetsØ qislom m i polØrnym uglom α, kotoryæ obrazu¸t radiusy ON i OA_1, (ris. 1).

Ris. 1. 31

32 ı. I. BABENKO

3. Teorema. Pust~ v sferu S^2 vpisany n soosnyh prizm s qi-

slami bokovyh graneæ m_i i polØrnymi uglami α_i, i = 1, . . . , n. I pust~ min m_i ¿ 2n + 2. Togda dlØ togo, qtoby mnoßestvo verxin vseh fftih prizm obladalo invariantami I_1, . . . , I_{2n+1}, dostatoqno, qtoby qisla m_i i veliqiny x_i = cos^2 α_i udovletvorØli sisteme ravenstv^{∗)}

m_1x_1 + m_2x_2 + . . . + m_nx_n = 1 3 (m_1 + . . . + m_n)

m_1x^2_1 + m_2x^2 + . . . + m_nx^2_n = 1 5 (m_1 + . . . + m_n) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . m_1x^n_1 + m_2x^n_2 + . . . + m_nx^n = 1 2n + 1

(m_1 + . . . + m_n). (2)

Dokazatel~stvo. Soglasno Teoreme 1.5 iz [1], dlØ suwestvova-

niØ 2n + 1 invariantov neobhodimo i dostatoqno, qtoby byli nezavisimymi ot koordinat proizvol~noæ toqki M (θ, φ) ∈ S^2 summy σ_k = ∑ i,j cos^{2k}(M, A_{ij}) + ∑ i,j cos^{2k}(M, A^′_{ij} ), (3)

gde k = 1, . . . , n; A_{ij} (α_i, φ_{ij}), A^′_{ij} (π − α_i, φ_{ij}), φ_{ij} = φ_0 +^{2π}_{mi} (j − 1), j = 1, . . . , m_i. Sgruppiruem parami verxiny A_{ij} i A^′_{ij}. Togda

cos(M, A_{ij}) = cos α_i cos θ + sin α_i sin θ cos(φ − φ_{ij}), cos(M, A^′_{ij}) = − cos α_i cos θ + sin α_i sin θ cos(φ − φ_{ij}). (4) Vvidu sledu¸wego iz [2], 1.320.5 toßdestva

m_i∑

j=1 cos^{2s}(φ − φ_{ij}) = m_i

(2s)!

2^{2s}(s!)^2 , 2s < m_i, (5) trebovaniØm (3) moßno pridat~ vid σ_k 2 = n∑ i=1 m_i { (cos α_i cos θ)^{2k} + ( 2k 2 ) 1 2 (cos α_i cos θ)^{2k−2}(sin α_i sin θ)^2 +

�)Teorema pokazyvaet nesluqaænost~ qastnyh rezul~tatov punktov 6.3– 6.5 raboty [1].

STEPENNYE INVARIANTY OB˙EDINENI˚ PRIZM 33 + ( 2k 4 ) 3 8 (cos α_i cos θ)^{2k−4}(sin α_i sin θ)^4 + . . . (6)

+ ( 2k 2s ) (2s)!

2^{2s}(s!)^2

(cos α_i cos θ)^{2k−2s}(sin α_i sin θ)^{2s} + . . . } . Vyraßenie (6) ØvlØetsØ poluinvariantom v tom smysle, qto ono ne zavisit ot φ.

My utverßdaem, qto pri vypolnenii ravenstv (2) pravaØ qast~ ravenstva (6) est~ ne qto inoe kak vyraßenie n∑ i=1 m_ix^k_i (cos^2 θ + sin^2 θ)^k (7)

i potomu ne zavisit ot θ. Qtoby dokazat~ ffto, ubedimsØ v spravedlivosti pri vseh k = 1, . . . , n i s = 1, . . . , k toßdestv ( k s )_n∑ i=1 m_ix^k_i = ( 2k 2s ) (2s)!

2^{2s}(s!)^2 n∑ i=1 m_ix^{k−s}_i (1 − x_i)^s. (8)

Perepisav usloviØ (2) v kompaktnoæ forme n∑ i=1 m_ix^k_i = 1 2k + 1 n∑ i=1 m_i i podstavlØØ v (8), ubeßdaemsØ qto trebu¸wie dokazatel~stva toßdestva prinima¸t vid ( k s ) 1 2k + 1 = ( 2k 2s ) (2s)!

2^{2s}(s!)^2 { 1 2(k − s) + 1 − ( s 1 ) 1 2(k − s) + 3 +

+ ( s 2 ) 1 2(k − s) + 5 − . . . + (−1)^s 1 2(k − s) + (2s + 1) } . (9)

Vvedem v rassmotrenie funkci¸ S(z) = z^{2(k−s)+1} 2(k − s) + 1 − ( s 1 ) z^{2(k−s)+3} 2(k − s) + 3 + ( s 2 ) z^{2(k−s)+5} 2(k − s) + 5 − . . . Togda dS dz = z^{2(k−s)} − ( s 1 ) z^{2(k−s)+2} + ( s 2 ) z^{2(k−s)+4} − . . . =

34 ı. I. BABENKO

= z^{2(k−s)}(1 − z^2)^s

S(1) = 1∫ 0 z^{2(k−s)}(1 − z^2)^sdz = 1 2 1∫ 0 y^{k−s−1/2}(1 − y)^sdy =

= 1 2 Γ(k − s + 1/2)Γ(s + 1) Γ(k + 3/2)

(10)

([2], formuly 8.380.1 i 8.384.1).

PodstavlØØ (10) v (9), imeem ( k s ) 1 2k + 1 = ( 2k 2s ) (2s)!

2^{2s}(s!)^2 1 2 Γ(k − s + 1/2)Γ(s + 1) Γ(k + 3/2)

. (11)

PrimenØØ formulu udvoeniØ Γ-funkcii [2], 8.335.1, ubeßdaemsØ qto vyraßenie (11) ØvlØetsØ toßdestvom dlØ l¸byh rassmatrivaemyh k i s. Takim obrazom, sootnoxeniØ (2) deæstvitel~no obespeqiva¸t suwestvovanie 2n + 1 invariantov. �

4. Zameqanie. V deæstvitel~nosti vypolnenie ravenstv (2)

ØvlØetsØ ne tol~ko dostatoqnym, no i neobhodimym usloviem dlØ togo, qtoby v usloviØh Teoremy 3 u mnoßestva vseh verxin {A_{ij}, A^′_{ij}} byli invarianty I_1, . . . , I_{2n+1}. V fftom moßno ubedit~sØ na sledu¸wem puti. Ravenstvo (6) moßno razloßit~ po stepenØm cos^2 θ. DlØ nezavisimosti ot θ dolßny obrawat~sØ v nul~ kofffficienty pri vseh stepenØh cos^2 θ (krome nulevoæ). Pri k = 1 srazu poluqaem pervoe iz ravenstv (2). SqitaØ pervye p iz ravenstv (2) vypolnennymi, moßno iz usloviØ nezavisimosti ot θ pri k = p + 1 vyvesti sledu¸wee iz ravenstv (2). Takoæ sposob vyvoda sistemy (2) bolee sloßen, neßeli ispol~zovannyæ vyxe. My ego ne privodim, tak kak v nastoØweæ stat~e vaßna dostatoqnost~ ravenstv (2) dlØ suwestvovaniØ I_1, . . . , I_{2n+1}.

5. V [1], p. 6.6 zadan vopros: est~ li v R^3 koneqnye mnoßestva

toqek s qislom invariantov bol~xem 7? (Sm. takße [5].) Poloßitel~nyæ otvet na fftot vopros da¸t sledu¸wie primery.

Primer 1. Rassmotrim vpisannye v sferu S^2 soosnye prizmy

Π_1, . . . , Π_4 s qislami bokovyh graneæ m_1 = m_2 = m_3 = 10, m_4 = 20. Pri takih znaqeniØh m_i sistema (2), kak pokazyvaet qislennyæ analiz, obladaet vewestvennym rexeniem

x_1 ≈ 0.84677, x_2 ≈ 0.41646, x_3 ≈ 0.32647, x_4 ≈ 0.03848.

STEPENNYE INVARIANTY OB˙EDINENI˚ PRIZM 35

Poskol~ku vse ffti znaqeniØ leßat v intervale (0,1), ih moßno prinØt~ za kvadraty kosinusov polØrnyh uglov prizm Π_1, . . . , Π_4. U mnoßestva verxin ob¨edineniØ takih qetyreh prizm ime¸tsØ invarianty I_1, . . . , I_9.

Primer 2. DlØ prizm Π1, . . . , Π5 s m1 = m2 = m3 = 12, m4 =

m_5 = 24 u sistemy (2) est~ vewestvennoe rexenie

x_1 ≈ 0.88980, x_2 ≈ 0.54606, x_3 ≈ 0.49478,

x_4 ≈ 0.17929, x_5 ≈ 0.02206.

PridavaØ ffti znaqeniØ kvadratam kosinusov polØrnyh uglov prizm Π_1, . . . , Π_5, poluqaem mnoßestvo verxin s invariantami I_1, . . . , I_{11}.

6. Pust~ S^{d−1} – sfera v R^d s centrom v centre tØßesti mno-

ßestva toqek A_1, . . . , A_N ∈ R^d i M ∈ S^{d−1}. Budem govorit~, qto mnoßestvo {A_1, . . . , A_N } obladaet znakoperemennymi stepennymi invariantami I_1, . . . , I_p, esli pri kaßdom k ∈ {1, 2, . . . , p} summa

I_k = N∑ j=1 δ(j)|A_j M |^{2k} (12)

ne zavisit ot vybora toqki M ∈ S^{d−1}. Zdes~ kaßdoe δ(j) moßet byt~ +1 ili −1. Opredelenie (1) est~ qastnyæ sluqaæ (12), kogda vse δ(j) = 1. Rassmatrivalis~ takße invarianty s vesom [1, 3]. 7. Pust~ v sferu S^2 ⊂ R^3 vpisany soosnye prizmy Π1 . . . , Πn s

min m_i ¿ 2n + 2 i polØrnymi uglami α_i, i = 1, . . . , n. V opredelenii znakoperemennyh invariantov I_1, . . . , I_{2n+1} dlØ mnoßestva verxin vseh prizm budem vybirat~ znak δ(j) zavisØwim tol~ko ot nomera i prizmy, kotoroæ prinadleßit verxina A_{ij}. Togda dostatoqnym usloviem suwestvovaniØ u mnoßestva vseh verxin prizm Π_1, . . . , Π_n znakoperemennyh invariantov I_1, . . . , I_{2n+1} slußit ta ße sistema ravenstv (2), v kotoroæ tol~ko qisla m_i zameneny na −m_i dlØ teh prizm, kotorym sopostavlØetsØ δ(j) = −1.

Primer 3. Rassmotrim sistemu prizm Π1, Π2, Π3 s m1 = m3 = 8,

m_2 = −8. Togda u sistemy (2) est~ rexenie

x_1 ≈ 0.61610, x_2 ≈ 0.46032, x_3 ≈ 0.17665.

36 ı. I. BABENKO

PrinimaØ ffti x_i za kvadraty kosinusov polØrnyh uglov prizm, poluqaem mnoßestvo verxin so znakoperemennymi invariantami I_1, . . . , I_7.

Estestvenno, qto proizvol v vybore znakov δ(i) rasxirØet vozmoßnost~ postroeniØ sistem soosnyh prizm Π_i so znaqitel~nym qislom invariantov.

8. Teorema. Skol~ bol~xoe qislo 2n + 1 ni bylo by zadano, moß-

no postroit~ v R^3 sistemu vpisannyh v sferu soosnyh prizm Π_1, . . . , Π_n, mnoßestvo verxin kotoryh budet obladat~ znakoperemennymi invariantami I_1, . . . , I_{2n+1}.

Dokazatel~stvo. Perepixem ravenstva (2) v vide

m_1 ( x_1 − 1 3 ) + m_2 ( x_2 − 1 3 ) + . . . + m_n ( x_n − 1 3 ) = 0 m_1 ( x^2_1 − 1 5 ) + m_2 ( x^2 − 1 5 ) + . . . + m_n ( x^2_n − 1 5 ) = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . m_1 ( x^n_1 − 1 2n + 1 ) + m_2 ( x^n_2 − 1 2n + 1 ) + . . . + + m_n ( x^n − 1 2n + 1 ) = 0.

(13)

DlØ dokazatel~stva teoremy dostatoqno naæti rexenie fftoæ sistemy pri kotorom kaßdoe x_i ∈ (0, 1) a vse m_i – celye poloßitel~nye ili otricatel~nye qisla i |m_i| ¿ 2n + 2. Poskol~ku sistema (13) odnorodnaØ otnositel~no veliqin m_i, dostatoqno sdelat~ vse m_i racional~nymi. (Posle fftogo, uveliqivaØ ih v odno i to ße qislo raz, moßno sdelat~ ih celymi i udovletvorØ¸wimi uslovi¸ |m_i| ¿ 2n + 2.)

Pri podsqete opredelitelØ Δ sistemy (13) kak odnorodnoæ lineænoæ sistemy otnositel~no neizvestnyh m_i vospol~zuemsØ oboznaqeniØmi ω_1 = x_1 + x_2 + . . . + x_n ω_2 = x_1x_2 + x_1x_3 + . . . + x_{n−1}x_n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ω_n = x_1x_2 . . . x_n

STEPENNYE INVARIANTY OB˙EDINENI˚ PRIZM 37

dlØ fflementarnyh simmetriqeskih funkciæ n argumentov; W dlØ opredelitelØ Vandermonda

W = | | | | | | | | |

1 1 . . . 1 x_1 x_2 . . . x_n x^2_1 x^2 . . . x^2_n . . . . . . . . . . . . x^{n−1}_1 x^{n−1}_2 . . . x^{n−1}_n

| | | | | | | | | = ∏ 16i<j6n^{(xj − xi)} i oboznaqeniem

V_i =

| | | | | | | | | | | | | | x_1 x_2 . . . x_n x^2_1 x^2 . . . x^2_n . . . . . . . . . . . . x^{i−1}_1 x^{i−1}_2 . . . x^{i−1}_n 1 1 . . . 1 x^{i+1}_1 x^{i+1}_2 . . . x^{i+1}_n . . . . . . . . . . . . x^n_1 x^n_1 . . . x^n

| | | | | | | | | | | | | |

= (−1)^{i−1}W ω_{n−i}.

Poslednee ravenstvo otnositsØ k i = 1, . . . , n − 1. Ego vyqislenie my ne privodim. OgraniqimsØ ssylkoæ na [4] str. 27. Nakonec, V_n = (−1)^{n−1}W .

Esli opredelitel~ sistemy (13) razloßit~ (po pervoæ stroke) v summu dvuh opredeliteleæ, otnesØ v pervyæ iz nih stroku (−1/3, −1/3, . . . , −1/3), a vo vtoroæ – stroku (x_1, x_2, . . . , x_n), to pervyæ iz fftih opredeliteleæ budet raven −^1_3 V_1. Vtoroæ opredelitel~, v svo¸ oqered~, razloßim na dva (po vtoroæ stroke), otnesØ v pervu¸ stroku (−1/5, −1/5, . . . , −1/5). Tak prihodim k ravenstvu

Δ = − 1 3 V_1 − 1 5 V_2 − . . . − 1 2n + 1

V_n + x_1x_2 . . . x_nW,

otkuda Δ = ( ω_n − 1 3 ω_{n−1} + 1 5 ω_{n−2} − . . . (−1)^{n−1} 1 2n − 1 ω_1 + (−1)^n 1 2n + 1 ) W. (14) Formula (14) pokazyvaet, qto netrivial~nye rexeniØ sistemy (13) (v sluqae, kogda vse x_i razliqny) suwestvu¸t tol~ko pri uslovii ω_n − 1 3 ω_{n−1} + 1 5 ω_{n−2} − . . . + (−1)^n 1 2n + 1

= 0.

38 ı. I. BABENKO

Pri fftom odna iz veliqin x_i (dlØ opredelennosti x_n) vyraßaetsØ qerez ostal~nye sledu¸wim obrazom

x_n = 1 3ω̄_{n−1} −^1_5 ω̄_{n−2} + . . . +

(−1)^{n+1} 2n + 1

ω̄_{n−1} −^1_3ω̄_{n−2} + . . . +

(−1)^{n+1} 2n − 1 , (15)

gde ω̄_i – fflementarnye simmetriqeskie funkcii ot n − 1 veliqin x_1, . . . , x_{n−1}. Pri fftom nado obespeqit~, qtoby znamenatel~ ne byl raven nul¸.

Esli zadat~ znaqeniØ x_1, . . . , x_{n−1} razliqnymi, racional~nymi i dostatoqno malymi, to znamenatel~ (15) deæstvitel~no ne raven nul¸, a znaqenie x_n budet leßat~ v intervale (0,1) (blizko k veliqine (2n − 1)/(2n + 1)) i takße budet racional~nym.

Pri tak vybrannyh znaqeniØh x_i u sistemy (13) naædetsØ nenulevoe rexenie iz racional~nyh qisel m_1, . . . , m_n, qto dokazyvaet Teoremu 8. �

Podqerknem, qto znaki veliqin m_i ne opredeleny. Takim obrazom, ustanovleno naliqie znakoperemennyh invariantov (13) skol~ ugodno vysokogo porØdka, no ne znakopostoØnnyh invariantov (1).

UpomØnem, qto suwestvovanie mnoßestv s proizvol~no bol~- ximi qislami invariantov pri poloßitel~nyh, no ne celyh δ(j) dokazano sovsem inym sposobom v [3].

Avtor blagodarit V. A. Zalgallera za poleznoe obsußdenie.

Literatura

1. ı. I. Babenko, V. A. Zalgaller, Stepennye invarianty nekotoryh toqeqnyh mnoßestv. Zap. nauqn. semin. POMI 261 (1999).

2. I. S. Gradxteæn, I. M. Ryßik, Tablicy integralov, summ, rØdov i proizvedeniæ. Fizmatgiz. M. (1963).

3. V. V. Makeev, O mnoßestvah s zadannym qislom stepennyh invariantov. Zap. nauqn. semin. POMI 261 (1999).

4. A. P. Mixina, I. V. Proskurin, VysxaØ algebra. Fizmatgiz. M. (1962).

5. Yu. I. Babenko, Power relations in a circumference and a sphere. Norell Press.

Landisville (1998).

Babenko Yu. I. Power invariants of joined coaxial prisms. The paper is the addition to the article of Yu. Babenko and V. Zalgaller published in the same volume. A criterion indicating when the set

STEPENNYE INVARIANTY OB˙EDINENI˚ PRIZM 39

in R^3 of all vertices of several coaxial prisms inscribed in a sphere has

power invariants I_1, . . . , I_n is given. A finite set in R^3 with 11 invariants is constructed. If invariants with alternating signs are admitted, it is proved that using joined prisms one can obtain finite sets in R^3 with any preassigned number n of invariants.

Postupilo 8 fevralØ 1999 g. Rossiæskiæ nauqnyæ centr “PrikladnaØ himiØ”