Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 261, 1999 g.

A. N. Gluxakov, S. E. Kozlov

GEOMETRI˚ SFERY KALIBROVOK STEPENI DVA

Vvedenie

Razliqnye klassy p-mernyh minimal~nyh poverhnosteæ v evklidovom prostranstve R^n opredelØ¸tsØ tak nazyvaemymi kalibrovkami (sm. [1]). V prostranstve p-form Λ^p(R^n) opredelØetsØ nekotoraØ norma Minkovskogo, nazyvaemaØ komassoæ (sm. niße (1)). V prostranstve p-vektorov Λ_p(R^n) komasse sootvetstvuet soprØßennaØ norma, nazyvaemaØ massoæ. �ta norma igraet vaßnu¸ rol~ v geometriqeskoæ teorii integrirovaniØ (sm. [2]) i teorii potokov (sm. [3]). �tim normam sootvetstvu¸t vypuklye ediniqnye sfery S^∗_{p,n} ⊂ Λ^p(R^n) i S_{p,n} ⊂ Λ_p(R^n) meßdu kotorymi voznikaet otnoxenie dvoæstvennosti. Pod kalibrovkoæ stepeni p ponima¸t toqku φ ∈ S^∗_{p,n}. V teorii minimal~nyh podmnogoobraziæ prostranstva R^n osobyæ interes predstavlØet stroenie graneæ G(φ), otveqa¸wih kalibrovke φ, kotorye opredelØ¸tsØ kak pereseqeniØ mnoßestva kraænih toqek sfery S_{p,n} s opornymi k neæ giperploskostØmi vida ⟨φ, x⟩ = d, x ∈ Λ_p(R^n). �tomu voprosu posvØweny mnogoqislennye raboty, v kotoryh dana klassifikaciØ graneæ kalibrovok dlØ par (p, n), kogda n 6 8 ili p = 2 (sm. obzornu¸ stat~¸ [1]). V nastoØweæ rabote izuqa¸tsØ grani na sfere S^∗_{2,n}.

V rabote [4] postroeno kanoniqeskoe izometriqeskoe vloßenie kasatel~nogo prostranstva k grassmanianu G^+_{p,n} ⊂ Λ_p(R^n) v prostranstvo bivektorov Λ_2(R^n), okazavxeesØ ves~ma poleznym v geometrii mnogoobraziæ Grassmana. Krome togo, v sfery S_{2,n} i S^∗_{2,n} estestvenno vkladyva¸tsØ mnogoobraziØ CP^m (sm. [5, 6]) i mnogoobrazie ortogonal~nyh kompleksnyh struktur na qetnomernom evklidovom prostranstve (sm. niße p. 3.3). Pofftomu izuqenie geometrii mnoßestva kalibrovok S^∗_{2,n} ⊂ Λ^2(R^n) predstavlØetsØ nam opravdannym.

Rabota qastiqno podderßana grantom nauqnyh xkol, No. 96-15-96-075. 43

44 A. N. GLUXAKOV, S. E. KOZLOV

§1. Ediniqnye sfery v normah massy i komassy

1.1. SkalØrnoe proizvedenie v R^n induciruet izometriqeskiæ

izomorfizm soprØßennyh drug s drugom vnexnih algebr ⊕_p Λ_p(R^n)

i ⊕_p Λ^p(R^n), pri pomowi kotorogo my otoßdestvim ffti prostran-

stva. V zavisimosti ot konteksta, simvol ⟨x, y⟩ budem ponimat~ kak skalØrnoe proizvedenie v fftih algebrah, libo kak deæstvie fflementa soprØßennogo prostranstva na vektor ishodnogo.

1.2. Normoæ komassy p-formy φ ∈ Λ^p(R^n) nazyvaetsØ qislo ‖φ‖^∗ := sup{⟨φ, ω⟩, ω ∈ G^+_{p,n} ⊂ Λ_p(R^n)}. (1) Zdes~ qerez G^+_{p,n} oboznaqeno grassmanovo mnogoobrazie ediniqnyh prostyh p-vektorov. Ediniqnu¸ sferu v norme komassy s centrom v naqale prostranstva Λ^p(R^n) oboznaqim S^∗_{p,n}. DlØ ω ∈ Λ_p(R^n) qislo ‖ω‖ := sup{⟨φ, ω⟩, φ ∈ S^∗_{p,n}} (2) nazyvaetsØ normoæ massy. DlØ l¸bogo ξ ∈ Λ_p(R^n) = Λ^p(R^n) spravedlivy neravenstva ‖ξ‖^∗ 6 |ξ| 6 ‖ξ‖. (3) Kaßdoe iz fftih neravenstv prevrawaetsØ v ravenstvo togda i tol~ko togda, kogda polivektor ξ prost. Toqki sfery S^∗_{p,n} nazyva¸tsØ kalibrovkami stepeni p. Ediniqnu¸ sferu massy oboznaqim S_{p,n}. V silu soprØßennosti postroennyh norm ([2], I.13), budet ‖φ‖^∗ = sup{⟨φ, ω⟩, ω ∈ S_{p,n}}. (4) Iz ravenstv (2), (4) sleduet, qto ediniqnye xary B_{p,n} i B^∗_{p,n} v normah massy i komassy vzaimno polØrny otnositel~no ediniqnoæ evklidovoæ sfery S^0_{p,n} prostranstv Λ_p(R^n) = Λ^p(R^n) (sm. [7], s. 28). DlØ kraænih (ffkstremal~nyh) toqek xara B_{p,n} spravedliva formula (sm. [9])

ext B_{p,n} = G^+_{p,n} ⊂ S^0_{p,n}. (5)

Otkuda po teoreme Kreæna–Mil~mana

B_{p,n} = conv G^+_{p,n}. (6)

GEOMETRI˚ SFERY KALIBROVOK STEPENI DVA 45

1.3. Formuly (2), (4) pozvolØ¸t zakl¸qit~, qto dlØ l¸byh ω ∈

S_{p,n}, φ ∈ S^∗_{p,n} giperploskosti

T_ω : ⟨ω, x⟩ = 1, x ∈ Λ^p(R^n), T_φ : ⟨φ, x⟩ = 1 x ∈ Λ_p(R^n) (7)

ØvlØ¸tsØ opornymi k sferam S^∗_{p,n} i S_{p,n}, sootvetstvenno. Mnoßestvo G(φ) := T_φ ∩ G^+_{p,n} = T_φ ∩ ext B_{p,n} (8)

nazyvaetsØ gran~¸ (face) kalibrovki φ. PereseqeniØ

G^∗(ω) := T_ω ∩ ext B^∗_{p,n}, ω ∈ S_{p,n} (9)

nazovem granØmi sfery kalibrovok S^∗_{p,n}. Niße, dlØ p = 2, my dadim klassifikaci¸ graneæ sfery kalibrovok s toqnost~¸ do preobrazovaniæ gruppy O(R^n).

1.4. Dvoæstvennym ob¨ektom k naboru ext X kraænih toqek vypu-

klogo mnoßestva X ØvlØetsØ nabor kraænih (ffkstremal~nyh) giperploskosteæ ext^∗X. Napomnim, qto giperploskost~ P nazyvaetsØ ffkstremal~noæ dlØ mnoßestva X (sm. [7], 6.5), esli ee nel~zØ pomestit~ vnutri odnoparametriqeskogo semeæstva (1−t)P_1+tP_2, t ∈ [0, 1] kakih-libo giperploskosteæ P_1, P_2, soderßawih X v odnom iz svoih poluprostranstv. Oqevidno, kaßdaØ giperploskost~ P ∈ ext^∗X ØvlØetsØ opornoæ k mnoßestvu X. DlØ kaßdoæ opornoæ giperploskosti P vypuklogo tela X qerez P^− oboznaqim zamknutoe poluprostranstvo, soderßawee X. Esli naqalo evklidova prostranstva prinadleßit vnutrennosti tela X, to pri polØritete otnositel~no ediniqnoæ sfery s centrom v naqale kraænie toqki mnoßestva X perehodØt v ffkstremal~nye giperploskosti dvoæstvennogo mnoßestva. Pofftomu spravedlivo utverßdenie, dvoæstvennoe k teoreme Kreæna–Mil~mana (sm. [7], 6.9): X = ⋂ P^−, P ∈ ext^∗X. (10)

Tak kak xary B_{p,n} i B^∗_{p,n} polØrny otnositel~no ediniqnoæ sfery S^0_{p,n}, to iz (5), (10) neposredstvenno sleduet

Predloßenie. Imeet mesto formula B^∗_{p,n} = ⋂ ω∈G+_{p,n} T^−_ω , T_ω : ⟨ω, x⟩ = 1. (11)

46 A. N. GLUXAKOV, S. E. KOZLOV

Sledstvie. Xarom maksimal~nogo evklidova radiusa, vpisannym

v ediniqnu¸ sferu komassy S^∗_{p,n} = ∂B^∗_{p,n} ØvlØetsØ ediniqnyæ xar B^0_{p,n} i

S^∗_{p,n} ∩ B^0_{p,n} = G^+_{p,n} = ext S_{p,n}. (12)

§2. Kraænie toqki ediniqnoæ sfery komassy

2.1. Rassmotrim proizvol~nyæ bivektor ω ∈ Λ2(R^n). V rabote

[8] postroeno special~noe razloßenie bivektora ω, nazyvaemoe kanoniqeskim ω = r∑ i=1 α^iω_i, r = [ n 2 ] , ω_i ∈ G^+_{2,n}, V_{ωi} ⊥ V_{ωj} pri i ≠ j, α^1 > . . . > α^r > 0.

(13)

Pri fftom nabor {α^i} odnoznaqno opredelØetsØ po bivektoru ω i ‖ω‖ = r∑ i=1 α^i. (14)

DlØ kanoniqeskih razloßeniæ bivektorov ω, ~ω spravedlivo neravenstvo (sm. [8]) ⟨ω, ~ω⟩ 6 r∑ i=1 α^i ~α^i. (15)

�to neravenstvo obobwaet neravenstvo Virtingera (sm. [9], 1.8.2), oceniva¸wee komassu μ-oæ vnexneæ stepeni nekotoroæ special~noæ formy iz Λ^2(R^{2m}), dlØ sluqaØ μ = 1. Neravenstvo Virtingera ispol~zovalos~ pri klassifikacii graneæ kalibrovok vtoroæ stepeni (sm. [5]) i dlØ izuqeniØ kalibrovok kompleksnyh prØmyh (sm. [5, 6]). Iz opredeleniØ (1) i neravenstva (15) neposredstvenno sleduet (napomnim, qto my otoßdestvili polivektory i formy) vyraßenie dlØ komassy formy ω qerez ee kanoniqeskoe razloßenie (13)

‖ω‖^∗ = α^1. (16)

GEOMETRI˚ SFERY KALIBROVOK STEPENI DVA 47

Teorema. Pust~ ω ∈ ext S^∗_{2,n}. Togda naædetsØ takoæ nabor

{e_i, ē_i}^r_{i=1} ortonormirovannyh vektorov iz R^n, qto ω = r∑ i=1 e_i ∧ ē_i, r = [ n 2 ] . (17)

Obratno, l¸baØ 2-forma ω vida (17) ØvlØetsØ kraæneæ toqkoæ sfery S^∗_{2,n}.

Dokazatel~stvo. 1) Rassmotrim kanoniqeskoe razloßenie dlØ

formy ω ∈ S^∗_{2,n}. Esli vse α^i = 1, to, predstavlØØ ω_i v vide e_i ∧ ē_i, |e_i| = |ē_i| = 1, ⟨e_i, ē_i⟩ = 0, poluqaem trebuemoe razloßenie (17). Iz (16) vytekaet, qto α^1 = 1. Pri i > 1 formy ω_{+,−} := (ω−α^iω^i±ω_i) ∈ S^∗_{2,n} i ω = ((α^i + 1)/2)ω_+ + (1 − (α^i + 1)/2)ω_−. Iz fftogo ravenstva, v silu ffkstremal~nosti toqki ω, vytekaet, qto α^i = 1.

2) Pust~ forma ω imeet vid (17). Rassmotrim kanoniqeskoe razloßenie dlØ proizvol~noæ formy ~ω ∈ S^∗_{2,n}. Togda |~ω|^2 = r∑ i=1 (α^i)^2 6 r = |ω|^2. (18)

Pofftomu sfera kalibrovok pomewaetsØ v evklidovom xare B^0_{2,n}( √ r), granica kotorogo soderßit toqku ω. Znaqit toqka ω kraænØØ. �

Iz dokazannoæ teoremy i neravenstva (18) neposredstvenno vytekaet

Sledstvie. Spravedlivo ravenstvo

ext S^∗_{2,n} = S^∗_{2,n} ∩ S^0_{2,n}( √ r). (19)

Takim obrazom, ediniqnyæ xar komassy v Λ^2(R^n), kak i ediniqnyæ xar massy, moßno predstavit~ kak vypuklu¸ oboloqku nekotorogo podmnoßestva evklidovoæ sfery.

2.2. Pri polØritete otnositel~no ediniqnoæ sfery S^0_{2,n} polØ-

roæ dlØ kaßdoæ kraæneæ toqki φ ∈ ext S^∗_{2,n} budet ffkstremal~naØ giperploskost~ dlØ sfery massy S_{2,n}. Legko videt~, qto polØroæ toqki φ ØvlØetsØ giperploskost~ T_φ, v silu (19), udalennaØ ot naqala na rasstoØnie 1/|φ| = 1/ √ r. Po formule (10) ediniqnyæ xar massy ØvlØetsØ pereseqeniem opornyh poluprostranstv fftih giperploskosteæ. Pofftomu, pri p = 2, imeet mesto analog formuly (12).

48 A. N. GLUXAKOV, S. E. KOZLOV

Teorema. Xarom maksimal~nogo evklidova radiusa, vpisannogo v

ediniqnu¸ sferu massy S_{2,n} ØvlØetsØ xar B^0_{2,n} (_{1√} r ) , r = [_n 2 ] . Pri fftom S_{2,n} ∩ B^0_{2,n} ( 1 √ r ) = 1 r ext S^∗_{2,n}. (20)

§3. Kraænie toqki sfery kalibrovok i ortogonal~nye kompleksnye struktury

3.1. Kanoniqeskoe razloßenie (17) pokazyvaet, qto mnoßestvo

ext S^∗_{2,n} ØvlØetsØ orbitoæ gruppy O(R^n). V [8] dana topologiqeskaØ klassifikaciØ orbit O(R^n)ω dlØ l¸bogo ω ∈ Λ_2(R^n). Esli ω ∈ ext S^∗_{2,n} i n qetno, to

ext S^∗_{2,n} = O(R^n)ω ≃ O(n) /¯ U(r), n = 2r, (21) gde qerez Ū (r) oboznaqen obraz gruppy unitarnyh r × r matric pri standartnom vloßenii v O(2r). Takim obrazom, pri qetnom n mnogoobrazie ext S^∗_{2,n} sostoit iz dvuh komponent svØznosti, kaßdaØ iz kotoryh ØvlØetsØ SO(R^n)-orbitoæ svoih toqek. �ti orbity sovmewa¸tsØ deæstviem l¸bogo nesobstvennogo dvißeniØ iz O(R^n). Pri neqetnom n

ext S^∗_{2,n} = O(R^n)ω ≃ O(n) / (Ū (r) × Z_2), n = 2r + 1. (22)

Zdes~ gruppa izotropii H_ω fflementa ω ∈ ext S^∗_{2,n} predstavlena matricami vida ( ±1 0 0 A(r) ) , A(r) ∈ Ū (r) ⊂ O(2r). (23) Znaqit pri neqetnom n mnogoobrazie S^∗_{2,n} svØzno.

3.2. Pust~ kanoniqeskoe razloßenie (17) formy ω ∈ S^∗_{2,n} imeet vid ω = e_1 ∧ ē_1 + . . . + e_k ∧ ē_k, 1 6 k 6 r. (24)

Rangovoe prostranstvo fftoæ formy V_ω = Lin {e_i, ē_i}^k_{i=1} imeet razmernost~ 2k. Opredelim kompleksnu¸ strukturu J(ω) : V_ω → V_ω, J^2(ω) = −id ravenstvami

J(ω)e_i := ē_i, J(ω)ē_i = −e_i, 1 6 i 6 k. (25)

GEOMETRI˚ SFERY KALIBROVOK STEPENI DVA 49 Niße budet pokazano, qto operator J(ω) ne zavisit ot vybora razloßeniØ (24), pofftomu oboznaqenie J(ω) korrektno. V kompleksnom prostranstve V_ω(J(ω)) operaciØ (x, y) = ⟨x, y⟩ − i⟨ω, x ∧ y⟩, x, y ∈ V_ω (26) ØvlØetsØ ffrmitovym skalØrnym proizvedeniem (sm. [10], 21.9). Tak kak Re(x, y) = ⟨x, y⟩, to zadano estestvennoe vkl¸qenie gruppy unitarnyh preobrazovaniæ U (V_ω(J(ω))) v gruppu O(V_ω). Rassmotrim stabilizator fflementa ω H_ω := {A ∈ O(V_ω) | Aω = ω} (27) v gruppe O(V_ω).

Predloßenie. DlØ formy ω vida (24) spravedlivo

H_ω(V_ω) = U (V_ω(J_ω)). (28)

Dokazatel~stvo. 1) Pust~ A ∈ Hω(Vω). Togda ∀x, y ∈ Vω budet (Ax, Ay) = ⟨Ax, Ay⟩ − i⟨ω, Ax ∧ Ay⟩ = ⟨x, y⟩ − ⟨Aω, A(x ∧ y⟩ = = ⟨x, y⟩ − i⟨ω, x ∧ y⟩ = (x, y). KompleksnaØ lineænost~ operatora A sleduet iz cepoqki ffkvivalentnosteæ AJ(ω) = J(ω)A ⇐⇒ ∀x, y ∈ V_ω (A(ix), Ay) = (iAx, Ay) ⇐⇒ (ix, y) = i(Ax, Ay). 2) Pust~ A ∈ U (V_ω(J_ω)). Togda ∀x, y ∈ V_ω budet ⟨ω, x ∧ y⟩ = ⟨Aω, A(x ∧ y)⟩ = ⟨Aω, Ax ∧ Ay⟩, ⟨ω, x ∧ y⟩ = − Im(x, y) = − Im(Ax, Ay) = ⟨ω, Ax ∧ Ay⟩. Otkuda sleduet Aω = ω. �

Predloßenie 3.2 pozvolaet dat~ bolee geometriqnoe opisanie mnogoobraziØ ext S^∗_{2,n}. Fiksiruem proizvol~nyæ fflement ω ∈ ext S^∗_{2,n}. Togda ext S^∗_{2,n} ≃ ≃ { O(R^n)/U (Vω (J(ω))), n = 2r(Vω = R^n), O(R^n)/(U (Vω (J(ω))) × Z2), n = 2r + 1(Vω = R^{2r} ⊂ R^n).^{(29)}

Gruppa Z_2 obrazovana toßdestvennym preobrazovaniem R^n i zerkal~noæ simmetrieæ otnositel~no giperploskosti V_ω ⊂ R^n.

50 A. N. GLUXAKOV, S. E. KOZLOV

3.3. Rassmotrim qetnomernoe evklidovo prostranstvo V^{2k}, ⟨·, ·⟩.

Dopustim, qto dlØ nekotoroæ ffrmitovoæ struktury J, (·, ·) na fftom prostranstve budet Re(·, ·) = ⟨·, ·⟩. Togda dlØ l¸bogo x ∈ V^{2k} ⟨Jx, x⟩ = − Im(x, x) = 0. Kompleksnye struktury, oblada¸wie fftim svoæstvom, nazyva¸tsØ ortogonal~nymi. Legko proverit~, qto dlØ l¸boæ ortogonal~noæ kompleksnoæ struktury J opera- ciØ (x, y) = ⟨x, y⟩ − i⟨Jx, y⟩ (30) ØvlØetsØ edinstvennym ffrmitovym skalØrnym proizvedeniem na V^{2k}(J), prodolßa¸wim evklidovo skalØrnoe proizvedenie na V^{2k}. Tak kak ⟨Jx, y⟩ = −⟨Jy, x⟩, ∀x, y ∈ V^{2k}, to suwestvuet, priqem edinstvennaØ, 2-forma ω ∈ Λ^2(V^{2k}), takaØ qto ⟨Jx, y⟩ = ⟨ω, x ∧ y⟩, ∀x, y ∈ V^{2k}. (31) Ots¸da, v qastnosti, sleduet, qto kompleksnaØ struktura (25) ne zavisit ot vybora kanoniqeskogo razloßeniØ ω i ortogonal~- na. Mnoßestvo ortogonal~nyh kompleksnyh struktur na evklidovom prostranstve V^{2k} oboznaqim J^0(V^{2k}). Formu ω ∈ Λ^2(R^2), opredelØemu¸ sootnoxeniem (31) po kompleksnoæ strukture J ∈ J^0(V^{2k}), oboznaqim Φ(J).

Teorema. Otobraßenie Φ : J^0(V^{2k}) → Λ^2(V^{2k}) osuwestvlØ-

et kanoniqesku¸ biekci¸ mnoßestva ortogonal~nyh kompleksnyh struktur J^0(V^{2k}) na mnogoobrazie ext S^∗_2 (V^{2k}) kraænih toqek sfery kalibrovok S^∗_2 (V^{2k}). Pri fftom stabilizator H_{Φ(J )} ⊂ O(V^{2k}) formy Φ(J) sovpadaet s gruppoæ unitarnyh preobrazovaniæ U (V^{2k}(J)).

Dokazatel~stvo. In¨ektivnost~ otobraßeniØ Φ neposredstven-

no sleduet iz (31). Esli forma ω ∈ ext S^∗_2 (V^{2k}), to po teoreme 2.1 ee moßno predstavit~ v vide (24). Togda ortogonal~naØ kompleksifikaciØ J(ω), postroennaØ v (25), prinadleßit mnoßestvu Φ^{−1}(ω). Pust~ J ∈ J^0(V^{2k}). Rassmotrim kakoæ-nibud~ unitarnyæ bazis e_1, . . . , e_k prostranstva V^{2k}(J). Po teoreme 2.1 budet

~ω := (e_1 ∧ ie_1 + . . . + e_k ∧ ie_k) ∈ ext S^∗_2 (V^{2k}).

VyraßeniØ ⟨Jx, y⟩ i ⟨~ω, x ∧ y⟩ lineæny po x, y ∈ V^{2k} i sovpada¸t na fflementah bazisa e_1, ie_1, . . . , e_k, ie_k. Pofftomu, s uqetom (31), zakl¸qaem ~ω = Φ(ω), qto zaverxaet dokazatel~stvo biektivnosti

GEOMETRI˚ SFERY KALIBROVOK STEPENI DVA 51 otobraßeniØ Φ. Sovpadenie stabilizatora s podgruppoæ unitarnyh preobrazovaniæ sleduet iz predloßeniØ 3.2. � V processe dokazatel~stva teoremy postroeno biektivnoe sootvetstvie meßdu naborom unitarnyh bazisov prostranstva V^{2k}(J), J ∈ J^0(V^{2k}) i mnoßestvom kanoniqeskih razloßeniæ 2- form Φ(J) ∈ ext S^∗_2 (V^{2k}). A imenno (e_1 , . . . , e_k) → Φ(J) = e_1 ∧ ie_1 + . . . + e_k ∧ ie_k. (32) Sootvetstvie (32) daet Øvnoe vyraßenie dlØ otobraßeniØ Φ.

3.4. Pust~ V^{2k} est~ qetnomernoe podprostranstvo R^n. Togda

ext S^∗_2 (V^{2k}) ⊂ S^∗_{2,n}. Pofftomu dlØ l¸bogo φ ∈ ext S^∗_2 (V^{2k}) giperploskost~ T_φ ØvlØetsØ opornoæ k sfere massy S_{2,n}.

Lemma. Pust~ φ ∈ ext S^∗_2 (V^{2k}) i V^{2k}(J(φ)) – kompleksnoe pro-

stranstvo, poroßdennoe ortogonal~noæ kompleksnoæ strukturoæ J(φ) := Φ^{−1}(φ). Togda ω ∈ G(φ) ⇐⇒ ∀e ∈ V_ω Lin Ce = V_ω. (33) Dokazatel~stvo. Predstavim φ v vide (24). Rassmotrim proiz-

vol~nyæ bivektor ω ∈ G^+_{2,n}. Ego moßno razloßit~ vo vnexnee proizvedenie vektorov ω = f ∧ f̄ , gde f = k∑ i=1 (u^ie_i + ū^iē_i) + g, f̄ = k∑ i=1 (v^ie_i + v̄^iē_i) + ḡ, g, ḡ ∈ V^⊥_φ , ⟨f, f̄ ⟩ = 0, |f| = |f̄| = 1. V [8] pokazano, qto ⟨φ, ω⟩ = 1 ⇐⇒ v̄^i = u^i, v^i = −ū^i, g = ḡ = 0. (34) Legko ubedit~sØ, qto (33) ⇐⇒ (34). �

�kvivalentnost~ (33) ustanavlivaet biektivnoe sootvetstvie meßdu toqkami grani G(φ) i kompleksnymi prØmymi v V^{2k}(J(φ)), pofftomu

G(φ) ≃ CP^{k−1}, φ ∈ ext S^∗_2 (V^{2k}), 1 6 k 6 [ n 2 ] . (35)

52 A. N. GLUXAKOV, S. E. KOZLOV

§4. KlassifikaciØ graneæ sfer massy i komassy

4.1. Perepixem kanoniqeskoe razloßenie (13) bivektora ω, ob¨-

edinØØ slagaemye s odinakovymi kofffficientami α^i: ω = m∑ i=1 β^iξ_i, β^1 = α^1, ξ_1 = p∑ i=1 ω_i, p 6 m, β^1 > . . . > β^m > 0. (36) V [8] pokazano, qto vse bivektory ξ_i ne zavisØt ot vybora razloßeniØ (13), pofftomu korrektny oboznaqeniØ ~ω := m∑ i=1 ξ_i = ∑ α^i>0 ω_i, ω̄ = ξ_1 = p∑ i=1 ω_i. (37)

4.2. Teorema. Pri l¸bom ω ∈ S2,n gran~ G^∗(ω) razloßima v summu

Minkovskogo G^∗(ω) = ~ω + ext S^∗_2 (V^⊥_ω ). (38)

Dokazatel~stvo. 1) Iz opredeleniØ (9) G^∗(ω) = Tω ∩ ext S^∗_{2,n},

ω ∈ S_{2,n}. Pust~ toqka x leßit v pravoæ qasti (38). Iz teoremy 2.1 i ravenstva (17) sleduet, qto x ∈ ext S^∗_{2,n}. Tak kak ⟨x, ω⟩ = ⟨~ω, ω⟩ = r∑ i=1 α^i = ‖ω‖ = 1, to x ∈ T_ω .

2) Pust~ x ∈ G^∗(ω). Togda 1 = ⟨x, ω⟩ = ∑ α^i>0 α^i⟨x, ω_i⟩ 6 ∑ α^i>0 α^i = 1.

Ots¸da sleduet, qto dlØ l¸bogo j, pri kotorom α^j > 0, spravedlivo ravenstvo ⟨x, ω_j⟩ = 1. Znaqit ω_j ∈ G(x) i po lemme 3.4 ω_j = e_j ∧ Je_j , J = J(x). Pofftomu nabor e_1, . . . , e_k (pri α^k > 0, α^{k+1} = 0) ØvlØetsØ ffrmitovo ortonormirovannym i po postroeni¸ ~ω = e_1 ∧ie_1 +. . .+e_k ∧ie_k. Dopolnim fftot nabor do unitarnogo bazisa prostranstva V^{2r}_x . Togda iz (32) sleduet, qto x = ∑ i6k^{ei ∧ Jei +} ∑ i>k e_i ∧ Je_i = ~ω + y, y ∈ ext^∗_2(V^⊥_ω ). �

GEOMETRI˚ SFERY KALIBROVOK STEPENI DVA 53 Iz dokazannoæ teoremy sleduet, qto vse grani sfery kalibrovok ØvlØ¸tsØ translØtami mnogoobraziæ ext S^∗_2 (R^{2m}), R^{2m} ⊂ R^n,

0 6 m 6^{[ n}_2^] − 1. Pri fftom sami sdvigi prinadleßat mnogoobra-

ziØm ext S^∗_2 ((R^{2m})^⊥). Takim obrazom, s toqnost~¸ do preobrazovaniØ iz O(R^n), poluqaetsØ rovno [_n 2 ] graneæ, geometriØ kotoryh harakterizuetsØ formulami (29), (38).

4.3. Predloßenie. Pust~ ω ∈ S^∗_{2,n}. Togda

G(ω) = G(~ω), ~ω ∈ ext S^∗_2 (Ve_ω). (39)

Dokazatel~stvo. Pust~ x ∈ G(ω). Togda 1 = ⟨ω, x⟩ = ⟨~ω, x⟩ + ∑ i>p α^i⟨ω_i, x⟩. (40) Tak kak dlØ l¸bogo ω ∈ S^∗_{2,n} ⟨ω, x⟩ 6 1 i vo vtorom slagaemom (40) (esli ono est~) vse α^i < 1, to vse ⟨ω_i, x⟩ = 0. Znaqit G(ω) ⊂ G(~ω). Obratnoe vkl¸qenie sleduet iz lemmy 3.4. �

4.4. Sledstvie (sm. [5, 6]). Vse grani kalibrovok opisyva¸tsØ

formuloæ (35). S toqnost~¸ do preobrazovaniØ iz O(R^n) ih rovno [_n 2 ] xtuk.

Literatura

1. F. Morgan, Area-minimizing surfaces, faces of grassmannians, and calibrations.

Math. Month., 95, No. 9 (1988), 813–822.

2. H. Uitni, GeometriqeskaØ teoriØ integrirovaniØ. M., IL, 1960. 3. G. Federer, U. H. Fleming, Celoqislennye potoki i minimal~nye poverhnosti. M., Mir, 1973.

4. S. E. Kozlov, GeometriØ vewestvennyh grassmanovyh mnogoobraziæ.

Qast~ III. Zap. nauqn. semin. POMI, 246 (1997), 108–129.

5. F. Morgan, On the singular structure of two-dimensional area minimizing surfaces in Rn. Math. Ann., 261 (1982), 101–110.

6. J. Dadok, R. Harvey, and F. Morgan, Calibrations on R8. Trans. Math., 307, No. 1 (1988), 1–40.

7. T. Bonnesen, W. Fenchel, Theorie der honvexen Körper. Berlin, Springer, 1934;

N.Y., 1948.

8. S. E. Kozlov, Ortogonal~no sovmestimye bivektory. Ukr. geometr. Sb., vyp. 27 (1984), 68–75.

9. G. Federer, GeometriqeskaØ teoriØ mery. M., Nauka, 1987. 10. S. E. Kozlov, GeometriØ vewestvennyh grassmanovyh mnogoobraziæ.

Qast~ IV. Zap. nauqn. semin. POMI, 252 (1998), 78–103.

54 A. N. GLUXAKOV, S. E. KOZLOV

Glushakov A. N., Kozlov S. E. The geometry of the sphere of the gauges of degree two.

We construct a canonical bijection between the set of extremal points of the unit sphere S^∗_{2,2k} ⊂ Λ^2(R^{2k}) (in the norm of cocharge) and the manifold of orthogonal comples structures in R^{2k}. Under this bijection the unitary basises correspond to the expansion of the forms which re the conjugate norm of the charge. Using this correspondence we give the classification of t facets of the sphere S^∗_{2,n} and the known classification of the facets of the set which is polar to that sphere.

Postupilo 8 avgusta 1999 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet