Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 261, 1999 g.

A. N. Gluxakov, S. E. Kozlov

GEODEZIQESKIE NA GRAN˚H KALIBROVOK VTORO` STEPENI

Vvedenie

V rabote avtorov [1] izuqalis~ topologiqeskie i metriqeskie svoæstva nekotoryh podmnoßestv v prostranstvah bivektorov Λ_2(R^n) i 2-form Λ^2(R^n), postroennyh nad evklidovym prostranstvom R^n. NastoØwaØ stat~Ø ØvlØetsØ prodolßeniem raboty [1], opublikovannoæ v fftom ße sbornike, qto predstavlØet avtoram vozmoßnost~ rassmatrivat~ vvedenie k [1] kak vvodnu¸ qast~ dannoæ zametki. Niße budem ispol~zovat~ osnovnye oboznaqeniØ i opredeleniØ, dannye v [1]. V pervyh dvuh paragrafah dokazano, qto grani na ediniqnyh sferah S^∗_{2,n}, S_{2,n} komassy i massy (sm. [1]) ØvlØ¸tsØ vpolne geodeziqeskimi podmnogoobraziØmi mnogoobraziæ kraænih toqek ext S^∗_{2,n} i ext S_{2,n} = G^+_{2,n}. DlØ sfery S_{2,n} fftot fakt moßno dokazat~ komponovkoæ rezul~tatov rabot [2, 3]. My privedem samostoØtel~noe dokazatel~stvo, ispol~zu¸wee apparat, razrabotannyæ dlØ izuqeniØ grassmanovyh mnogoobraziæ v ih pl¸kkerovoæ modeli. V tret~em paragrafe fftot apparat i rezul~taty predyduwih paragrafov primenØ¸tsØ dlØ izuqeniØ vnutrenneæ geometrii kompleksnogo proektivnogo prostranstva. V qastnosti, dokazana odna teorema Vonga [4], ranee sformulirovannaØ im bez dokazatel~stva.

§1. Grani sfery S^∗_{2,n} kak vpolne geodeziqeskie podmnogoobraziØ v ext S^∗_{2,n}

1.1. Vvedem oboznaqeniØ dlØ mnogoobraziØ kraænih toqek edi-

niqnoæ sfery komassy nad podprostranstvom W ⊂ R^n

M^∗_2 (W ) := ext S^∗_2 (W ) ⊂ Λ^2(R^n).

Pri pomowi skalØrnogo proizvedeniØ v R^n otoßdestvim prostranstvo bivektorov Λ_2(R^n) s prostranstvom 2-form Λ^2(R^n) (sm. [5]). Kaßdomu bivektoru ω ∈ S_{2,n} sopostavlØetsØ gran~

Rabota qastiqno podderßana grantom nauqnyh xkol, No. 96-15-96-075. 55

56 A. N. GLUXAKOV, S. E. KOZLOV

G^∗(ω) = T_ω ∩ M^∗_2 (R^n), gde opornaØ giperploskost~ T_ω ⊂ Λ^2(R^n)

imeet uravnenie ⟨ω, x⟩ = 1. Mnoßestvo M^∗_2 (W ) ØvlØetsØ odnorodnym mnogoobraziem gruppy O(W ). Ego razmernost~ pri qetnoæ razmernosti dim W = 2k ravna k(k − 1) (sm. [1], (29)).

1.2. Rassmotrim kaku¸-nibud~ kalibrovku φ ∈ M^∗_2 (W^{2k}). �toæ

kalibrovke kanoniqeski (i biektivno) sootvetstvuet nekotoraØ ortogonal~naØ kompleksnaØ struktura J(φ) na prostranstve W^{2k} (sm. [1], 3.3). Deæstvie operatora J(φ) na fflementah kanoniqeskogo razloßeniØ 2-formy φ zadaetsØ po sledu¸wemu pravilu

φ = e_1 ∧ ē_1 + . . . + e_k ∧ ē_k, J(φ)e_i = ē_i, J(φ)ē_i = −e_i, 1 6 i 6 k. (1) Tem samym prostranstvo W priobretaet kompleksnu¸ orientaci¸, pri kotoroæ bazis e(φ) := {e_1, ē_1, . . . , e_k, ē_k} poloßitel~no orientirovan. Pri k = 1 mnogoobrazie M^∗_2 (W^{2k}) svoditsØ k dvoetoqi¸. Pust~ k = 2. Operator Hodßa ∗ : Λ_2(W^4) → Λ_2(W^4), sootvetstvu¸wiæ kompleksnoæ orientacii prostranstva W^4, ortogonalen i samosoprØßen (sm. [6]). Pofftomu, xestimernoe prostranstvo Λ_2(W^4) razlagaetsØ v summu Minkovskogo dvuh svoih ortogonal~nyh trehmernyh podprostranstv, ØvlØ¸wihsØ sobstvennymi podprostranstvami operatora ∗, otveqa¸wimi sobstvennym qislam ±1

Λ_2(W^4) = Λ^+(W^4) + Λ^−(W^4).

Iz (1) sleduet, qto φ ∈ Λ^+(W^4). �to vkl¸qenie spravedlivo i dlØ l¸boæ drugoæ kalibrovki ~φ ∈ M^∗_2 (W^4) s poloßitel~noæ orientacieæ bazisa e( ~φ). Pri otricatel~noæ orientacii kalibrovka prinadleßit prostranstvu Λ^−(W^4). Tak kak vse 2-formy iz M^∗_2 (W^4) po modul¸ ravny √ 2, to

ext S^∗_{2,4} = M^∗_2 (W^4) = S^+( √ 2) ∪ S^−( √ 2), (2)

gde qerez S^±( √ 2) oboznaqeny dvumernye sfery v podprostranstvah Λ^±(W^4) s radiusom √ 2. Interesno sravnit~ formulu (2) s razloßeniem dlØ grassmaniana G^+_{2,4} (sm. [6])

ext S_{2,4} = G^+_{2,4} = S^+ ( 1 √ 2 ) + S^− ( 1 √ 2 ) . (3)

V [7], 3.2.3.4 postroeno kvaternionnoe predstavlenie gladkogo mnogoobraziØ G^+_{2,4} kak proizvedeniØ dvuh sfer. Zametim, qto

GEODEZIQESKIE NA GRAN˚H KALIBROVOK 57 ravenstvo (3), krome gladkoæ, uqityvaet i rimanovu strukturu obeih qasteæ. Pri qetnoæ razmernosti prostranstva W mnogoobrazie M^∗_2 (W ) sostoit iz dvuh komponent svØznosti, kotorye v qetyrehmernom sluqae realizovany kak sfery iz ob¨edineniØ (2).

Neposredstvenno proverØetsØ, qto bivektory

f^1 := e_1 ∧ e_2 − ē_1 ∧ ē_2, f^2 := e_1 ∧ ē_2 + ē_1 ∧ e_2 (4)

leßat v prostranstve Λ^+(W^4) i ortogonal~ny k φ ∈ S^+( √ 2). Ots¸da, s uqetom (2), vytekaet, qto f^1, f^2 ∈ T_φM^∗_2 (W^4).

1.3. Pust~ kalibrovka φ ∈ M^∗_2 (W^{2k}), k > 2 imeet razloßenie

(1). DlØ kaßdoæ pary indeksov 1 6 i < j 6 k prostranstvo

W_{ij} := Lin R(e_i, ē_i, e_j, ē_j) = Lin C(e_i, e_j) vewestvenno qetyrehmerno

i ØvlØetsØ kompleksno dvumernym podprostranstvom prostranstva W^kC (J(φ)). Po pravilu (4) postroim nabor 2-form

f^1_{ij} := e_i ∧ e_j − ē_i ∧ ē_j , f^2_{ij} := e_i ∧ ē_j + ē_i ∧ e_j , 1 6 i < j 6 k. (5)

Lemma. Pri k > 2 nabor (5) ØvlØetsØ ortogonal~nym bazisom ka-

satel~nogo prostranstva T_φM^∗_2 (W^{2k}).

Dokazatel~stvo. Iz opredeleniØ (5) sleduet, qto vse fflementy

nabora poparno ortogonal~ny i ih koliqestvo sovpadaet s razmernost~¸ mnogoobraziØ M^∗_2 (W^{2k}). OstaetsØ pokazat~, qto vse 2-formy f^1_{ij} , f^2_{ij} kasa¸tsØ mnogoobraziØ M^∗_2 (W^{2k}) v toqke φ. Ne naruxaØ obwnosti, dokaßem ffto dlØ pary (i, j) = (1, 2). Prinadleßnost~ 2-formy φ k mnogoobrazi¸ M^∗_2 (W^{2k}) harakterizuetsØ tem, qto v ee kanoniqeskom razloßenii [1], (13) vse kofffficienty α^i ravny edinice. V [6] pokazano, qto l¸boæ fflement prostranstva Λ^+(W_{12}) (sm. p. 1.2) moßet byt~ razloßen v summu dvuh prostyh bivektorov s vpolne ortogonal~nymi plowadkami i ravnymi modulØmi. Po postroeni¸, formy e_1 ∧ ē_1 + e_2 ∧ ē_2, f^1_{12},

f^2_{12} ∈ Λ^+(W_{12}), pofftomu, v silu skazannogo, dve okrußnosti

σ^{1(2)}_{12} (t) := [(e_1 ∧ ē_1 + e_2 ∧ ē_2) cos t + f^{1(2)}_{12} sin t] + ∑ i>2 e_i ∧ ē_i prinadleßit mnogoobrazi¸ M^∗_2 (W^{2k}). Teper~ naxe utverßdenie sleduet iz ravenstv σ^{1(2)}_{12} (0) = φ, σ̇^{1(2)}_{12} (0) = f^{1(2)}_{12} . �

58 A. N. GLUXAKOV, S. E. KOZLOV

1.4. Teorema. L¸baØ gran~ G^∗(ω) sfery S^∗_2 (R^n) leßit v mnogo-

obrazii M^∗_2 (R^n) kak vpolne geodeziqeskoe podmnogoobrazie.

Dokazatel~stvo. Po formule [1], (38) gran~ G^∗(ω) moßno raz-

loßit~ v summu Minkovskogo

G^∗(ω) = ~ω + M^∗_2 (V^⊥_ω ), ~ω ∈ Λ^2(R^n).

Pust~ φ ∈ M^∗_2 (V^⊥_ω ). V [1], 4.2 pokazano, qto naædetsØ takoæ ortonormirovannyæ nabor {e_i, ē_i}^r_{i=1}, r = [_n 2 ] , pri kotorom φ =

e_1∧ē_1+. . .+e_k ∧ē_k, ~ω = e_{k+1}∧ē_{k+1}+. . .+e_r ∧ē_r . Forma ψ := ~ω+φ pri-

nadleßit mnogoobrazi¸ M^∗_2 (R^n). Ortogonal~nyæ bazis {f^{1(2)}_{ij} } prostranstva T_ψM^∗_2 (R^n), postroennyæ po lemme 1.3 dlØ nabora {e_i, ē_i}^r_{i=1}, moßno razbit~ na dve qasti f_1 := {f^{1(2)}_{ij} }, j 6 k i f_2 := {f^{1(2)}_{ij} }, j > k. Mnoßestvo f_1 slußit bazisom dlØ grani

G^∗(ω), a vse fflementy mnoßestva f_2 ortogonal~ny k prostran-

stvu Λ_2(V_φ). Kasatel~nye vektora l¸boæ krivoæ v grani G^∗(ω) leßat v prostranstve Λ_2(V_φ). Pofftomu, dlØ l¸boæ krivoæ γ v grani G^∗(ω) spravedliva ffkvivalentnost~

γ̈ ⊥ T_γ M^∗_2 (R^n) ⇐⇒ γ̈ ⊥ T_γ G^∗(ω),

otkuda sleduet utverßdenie teoremy. �

§2. Svoæstva kanoniqeskogo vloßeniØ mnogoobraziØ C P^{k−1} v grassmanian G^+_2 (R^{2k}) ⊂ Λ2(R^{2k})

2.1. Napomnim nekotorye kanoniqeskie konstrukcii, svØzannye

s kompleksnoæ strukturoæ J na qetnomernom evklidovom prostranstve V^{2k} (sm. [7], 3.2). KompleksnaØ struktura J pozvolØet rassmatrivat~ prostranstvo V^{2k} kak k-mernoe kompleksnoe prostranstvo V^kC . Pofftomu opredeleny estestvennye vloßeniØ kompleksnyh grassmanovyh mnogoobraziæ C G_p (V^kC ) (s kompleksnoæ orientacieæ) v vewestvennye grassmaniany G^+_{2p}(V^{2k}). Pri p = 1 kompleksnoe mnogoobrazie C G_1 (V^kC ) rassmatriva¸t kak kompleksnoe proektivnoe prostranstvo C P^{k−1}. Tem samym, poslednee nadelØetsØ strukturoæ kompleksnogo mnogoobraziØ. Otobraßenie Hopfa

H : S^{2k−1}(V^{2k}) → C P^{k−1} = C G_1 (V^kC ) ⊂ G^+_2 (V^{2k})

GEODEZIQESKIE NA GRAN˚H KALIBROVOK 59 sopostavlØet kaßdomu ediniqnomu vektoru e ego kompleksnu¸ lineænu¸ oboloqku v prostranstve V^kC . �tu kompleksnu¸ prØmu¸ moßno rassmatrivat~ kak 2-ploskost~ v evklidovom prostranstve V^{2k}, snabßennu¸ kompleksnoæ orientacieæ.

2.2. Pl¸kkerovo vloßenie P (sm. [8], 6.2) sopostavlØet kaßdoæ

orientirovannoæ 2-ploskosti, prohodØweæ qerez naqalo prostranstvo V^{2k}, prostoæ ediniqnyæ bivektor ω ∈ Λ_2(V^{2k}), odnoznaqno fftoæ ploskost~¸ opredelØemyæ. OtoßdestvlØØ fflement grassmaniana G^+_2 (V^{2k}) s ego obrazom pri pl¸kkerovom vloßenii, budem sqitat~, qto G^+_2 (V^{2k}) ⊂ Λ_2(V^{2k}). KonstrukciØ p. 2.1 pozvolØet opredelit~ kanoniqeskoe vloßenie

C P^{k−1} ⊂ G^+_2 (V^{2k}) ⊂ Λ_2(V^{2k}). (6)

Pri fftom, otobraßenie Hopfa opisyvaetsØ prostoæ formuloæ

H : S^{2k−1}(V^{2k}) → G^+_2 (V^{2k}), h(e) = e ∧ ie. (7)

Otobraßenie HØvlØetsØ submersieæ sfery S^{2k−1}(V^{2k}) na C P^{k−1} ⊂ G^+_2 (V^{2k}) so sloem S^1(ω) = {x ∈ V_ω | |x| = 1} ∀ω ∈ C P^{k−1}.

Teorema. Pust~ na evklidovom prostranstve V^{2k} zadana ortogo-

nal~naØ kompleksnaØ struktura J. Togda kompleksnoe proektivnoe prostranstvo C P^{k−1}, kanoniqeski vloßennoe v grassmanovo mnogoobrazie G^+_2 (V^{2k}) ⊂ Λ_2(V^{2k}), sovpadaet s gran~¸ G(φ) dlØ nekotoroæ kalibrovki φ ∈ M^∗_2 (V^{2k}).

Dokazatel~stvo. Po opredeleni¸ vloßeniØ (6) bivektor ω pri-

nadleßit podmnogoobrazi¸ C P^{k−1} togda i tol~ko togda, kogda plowadka V_ω golomorfna. �to uslovie sovpadaet s usloviem [1], (33) prinadleßnosti ω k grani G(φ) dlØ kalibrovki

φ ∈ M^∗_2 (V^{2k}), opredelennoæ ravenstvom φ = Φ(J) (sm. [1], p. 3). �

2.3. Rassmotrim gladkiæ put~ γ : t → C P^{k−1}. Pri pomowi oto-

braßeniØ Hopfa (7) podnimem put~ γ v put~ e na sfere S^{2k−1}. Togda γ = e ∧ ie. Ortogonal~naØ kompleksnaØ struktura J dopuskaet edinstvennoe rasprostranenie evklidova skalØrnogo proizvedeniØ ⟨, ⟩ v V^{2k} do ffrmitova (, ) v V^kC . Razloßim vektor ė(0) po bazisu e_1, ie_1, . . . , e_k, ie_k, gde bazis e_1, . . . , e_k unitaren v V^kC i

e_1 = e(0):

ė(0) = μ(ie_1) + f, f = k∑ j=2 (u^j e_j + v^j (ie_j )).

60 A. N. GLUXAKOV, S. E. KOZLOV Togda

γ̇(0) = ė(0) ∧ ie(0) + e(0) ∧ iė(0) = (μ(ie_1) + f) ∧ ie_1+

e_1 ∧ (−μe_1 + if) = f ∧ ie_1 + e_1 ∧ if, f ⊥ e_1, ie_1.

Ots¸da vytekaet

Predloßenie. Kanoniqeskoe razloßenie l¸bogo ediniqnogo ka-

satel~nogo k podmnogoobrazi¸ C P^{k−1} v toqke ω = e_1 ∧ ie_1 vektora imeet vid X = 1 √ 2 (n_1 ∧ e_2 + e_1 ∧ n_2), e_2 = ie_1, n_2 = in_1. (8)

Zametim, qto v razloßenii (8) vektora e_1, n_1 obrazu¸t ffrmitovo-ortonormirovannu¸ paru.

Teorema. Podmnogoobrazie C P^{k−1} grassmaniana G^+_2 (V^{2k}) vpolne

geodeziqeskoe.

Dokazatel~stvo. Po teoreme 2.2 mnogoobrazie C P^{k−1} sovpada-

et s gran~¸ G(φ) nekotoroæ kalibrovki φ, ime¸weæ razloßenie (1). (Ediniqnyæ vektor X ∈ T_ωC P^{k−1}, ω = e_1 ∧ ie_1 moßno predstavit~ v vide (8). Po formule [9], 11(9) geodeziqeskaØ grassmaniana G^+_2 (V^{2k}), ishodØwaØ iz toqki ω v napravlenii X imeet natural~nu¸ parametrizaci¸

γ(t) := exp_ω(tX) = = ( e_1 cos t √ 2 + n_1 sin t √ 2 ) ∧ ( e_2 cos t √ 2 + n_2 sin t √ 2 ) . (9)

Tak kak pary e_1, n_1 ffrmitovo-ortonormirovana, to moßno sqitat~, qto v razloßenii (1) vektor e_2 sovpadaet s n_1. Iz (9) sleduet ⟨φ, γ(t)⟩ = ⟨e_1 ∧ ie_1, φ⟩ cos^2 t 2 + ⟨n_1 ∧ in_1, φ⟩ sin^2 t 2 = 1.

Znaqit vsØ geodeziqeskaØ γ(t) leßit v opornoæ giperploskosti

T_φ : ⟨φ, x⟩ = 1, a, vmeste s fftim, i v G(φ) = C P^{k−1}. �

GEODEZIQESKIE NA GRAN˚H KALIBROVOK 61

Sledstvie. Vse grani G(φ), φ ∈ S^∗_{2,n} sfery S2,n vpolne geodeziqny

v G^+_{2,n}.

Dokazatel~stvo. V [1] pokazano, qto l¸bu¸ gran~ G(φ) moß-

no predstavit~ kak gran~ grassmaniana G( ~φ) ⊂ G^+_2 (V^{2k}), ~φ ∈

M^∗_2 (V^{2k}) dlØ nekotorogo qetnomernogo podprostranstva V^{2k} ⊂ R^n. Iz teorem 2.2, 2.3 sleduet, qto ffta gran~ vpolne geodeziqna v G^+_2 (V^{2k}) ⊂ G^+_2 (R^n). Ostalos~ zametit~, qto poslednnee vkl¸- qenie vpolne geodeziqeskoe (sm. [10], 18.3). �

§3. NapravleniØ minimal~noæ krivizny v mnogoobrazii C P^{k−1}

3.1. Na kompleksnom proektivnom prostranstve C P^{k−1} vvoditsØ

normal~naØ rimanova metrika Fubini–Xtudi (sm., napr., [11, 12]). Otnositel~no fftoæ metriki prostranstvo C P^{k−1} stanovitsØ rimanovym odnorodnym mnogoobraziem. Bolee togo, ffta metrika unitarno izotropna v tom smysle, qto dva kasatel~nyh napravleniØ v fftom mnogoobrazii mogut byt~ sovmeweny izometrieæ, inducirovannoæ nekotorym unitarnym preobrazovaniem prostranstva V^kC . Ots¸da sleduet, qto l¸baØ unitarno izotropnaØ metrika na C P^{k−1} gomotetiqna metrike Fubini–Xtudi. Iz predloßeniØ 2.3 sleduet, qto metrika na C P^{k−1} , inducirovannaØ vloßeniem (6), unitarno izotropna, znaqit, proporcional~- na metrike Fubini–Xtudi. Tak kak ffto vloßenie vpolne geodeziqeskoe, to dlØ izuqeniØ vnutrennih voprosov geometrii mnogoobraziØ C P^{k−1} moßno ispol~zovat~ apparat, razrabotannyæ dlØ pl¸kkerovyh vloßeniæ grassmanianov G^+_2 (V^{2k}) ⊂ Λ_2(V^{2k}).

KompleksnaØ struktura ~J_ω v kasatel~nom prostranstve

T_ωG^+_2 (V^{2k}), prevrawa¸waØ grassmanian G^+_2 (V^{2k}) v kfflerovo mno-

goobrazie, inducirovana povorotom plowadki V_ω na ugol^π_2 (sm. [13]). Netrudno pokazat~, qto ffto preobrazovanie soglasovano s kanoniqeskoæ kompleksnoæ strukturoæ na mnogoobrazii C P^{k−1} ⊂ G^+_2 (V^{2k}). Pofftomu deæstvie fftoæ struktury na kasatel~nyæ vektor X (sm. (8)) opisyvaetsØ prostoæ formuloæ ~J_ωX = ~J_ω ( 1 √ 2 (n_1 ∧ e_2 + e_1 ∧ n_2) ) = 1 √ 2 n_1 ∧ (−e_1) + e_2 ∧ n_2. (10)

Tak kak vloßenie (6) vpolne geodeziqeskoe, to kompleksnoe proektivnoe prostranstvo C P^{k−1} , v silu (10), priobretaet

62 A. N. GLUXAKOV, S. E. KOZLOV strukturu kfflerova podmnogoobraziØ v kfflerovom mnogoobrazii

G^+_2 (V^{2k}).

3.2. V kaqestve ill¸stracii k skazannomu v predyduwem punk-

te rassmotrim zadaqu ob opredelenii dvumernyh napravleniæ σ, sootvetstvu¸wih maksimal~noæ i minimal~noæ sekcionnym kriviznam mnogoobraziØ C P^{k−1} . V silu unitarnoæ izotropnosti prostranstva C P^{k−1} ffti krivizny sovpada¸t s sobstvennymi qislami samosoprØßennogo operatora L_X : T_ωC P^{k−1} → T_ωC P^{k−1} , L_X (Y ) := R(Y, X)X, ⟨Y, X⟩ = 0 (11) dlØ vektora X, ime¸wego razloßenie (8). Pri k = 1 mnogoobrazie C P^{k−1} svoditsØ k toqke. Pri k = 2 v T_ω C P^1 suwestvuet tol~- ko odno dvumernoe napravlenie σ i

exp_ω σ = C P^1 = ω^− + S^+ ( 1 √ 2 ) ⊂ Λ^+(V^4), ω^− ∈ S^− ( 1 √ 2 ) , K_σ = 2

(12)

(sm. p. 1.2). Vloßenie (6) vpolne geodeziqeskoe, pofftomu otobraßenie exp_ω v (12) my rassmatrivaem kak ffksponencial~noe otobraßenie v ob¨eml¸wem grassmaniane. Formula (12) daet ewe odnu – rimanovu interpretaci¸ otoßdestvleniØ kompleksnoæ prØmoæ C P^1 s dvumernoæ sferoæ. Normirovka metriki Fubini– Xtudi, zadannaØ vloßeniem (6), takova, qto krivizna fftoæ sfery ravna 2.

Pust~ k > 3. Pod^¯L_X budem ponimat~ rasprostranenie operatora L_X na kasatel~noe prostranstvo T_ω G^+_2 (V^{2k}) ⊃ T_ωC P^{k−1} , zadannoe toæ ße formuloæ (11). Po teoreme [14], 28.3 sobstvennye qisla operatora^¯L_X isqerpyva¸tsØ naborom 0,^1_2 , 2. Qerez

Σ̄_X (¶) oboznaqim sobstvennye podprostranstva operatora L̄_X ,

otveqa¸wie sobstvennomu znaqeni¸ ¶. Formula (8) i teorema [14], 28.3 pozvolØet oharakterizovat~ fflementy pereseqeniØ

Σ_X (¶) := Σ̄_X (¶) ∩ T_ω C P^{k−1}:

Σ_X (0) = 0,

Σ_X (2) = Lin R(J_ω X) = Lin R(−n_1 ∧ e_1 + e_2 ∧ n_2),

Σ_X ( 1 2 ) = {Y | Y = n ∧ e_2 + e_1 ∧ in, (n_1, n) = (e_1, n) = 0}.

(13)

GEODEZIQESKIE NA GRAN˚H KALIBROVOK 63 Sledovatel~no, maksimal~noe znaqenie krivizny dostigaetsØ v golomorfnyh plowadkah σ_{max}, J_ωσ_{max} = σ_{max}, i ravno 2. Plowadki σ s minimal~nym znaqeniem krivizny^1_2 oblada¸t svoæstvom J_ωσ_{min} ⊥ σ_{min} (sm. [15], 7.5(V)). Po teoreme [16], 1.1 znaqenie ¶ =^1_2 ØvlØetsØ stacionarnym znaqeniem sekcionnoæ krivizny na grassmaniane G^+_2 (V^{2k}), k > 3. Iz tret~eæ formuly v (13) i utverßdeniØ [16], 3.2 sleduet, qto plowadka σ_{min} ØvlØetsØ ffkstremal~nym dvumernym napravleniem (sm. [16], 1.1) v grassmaniane G^+_2 (V^{2k}), sootvetstvu¸wim stacionarnomu znaqeni¸ ¶ =^1_2 . Moßno pokazat~, qto l¸boe takoe ffkstremal~noe napravlenie σ v grassmaniane G^+_2 (R^n), n > 6 kasaetsØ vpolne geodeziqeskogo podmnogoobraziØ C P^2 , postroennogo nad xestimernym rangovym podprostranstvom V (σ) ⊂ R^n.

Iz (12) i vtoroæ formuly v (13) sleduet

exp_ω σ_{max} = ω^− + S^+ ( 1 √ 2 ) ⊂ Λ^+(V_{σmax} ), ω^− ∈ S^− ( 1 √ 2 ) . (14)

Takim obrazom vpolne geodeziqeskoe podmnogoobrazie

exp_ω σ_{max} ⊂ C P^{k−1} vloßeno v evklidovo prostranstvo Λ_2(V^{2k}) kak

standartnaØ dvumernaØ sfera, leßawaØ v nekotorom trehmernom affinnom podprostranstve fftogo prostranstva.

3.3. V rabote [4], §4 anonsirovano utverßdenie o tom, qto pri k > 3 mnoßestvo exp_ω σmin ØvlØetsØ vpolne geodeziqeskim pod-

mnogoobraziem v C P^{k−1} , gomeomorfnym vewestvennoæ proektivnoæ ploskosti RP^2. K soßaleni¸, v posledu¸wih publikaciØh nam ne udalos~ naæti dokazatel~stva fftogo fakta.

Teorema (Vong). Pust~ v napravlenii dvumernoæ plowadki σ, ka-

sa¸weæsØ mnogoobraziØ C P^{k−1}, k > 3 dostigaetsØ minimal~naØ sekcionnaØ krivizna. Togda mnoßestvo geodeziqeskih, kasa¸wihsØ fftoæ plowadki, obrazu¸t vpolne geodeziqeskoe podmnogoobrazie, gomeomorfnoe proektivnoæ ploskosti RP^2.

Dokazatel~stvo. Formuly (8), (13) pozvolØ¸t v plowadke σ ∈

T_ωC P^{k−1} vybrat~ ortogonal~nu¸ paru vektorov

X = n_1 ∧ ie + e ∧ in_1, Y = n_2 ∧ ie + e ∧ in_2,

gde ω = e ∧ ie, a troæka (e, n_1, n_2) ffrmitovo ortonormirovana. Opredelim vektor-funkcii n(α) := n_1 cos α + n_2 sin α,

e(t, α) := e cos t + n(α) sin t, n(t, α) := −e sin t + n(α) cos t. (15)

64 A. N. GLUXAKOV, S. E. KOZLOV Rassmotrim sledu¸wu¸ parametrizaci¸ poverhnosti geodeziqeskih (sm. [9], 11(9))

Φ(t, α) = exp_ω t(cos αX + sin αY ) = e(t, α) ∧ ie(t, α). (16)

KaßdaØ koordinatnaØ liniØ Φ(t, α_0) fftoæ parametrizacii ØvlØetsØ geodeziqeskoæ, ishodØweæ iz toqki ω. Parametr t na fftoæ geodeziqeskoæ proporcionalen natural~nomu s kofffficientom √ 2, to est~ dt = √ 2 ds. Radius in¨ektivnosti grassmania-

na G^+_2 (V^{2k}) raven^π√_2 (sm. [9], 13.1). Pofftomu otkrytyæ krug B (_{π√} 2 ) := {t(cos αX + sin αY ), t < π} ⊂ T_ωC P^{k−1} vkladyvaetsØ

v mnogoobrazie C P^{k−1} deæstviem otobraßeniØ (16). DlØ toqek graniqnoæ okrußnosti fftogo kruga iz (16) nahodim Φ(π, α) = Φ(π, α + π) = n(α) ∧ in(α). (17) Tak kak vo vseh toqkah (π, α_0) otobraßenie Φ regulØrno, a krivaØ Φ(t, α_0) ØvlØetsØ zamknutoæ geodeziqeskoæ, to poverhnost~ Φ ØvlØetsØ gladkim podmnogoobraziem v C P^{k−1}, gomeomorfnym RP^2. Pokaßem, qto vtoraØ forma B fftogo podmnogoobraziØ obrawaetsØ v nol~. Iz radial~noæ geodeziqnosti poverhnosti Φ sleduet, qto B(Φ_t, Φ_t) = 0. Vektornoe pole Φ_α(t, α_0) ØvlØetsØ polem ˚kobi vdol~ geodeziqeskoæ Φ(t, α_0). Grassmanian G^+_2 (V^{2k}) nadelen strukturoæ rimanova simmetriqeskogo prostranstva, pofftomu napravlenie polØ ˚kobi Φ_α(t, α_0) perenositsØ parallel~no vdol~ geodeziqeskoæ Φ(t, α_0) (sm. [12], 31.2.5). Znaqit,

B(Φ_t, Φ_α) = 0. V kaqestve ishodnogo napravleniØ dlØ otsqeta

uglov α moßno vybrat~ l¸boæ vektor cos αX + sin αY , pofftomu dostatoqno pokazat~, qto B(Φ_α, Φ_α) = 0 pri α = 0. Prodifferencirovav (16) i prodelav rutinnye vykladki, predstavim vtoru¸ proizvodnu¸ Φ_{αα}(t, 0) v vide lineænoæ kombinacii Φ_{αα}(t, 0) = ae(t, 0) ∧ ie(t, 0)+ +bn(t, 0) ∧ in(t, 0) + c(n(t, 0) ∧ ie(t, 0) + e(t, 0) ∧ in(t, 0)). (18)

Pervye dva slagaemyh v (18) ortogonal~ny k kasatel~nomu prostranstvu T_{Φ(t,0)}G^+_2 (V^{2k}), a tret~e slagaemoe kollinearno vektoru Φ_t(t, 0). Ots¸da sleduet, qto B(Φ_α, Φ_α) = 0. �

DokazannaØ teorema daet geometriqesku¸ harakteristiku ffkstremal~nym napravleniØm sekcionnoæ krivizny grassmaniana G^+_2 (R^n), n > 6, sootvetstvu¸wim stacionarnomu znaqeni¸ krivizny ¶ =^1_2 (sm. [16]).

GEODEZIQESKIE NA GRAN˚H KALIBROVOK 65 Literatura 1. A. N. Gluxakov, S. E. Kozlov, GeometriØ sfery kalibrovok stepeni 2.

— Zap. nauqn. semin. POMI 261 (1999).

2. F. Morgan, The exterior algebra Λk Rk and area minimization. Linear Algebra Appl., 66, (1985), 1–28.

3. B.-Y. Chen, T. Nagano, Totally geodesic submanifolds of symmetric spaces. Duke Math. J., 45, No. 2 (1978), 405–425.

4. Y.-C. Wong, Sectional curvatures of Grassmann manifolds. Proc. Nat. Acad.

USA, 60, No. 1 (1968), 75–79.

5. G. Federer, GeometriqeskaØ teoriØ mery. M., Nauka, 1987. 6. S. E. Kozlov, Ortogonal~no sovmestimye bivektory. Ukr. geometr. Sb., vyp. 27 (1984), 68–75.

7. V. A. Rohlin, D. B. Fuks, Naqal~nyæ kurs topologii. Geometriqeskie

glavy. M., Nauka, 1977.

8. S. E. Kozlov, GeometriØ vewestvennyh grassmanovyh mnogoobraziæ.

Qast~ I, II. Zap. nauqn. semin. POMI, 246 (1997), 84–107.

9. S. E. Kozlov, GeometriØ vewestvennyh grassmanovyh mnogoobraziæ.

Qast~ III. Zap. nauqn. semin. POMI, 246 (1997), 108–129.

10. S. E. Kozlov, GeometriØ vewestvennyh grassmanovyh mnogoobraziæ.

Qast~ IV. Zap. nauqn. semin. POMI, 252 (1998), 78–103.

11. S. Bochner, Curvature in Hermitian metric. Bull. Am. Math. Soc., 52 (1947), 179–195.

12. ı. D. Burago, V. A. Zalgaller, Vvedenie v rimanovu geometri¸.

S.-Peterburg, Nauka, 1994.

13. X. KobaØsi, K. Nomidzu, Osnovy differencial~noæ geometrii. T. 2, M., Nauka, 1981.

14. S. E. Kozlov, GeometriØ vewestvennyh grassmanovyh mnogoobraziæ.

Qast~ V. Zap. nauqn. semin. POMI, 252 (1998), 104–120.

15. D. Gromol, V. Klingenberg, V. Meæer, Rimanova geometriØ v celom. M., Mir, 1975.

16. S. E. Kozlov, Stacionarnye znaqeniØ sekcionnoæ krivizny v grassmani-

anah bivektorov. Zap. nauqn. semin. POMI, 261 (1999). Glushakov A. N., Kozlov S. E. Geodesics on faces of calibrations of degree two.

It is proved that faces of unite spheres equipped with mass and comass norms are totally geodesic submanifolds in the manifolds of the extremal points of the spheres. The canonical embedding of the complex projective space C P^{k−1} in the Plücker model of the Grassmanian G^+_2 (R^{2k}) ⊂ Λ_2(R^{2k}) is described, and certain of its properties are proved. As an application of these results, the two-dimensional sections in C P^{k−1} such that the curvature in these sections is minimal are characterized geometrically.

Postupilo 20 sentØbrØ 1999 g.

Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet