Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 261, 1999 g.

V. A. Zalgaller, A. L. Iones

O TREUGOL^NIKE MINIMAL^NOGO PERIMETRA, OPISANNOM VOKRUG VYPUKLOGO N -UGOL^NIKA

§1. Vvedenie 1.1. NastoØwaØ stat~Ø otnositsØ k vyqislitel~noæ geometrii. Cel~ stat~i dat~ geometriqeskoe obosnovanie i predloßit~ shemu algoritma qislennogo rexeniØ sledu¸weæ zadaqi. Na ploskosti zadan (koordinatami posledovatel~nyh verxin) vypuklyæ n-ugol~nik P_n, n > 3. TrebuetsØ naæti treugol~nik naimen~xego perimetra, opisannyæ vokrug P_n. �ta zadaqa okazyvaetsØ sloßnee, qem moßet pokazat~sØ na pervyæ vzglØd.

Naqnem s bolee obwego voprosa: naæti ohvatyva¸wiæ P_n kugol~nik minimal~nogo perimetra n > k ⩾ 3. Nam neizvesten algoritm qislennogo rexeniØ takoæ zadaqi. No nekotorye svoæstva iskomogo k-ugol~nika legko ustanovit~. (O svoæstvah opisannogo k-ugol~nika minimal~noæ plowadi sm. [1].) 1.2. Sredi k-ugol~nikov, soderßawih Pn, suwestvuet hotØ by

odin k-ugol~nik Q minimal~nogo perimetra.

Deæstvitel~no, pust~ K(O, R) – opisannyæ krug dlØ P_n, O – ego centr, R – radius, i pust~ 2p_0 – perimetr pravil~nogo kugol~nika, opisannogo vokrug K(O, R). Rassmotrim vse soderßawie P_n vypuklye mnogougol~niki s qislom verxin ⩽ k i perimetrom ⩽ 2p_0. Minimiziru¸wu¸ perimetr posledovatel~nost~ dostatoqno vybirat~ sredi nih. Verxiny takih mnogougol~nikov ne vyhodØt iz kruga K(O, p_0). Po kompaktnosti sredi fftih mnogougol~nikov est~ hot~ odin s minimal~nym perimetrom. Vvidu n > k i vypuklosti P_n minimal~nyæ mnogougol~nik Q ne sovpadaet s P_n. Esli by qislo verxin u Q bylo < k, to u mnogougol~- nika Q byla by verxina, okrestnost~ kotoroæ moßno srezat~, umen~xiv perimetr. □ 1.3. Pust~ Q – vypuklyæ k-ugol~nik minimal~nogo perimetra, so-

derßawiæ P_n. Togda hot~ odna storona Q soderßit v sebe storonu n-ugol~nika P_n. 76

O TREUGOL^NIKE MINIMAL^NOGO PERIMETRA 77 Dopustim, qto ffto ne tak. Togda na kaßdoæ storone A_iA_{i+1} mnogougol~nika Q est~ rovno odna verxina B_i mnogougol~nika P_n. (Esli verxina B_i popala v verxinu mnogougol~nika Q, to ona edinstvenna dlØ kaßdoæ iz dvuh prilega¸wih storon mnogougol~nika Q; v fftom sluqae pridaem eæ dva nomera.) Oboznaqim c_i = |B_i B_{i+1}|. Togda pri oboznaqeniØh, Øsnyh iz ris. 1,

Ris. 1.

imeem dlØ perimetra p mnogougol~nika Q znaqenie p = k∑ i=1 (a_i + b_i) = k∑ i=1 c_i sin(α_i + β_i)

(sin α_i + sin β_i). (1)

(Kogda B_i v verxine Q, to B_i = B_{i+1}, c_i = 0. �to tol~ko umen~- xaet qislo slagaemyh v summe (1).)

Povernem kaßdu¸ storonu k-ugol~nika Q vokrug leßaweæ na fftoæ storone toqki B_i na odin i tot ße malyæ ugol x > 0. �to menØet α_i na α_i − x, β_i na β_i + x i ne menØet α_i + β_i. Togda p(x) = k∑ i=1 c_i sin(α_i + β_i) ( sin(α_i − x) + sin(β_i + x) ) , otkuda

p0_{(x) =}^{k∑} i=1 c_i sin(α_i + β_i) ( − cos(α_i − x) + cos(β_i + x) ) , p00_{(x)}^| x=0 = − k∑ i=1 c_i sin(α_i + β_i) ( sin α_i + sin β_i ) = −p < 0.

78 V. A. ZALGALLER, A. L. IONES Otricatel~nost~ vtoroæ proizvodnoæ iskl¸qaet minimal~nost~ p v ishodnom poloßenii. □

1.4. DlØ ploskogo vypuklogo k-ugol~nika s cikliqeski zanumerovannymi verxinami A_1, . . . , A_{k+1} = A_1 nazovem vnevpisannym krugom storony A_iA_{i+1} krug, kotoryæ kasaetsØ storony A_iA_{i+1} i prodolßeniæ storon A_i�_1A_i, A_{i+2}A_{i+1} i raspoloßen otnositel~- no prØmoæ A_iA_{i+1} po drugu¸ storonu, neßeli sam mnogougol~nik. 1.5. Esli Pn – vypuklyæ n-ugol~nik, 3 ⩽ k < n, i Q est~ k-ugol~nik

minimal~nogo perimetra, soderßawiæ P_n, to u mnogougol~nika Q toqki q_i kasaniØ ego storony A_iA_{i+1} s ee vnevpisannym krugom prinadleßat ne tol~ko Q, no i P_n.

Deæstvitel~no, pust~ dlØ nekotoroæ storony A_iA_{i+1} ffto ne tak. Togda, sm. ris. 2, qast~ Q_i�_1A_iA_{i+1}q_{i+1} = q_i�_1r_i�_1 + q_{i+1}r_{i+1}

Ris. 2.

perimetra mnogougol~nika Q moßno umen~xit~. Dostatoqno u mnogougol~nika Q snØt~ storonu A_iA_{i+1}, zatem krug K_i, nepreryvno izmenØØ ego tak, qtoby sohranØt~ ego kasaniØ s luqami A_i�_1A_i i A_{i+2}A_{i+1}, priblizit~ k mnogougol~niku P_n do pervogo kontakta s P_n v nekotoroæ novoæ toqke q0_i, i qerez q0_i provesti novu¸ storonu A0_iA0_{i+1}, nestrogo razdelØ¸wu¸ P_n i krug K_i v ego novom poloßenii. □ 1.6. Nam udobno harakterizovat~ toqki qi kak toqki kasaniØ vnevpisannyh krugov. No te ße toqki q_i pri ih qislennom poiske moßno harakterizovat~ otnoxeniem, v kotorom toqka q_i delit storonu A_iA_{i+1}: A_iq_i q_i A_{i+1} = tg^{γi}_2 tg^{γi+1}_2

, (2)

O TREUGOL^NIKE MINIMAL^NOGO PERIMETRA 79 gde γ_i, γ_{i+1} – ugly mnogougol~nika Q pri verxinah A_i, A_{i+1}. 1.7. Svoæstva 1.3 i 1.5 harakterizu¸t stacionarnye poloßeniØ pri poiske k-ugol~nika minimal~nogo perimetra, no vvidu trudnoæ obozrimosti vseh takih poloßeniæ ffti svoæstva ne da¸t ewe ffffektivnogo algoritma dlØ nahoßdeniØ takogo k-ugol~nika.

Pereædem k sluqa¸ k = 3, v kotorom moßno prodvinut~sØ dal~xe.

§2. Zadaqi o treugol~nike 2.1. Zadaqa 1. DlØ vypuklogo n-ugol~nika Pn naæti soderßawiæ ego treugol~nik minimal~nogo perimetra. (Naæti vse takie treugol~niki, esli ih neskol~ko.)

Zadaqa 2. Pust~ L – prØmaØ, iduwaØ vdol~ fiksirovannoæ storony vypuklogo n-ugol~nika P_n. Naæti sredi treugol~nikov, soderßawih P_n i ime¸wih osnovanie na prØmoæ L, treugol~nik ABC naimen~xego perimetra s osnovaniem AB na prØmoæ L.

Vvidu svoæstva 1.3 dlØ rexeniØ zadaqi 1 dostatoqno rexit~ ne bolee, qem n zadaq 2 i vybrat~ iz poluqennyh treugol~nikov ime¸wie naimen~xiæ perimetr. (Pri naliqii u P_n simmetrii qislo zadaq 2 budet men~xe, qem n.)

Dalee, my sosredotoqimsØ na zadaqe 2.

2.2. Kak i v 1.2 i 1.5 legko proverit~, qto hot~ odin minimal~- nyæ treugol~nik T suwestvuet, i vnevpisannye krugi ego bokovyh storon kasa¸tsØ fftih storon v toqkah, prinadleßawih ne tol~ko T , no i P_n.

2.3. Nazovem soderßawiæ Pn treugol~nik ABC s osnovaniem AB na prØmoæ L stacionarnym, esli toqki P i Q kasaniØ vnevpisannyh krugov K_A i K_B ego bokovyh storon AC i BC prinadleßat mnogougol~niku P_n, ris. 3. Iskomye v zadaqe 2 treugol~niki T obØzatel~no stacionarnye.

Otmetim, qto u kaßdogo stacionarnogo treugol~nika ABC dliny otrezkov AP i BQ ravny meßdu soboæ. Deæstvitel~no, DB = AE kak ravnye poluperimetru treugol~nika ABC. Po- fftomu DA = BE, no AP = AD, BQ = BE. □ 2.4. Lemma. V uslovih zadaqi 2 moßet suwestvovat~ ne bolee

odnogo stacionarnogo treugol~nika ABC, u kotorogo kaßdyæ iz uglov ∠A, ∠B ne prevoshodil by π/2.

80 V. A. ZALGALLER, A. L. IONES

Ris. 3.

Deæstvitel~no, pust~ T – odin iz takih stacionarnyh treugol~nikov, ris. 3. Togda uveliqenie radiusa kruga K_B trebuet umen~xeniØ radiusa kruga K_A. No pervoe uveliqenie svØzano s rostom otrezka BQ, a vtoroe umen~xenie svØzano (poka ∠A ⩽ π/2) s ukoroqeniem otrezka AP . Pofftomu ravenstvo AP = BQ ne moßet povtorit~sØ dvaßdy pri ∠A ⩽ π/2 i ∠B ⩽ π/2. □ V §3 my vstretimsØ so sluqaØmi needinstvennosti stacionarnyh treugol~nikov i vozmoßnoæ needinstvennosti (sm. (3.14)) minimal~nogo treugol~nika v zadaqe 2. Pri fftom odin iz uglov ∠A, ∠B budet tupym. Imenno poØvlenie tupyh uglov pri osnovanii AB osloßnØet zadaqu 2.

2.5. Vydelim osobyæ sluqaæ, v kotorom zadaqa 2 legko rexaet- sØ. Teorema. Esli vypuklyæ n-ugol~nik Pn imeet os~ simmetrii,

perpendikulØrnu¸ prØmoæ L, to rexenie zadaqi 2 edinstvenno i fftim rexeniem ØvlØetsØ nekotoryæ ravnobederennyæ treugol~- nik T s osnovaniem AB na prØmoæ L.

Dokazatel~stvo. Pust~ l – perpendikulØrnaØ k L os~ simmetrii n-ugol~nika P_n i ABC – l¸boæ soderßawiæ P_n treugol~- nik s osnovaniem na L. Simmetrizuem po Xvarcu treugol~nik ABC otnositel~no prØmoæ L. Poluqennyæ simmetrizacieæ treugol~nik A0B0C0 toße budet soderßat~ P_n, a perimetr u A0B0C0 budet men~xe, qem u ABC, esli treugol~nik ABC ne byl ravnobedrennym. Pofftomu iskomyæ treugol~nik T minimal~nogo perimetra ravnobedrennyæ, pritom stacionarnyæ. Po lemme 2.4 on edinstvenen. □

O TREUGOL^NIKE MINIMAL^NOGO PERIMETRA 81

2.6. Primer. Pust~ P4 – prØmougol~nik s dlinami storon a i

b, a prØmaØ L idet vdol~ storony a, ris. 4. Iskomyæ ravnobedrennyæ treugol~nik ABC dolßen imet~ Q toqkoæ kasaniØ vnevpisannogo kruga storony BC, qto, soglasno 1.6, ravnosil~no trebovani¸

Ris. 4.

BQ QC = tg^α_2 tg^π�^{2α}_2 . No BQ = b sin α , QC = a 2 sin^π�^{2α}_2 . �to daet dlØ nahoßdeniØ ugla α uravnenie tg α 2 tg^2α = 2b a , 0 < α < π 2 . (3)

Perimetr takogo treugol~nika

2p = (1 + cos α) ( a cos α + 2b sin α ) . V qastnosti:

pri a = 1, b = 1 nahodim α ≈ 1.072, 2p ≈ 6.46; pri a = 1, b = 2 nahodim α ≈ 1.182, 2p ≈ 9.60; pri a = 2, b = 1 nahodim α ≈ 0.949, 2p ≈ 9.32.

82 V. A. ZALGALLER, A. L. IONES

2.7. V usloviØh teoremy 2.5 legko predloßit~ vyqislitel~- nyæ algoritm poiska minimal~nogo treugol~nika T . Numeruem A_0, A_1, . . . , A_m levye verxiny P_n, v napravlenii ot prØmoæ L, pritom naqinaØ tol~ko s toæ verxiny A_0, posle kotoroæ storona A_0A_1 naklonena k L v storonu mnogougol~nika P_n. Oboznaqaem B_0, B_1, . . . , B_m simmetriqnye im verxiny. NaqinaØ s ravnobedrennogo treugol~nika, bokovye storony kotorogo idut vdol~ storon A_iA_{i+1} i B_iB_{i+1}, gde i = [ m/2 ] . Stroim dlØ fftogo treugol~nika toqku kasaniØ kruga K_A. Esli ona popala na uqastok A_iA_{i+1}, to treugol~nik uße iskomyæ. V protivnom sluqae ona ukaßet, k kakomu sledu¸wemu rebru A_jA_{j+1} celesoobrazno obratit~sØ: k nomeru j, srednemu meßdu 0 i i, ili k srednemu meßdu i i m − 1. Tak my, sußaØ kaßdyæ raz vdvoe interval nomerov, libo poluqim rexenie, libo pridem k situacii, kogda vybor A_kA_{k+1} rekomenduet pereæti k A_k�_1A_k, a vybor A_k�_1A_k rekomenduet pereæti k A_kA_{k+1}. V fftom sluqae ostaetsØ rexit~ zadaqu dlØ prØmougol~nika (sm. 2.6) s verxinami A_k i B_k v roli P i Q na ris. 4.

2.8. Zameqanie. V usloviØh teoremy 2.5 neobhodimyæ priznak 2.2, analogiqnyæ 1.5, ØvlØetsØ i dostatoqnym dlØ minimal~nosti treugol~nika v zadaqe 2. �to delaet dokazatel~nym sledu- ¸wiæ primer, kotoryæ pokazyvaet, qto v zadaqe 1 priznaki 1.3 i 1.5 dostatoqnymi ne ØvlØ¸tsØ. V usloviØh ris. 5 dlØ zaxtrihovannogo xestiugol~nika P_6 rexeniØmi vseh zadaq 2 ØvlØ¸tsØ libo treugol~nik A_1A_2A_3, libo B_1B_2B_3. Priznaki 1.3 i 1.5 vypolnØ¸tsØ dlØ kaßdogo iz nih. No tol~ko pervyæ iz nih ØvlØetsØ minimal~nym po perimetru.

O TREUGOL^NIKE MINIMAL^NOGO PERIMETRA 83 Preßde qem pereæti k opisani¸ vozmoßnogo algoritma rexeniØ zadaqi 2 (sm. §4), obratimsØ k vspomogatel~nomu materialu, izloßennomu v §3.

§3. DvuhtoqeqnaØ zadaqa 3.1. Pust~ na dekartovoæ ploskosti vyxe osi x fiksirovany dve razliqnye toqki P i Q. ZadadimsØ voprosom: skol~ko moßet byt~ treugol~nikov ABC s osnovaniem AB na osi x (pritom sonapravlennym s fftoæ os~¸), takih, qto toqka P leßit na storone AC, toqka Q – na storone BC i vnevpisannye krugi fftih storon kasa¸tsØ ih v toqkah P i Q? V nastoØwem §3 my budem nazyvat~ imenno takie treugol~niki stacionarnymi.

Vvidu invariantnosti otnositel~no podobiØ sqitaem, ne terØØ obwnosti, qto koordinaty toqek P (0, 1), Q(a, k), gde 0 < k ⩽ 1. U stacionarnyh treugol~nikov, soglasno 2.3, AP = BQ. Pofftomu pri k = 1 stacionarnyæ treugol~nik obØzan byt~ ravnobedrennym, pritom pri zadannom a, soglasno 2.5, – edinstvenno vozmoßnym. Pri k < 1 ne moßet byt~ stacionarnyh treugol~nikov pri a ⩽ 0, t.k. ffto iskl¸qaet vozmoßnost~ AP = BQ. Pofftomu dalee sqitaem 0 < k < 1, a < 0.

3.2. Pust~ ABC – stacionarnyæ treugol~nik, ris. 6, ris. 7.

84 V. A. ZALGALLER, A. L. IONES

Ris. 7.

(Na ris. 6, 7 ne izobraßen vnevpisannyæ krug storony BC, no ego kontakt so storonoæ BC imenno v toqke Q obespeqivaetsØ ravenstvom AP = BQ.) Ugol β obØzatel~no ostryæ: inaqe luqi AP i BQ rashodilis~ by, ne obrazuØ treugol~nik. Ugol β ograniqen snizu trebovaniem, qtoby toqka P leßala vnutri storony AC. (�to trebuet tg β > (1 − k)/a.) Ravenstvo AP = BQ vleqet sootnoxenie sin β = k sin α. (4)

Ono nakladyvaet ograniqeniØ i na α, no ugol α moßet byt~ i ostrym, kak na ris. 6, i tupym, kak na ris. 7.

Poluperimetr p = W 0B treugol~nika ABC dopuskaet dva predstavleniØ: p = W 0B = r ctg β 2 , p = W 0O + OQ0 + Q0B = r sin α + a + k ctg β.

Pofftomu sobl¸denie ravenstva

r ctg β 2 = r sin α + a + k ctg β (5)

ØvlØetsØ neobhodimym priznakom stacionarnogo treugol~nika. 3.3. Vyrazim vse vhodØwie v ravenstvo (5) veliqiny qerez a, k i vspomogatel~nu¸ veliqinu t := ctg α/2 > 0. Imeem

sin α = 2t t^2 + 1

, cos α = t^2 − 1 t^2 + 1 ;

O TREUGOL^NIKE MINIMAL^NOGO PERIMETRA 85 iz trapecii W 0W P O sleduet r = 1 − r cos α, otkuda r = 1 1 − cos α = t^2 + 1 2 ; iz (4) nahodim

sin β = 2kt t^2 + 1

, cos β = √ (t^2 + 1)^2 − 4k^2t^2 t^2 + 1 . Oboznaqim Δ = √ (t^2 + 1)^2 − 4k^2t^2 = √ (t^2 + 1 − 2k^2)^2 + 4k^2(1 − k^2), (6)

togda ctg β = Δ 2kt , ctg β 2 = 1 + cos β

sin β = t^2 + 1 + Δ 2kt . Teper~ ravenstvo (5) prinimaet vid

4ka = t^3 + (2 − 4k)t + 1 t + ( t + 1 − 2k t ) Δ. (7)

Pri fiksirovannom k, 0 < k < 1, veliqiny a i p vyraßa¸tsØ kak funkcii ot t: p = t^2 + 1 4kt (t^2 + 1 + Δ), a = p − t − Δ 2t . Na ris. 8 priveden (dostatoqno tipiqnyæ) grafik fftih dvuh funkciæ pri k = 0.7. (Na ris. 8 prisutstvuet grafik ewe odnoæ funkcii p_0(k, a(t)), kotoraØ budet interesovat~ nas niße v 3.8.) 3.4. Esli pri fiksirovannom k, 0 < k < 1, zadat~ znaqenie

t > 0, to fftim budet opredeleno poloßenie luqa AP i radius r =^{t2+1}_2 > 1/2 kruga K_A. Ravenstvo (4), gde 0 < β < π/2, opredelit naklon luqa BQ. IzmeneniØ znaqeniØ a pri fiksirovannyh k i t lix~ parallel~no sdviga¸t luq BQ v napravlenii osi x. Pri fftom suwestvuet edinstvennoe znaqenie a, pri kotorom luq BQ kasaetsØ “sverhu” kruga K_A. Pofftomu ravenstvo (7) ØvlØetsØ ne tol~ko neobhodimym, no i dostatoqnym priznakom stacionarnosti treugol~nika s takimi k, t, a.

86 V. A. ZALGALLER, A. L. IONES

Ris. 8.

3.5. Lemma. Pri fiksirovannom k, 0 < k < 1, veliqina a, oprede-

lØemaØ ravenstvom (7), ØvlØetsØ strogo vypukloæ funkcieæ ot t pri t > 0.

Dokazatel~stvo. 1) DifferenciruØ po t ravenstvo (7), poluqa- em 4ka0_{= 3t}2_{+ (2 − 4k) −}^1_{t2 +}^(_{1 +}^{2k − 1}_{t2}^)_{Δ+} +2 (t^2 + 1 − 2k)(t^2 + 1 − 2k^2) Δ . (8)

Oboznaqim v (8) u := t^2. Nam dostatoqno dokazat~, qto^{da0}_{du} > 0. DifferenciruØ (8) po u, pridem k ravenstvu: 4kuΔ da0 du = (3u^2 + 1)Δ + (1 − 2k) + u(1 − 2k)(1 − 2k^2)+

+3u^2(u + 1 − 2k^2) + 8u^2(u + 1 − 2k) k^2(1 − k^2) Δ^2 . (9)

2) Pri 0 < k < 1/2 vse slagaemye pravoæ qasti (9) poloßitel~ny. Pofftomu dalee sqitaem 1/2 ⩽ k < 1.

O TREUGOL^NIKE MINIMAL^NOGO PERIMETRA 87 3) Pust~ u > 2. Togda Δ > √ 9 − 8k^2 > 1. Dva poslednih slagaemyh v (9) poloßitel~ny. Vtoroe i tret~e slagaemye daße esli oni oba otricatel~ny, po absol¸tnoæ veliqine ne prevoshodØt vmeste 1+u; oni s izbytkom pogaxa¸tsØ pervym slagaemym. Tak qto pri u > 2 pravaØ qast~ (9) poloßitel~na.

4) OstaetsØ prosledit~ poloßitel~nost~ pravoæ qasti (9) v prØmougol~nike 1 2 ⩽ k < 1, 0 < u ⩽ 2. (10) Na ris. 9 priveden grafik pravoæ qasti (9) nad prØmougol~- nikom (10), postroennyæ po programme “Maple”. Na iskl¸qennoæ storone u = 0 prØmougol~nika (10) pravaØ qast~ (9) ravna 2−2k. A na iskl¸qennoæ storone k = 1 ona ravna O pri 0 ⩽ u ⩽ 1 i ravna (u − 1)(6u^2 + 2) pri u ⩾ 1. Na ris. 10 priveden fragment grafika ris. 9 v okrestnosti toqki u = 1, k = 1.

Ris. 9 Ris. 10.

Takim obrazom pravaØ qast~ (9) poloßitel~na pri vseh 0 < k < 1, u > 0, qto dokazyvaet lemmu.

88 V. A. ZALGALLER, A. L. IONES

3.6. FunkciØ a(t), opredelennaØ pri fiksirovannom k, 0 < k < 1, ravenstvom (7) neograniqenno rastet pri t → 0 i pri t → ∞. Iz dokazannoæ v lemme 3.5 strogoæ vypuklosti fftoæ funkcii sleduet, qto ona pri kaßdom k imeet edinstvennyæ minimum μ(k) = min_{t>0} a(k, t), kotoryæ legko naæti qislenno, trebuØ obraweniØ v nul~ pravoæ qasti (8). V tablice 1 privedeny znaqeniØ funkcii μ(k) i znaqeniØ t_μ(k), pri kotoryh dostigaetsØ fftot minimum.

Tablica 1

k μ(k) = min a(t) t_μ(k) ↘ 0 ↗ ∞ ↘ 1/ √ 3 0.05 29.0466 0.5775 0.10 13.6394 0.5781 0.15 8.4982 0.5790 0.20 5.9251 0.5803 0.25 4.3805 0.5820 0.30 3.3511 0.5842 0.35 2.6170 0.5868 0.40 2.0684 0.5899 0.45 1.6440 0.5937 0.50 1.3075 0.5981 0.55 1.0354 0.6033 0.60 0.8124 0.6095 0.65 0.6278 0.6169 0.70 0.4743 0.6257 0.75 0.3463 0.6366 0.80 0.2400 0.6504 0.85 0.1528 0.6685 0.90 0.0831 0.6942 0.95 0.0307 0.7372 ↗ 1 ↘ 0 ↗ 1

3.7. Teper~ legko otvetit~ na vopros, postavlennyæ v 3.1. Teorema. Pri a < μ(k) dlØ toqek P (0, 1) i Q(a, k), 0 < k < 1,

ne suwestvuet ni odnogo stacionarnogo treugol~nika. Pri a = μ(k) suwestvuet odin stacionarnyæ treugol~nik. Pri a > μ(k)

O TREUGOL^NIKE MINIMAL^NOGO PERIMETRA 89

stacionarnyh treugol~nikov dva. Odnomu iz nih sootvetstvuet t < t_μ(k), drugomu t > t_μ(k).

�to neposredstvenno sleduet iz rassmotrennyh svoæstv funkcii a(t).

3.8. ZnaØ otvet na vopros 3.1, obratimsØ k sledu¸weæ zadaqe. Pust~ na ploskosti (x, y) fiksirovany toqki P (0, 1) i Q(a, k), a > 0, 0 < k < 1. Sredi treugol~nikov ABC, u kotoryh osnovanie AB leßit na osi x, storona AC soderßit toqku P , a storona BC soderßit toqku Q, naæti treugol~nik naimen~xego perimetra.

Ne iskl¸qaetsØ, qto treugol~nik ABC vyroßdaetsØ v dvaßdy pokrytyæ otrezok P T , ris. 11. V fftom sluqae A = B = T , C = P . U takogo vyroßdennogo treugol~nika poluperimetr

p_0 = P T = 1 1 − k √ a^2 + (1 − k)^2. (11)

Ris. 11.

V vyroßdennom sluqae

sin φ_0 = 1 − k √ a^2 + (1 − k)^2

, cos φ_0 = − a √ a^2 + (1 − k)^2 ,

τ_0 := ctg φ_0 2 = 1 + cos φ_0 sin φ_0 = √ a^2 + (1 − k)^2 − a 1 − k . Minimum perimetra moßet dostigat~sØ libo na vyroßdennom treugol~nike, libo – na odnom iz dvuh stacionarnyh treugol~- nikov (sm. 3.7), esli oni suwestvu¸t.

90 V. A. ZALGALLER, A. L. IONES

Ris. 12.

3.9. Rassmotrim sledu¸wee odnoparametriqeskoe semeæstvo treugol~nikov ABC. FiksiruetsØ parametr φ ⩽ φ_0. Qerez toqku Q provoditsØ luq BQ, pereseka¸wiæ os~ x pod uglom φ, ris. 12. V ugol meßdu luqom BQ i otricatel~nym napravleniem osi x vpisyvaetsØ okrußnost~, prohodØwaØ qerez toqku P tak, qto ograniqennyæ ego krug K_A leßit vne treugol~nika ABC, gde AC – kasatel~naØ k K_A v toqke P . Ograniqenie φ ⩽ φ_0 garantiruet, qto toqka P leßit v ugle, v kotoryæ vpisyvaetsØ krug K_A.

Oboznaqim τ := ctg^φ_2 i vyrazim poluperimetr Π(τ ) treugol~- nika ABC qerez τ .

Ravnoudalennyæ ot P i osi centr W kruga K_A leßit na parabole y = x^2 + 1 2 . (12)

Koordinata x_B toqki B

x_B = a + k ctg (π − φ) = a + k

1 − τ^2 2τ, uravnenie prØmoæ BW , ØvlØ¸weæsØ bissektrisoæ ugla ∠CBA, y = −τ (x − x_B). PeresekaØ fftu prØmu¸ s paraboloæ (12), nahodim koordinatu x_W centra W x_W = −τ − √ τ^2(1 − k) + 2τ a − (1 − k).

O TREUGOL^NIKE MINIMAL^NOGO PERIMETRA 91 Nakonec, poluperimetr

Π(τ ) = x_B −x_W = a+ k(1 − τ^2) 2τ +τ + √ τ^2(1 − k) + 2τ a − (1 − k). (13)

3.10. Ubyvani¸ φ, naqinaØ ot φ = φ0, sootvetstvuet rost τ , naqinaØ ot znaqeniØ τ_0 = ( √ a^2 + (1 − k)−a)/(1−k). No proizvodnaØ dΠ dτ = − k 2τ^2 + ( 1 − k 2 ) + τ (1 − k) + a √ τ^2(1 − k) + 2τ a − (1 − k)

(14)

pri naqal~nom znaqenii τ_0 obrawaetsØ v +∞, poskol~ku τ^2_0 (1 − k) + 2τ_0a − (1 − k) = 0. Znaqit, funkciØ Π(τ ) v naqale izmeneniØ τ rastet. Ee stacionarnym toqkam mogut otveqat~ tol~ko stacionarnye treugol~niki ABC. Nakonec, pri φ → 0, t.e. τ → ∞ pravaØ qast~ (13) neograniqenno rastet. Vmeste s teoremoæ 3.7 ffto dokazyvaet sledu¸wee utverßdenie.

3.11. Esli a < μ(k), to funkciØ Π(t) strogo vozrastaet pri

τ > τ_0. Esli a > μ(k), to funkciØ Π(τ ) imeet pri τ > τ_0 rovno dve stacionarnyh toqki, pervaØ (ta, u kotoroæ τ men~xe) ØvlØetsØ toqkoæ lokal~nogo maksimuma, a vtoraØ – toqkoæ lokal~nogo minimuma funkcii Π(τ ). Pri a = μ(k) funkciØ Π(τ ) strogo vozrastaet, imeØ odnu toqku peregiba.

3.12. DlØ §4 suwestvenno poluqennoe uslovie a > μ(k), pri kotorom u funkcii Π(τ ) imeetsØ, pritom edinstvennyæ, lokal~nyæ minimum. Umenie proverØt~ ffto uslovie, nahodit~ dlØ ime¸- wihsØ a i k pri kakom τ (sootvetstvenno – pri kakom φ i t) fftot minimum dostigaetsØ i qemu on raven, suwestvenno v algoritme rexeniØ osnovnoæ zadaqi 1.1, sm. §4. Pri sobl¸denii usloviØ a > μ(k) trebuemoe τ iwetsØ kak bol~xiæ iz dvuh korneæ uravneniØ dΠ/dτ = 0, sm. (14).

3.13. HotØ dlØ osnovnoæ zadaqi 1.1 ffto ne suwestvenno, zaverxim otvet na poputno postavlennyæ vopros 3.8.

Na pØti ris. 13 privedeny fragmenty grafikov funkcii Π(τ ) pri k = 0.7 i pØti znaqeniØh a. Pri a = 0.4 funkciØ monotonno rastet ot znaqeniØ p_0. Pri a = 0.474259004 na grafike poØvlØetsØ toqka peregiba. Pri a = 0.5 na grafike uße prisutstvu¸t razdel~no lokal~nyæ maksimum i lokal~nyæ minimum. No daße v toqke lokal~nogo minimuma znaqenie funkcii Π(τ ) poka ewe

92 V. A. ZALGALLER, A. L. IONES

Ris. 13.

bol~xe, qem p_0. Pri a = 0.578872248 znaqenie lokal~nogo minimuma stanovitsØ ravnym znaqeni¸ p_0. Pri a = 0.6 znaqenie Π(τ ) v lokal~nom minimume uße Øvno men~xe p_0.

Qislennyæ ffksperiment pozvolØet sqitat~, qto i pri vseh drugih k, 0 < k < 1, poloßenie analogiqnoe. Oboznaqim ν(k) to znaqenie a, do kotorogo u funkcii π(τ ) libo net lokal~nogo minimuma, libo on est~, no v nem Π(τ ) > p_0, a posle kotorogo v toqke lokal~nogo minimuma π(τ ) < p_0. V tablice 2 privedeny znaqeniØ funkcii ν(k).

Sledu¸wee utverßdenie otveqaet na vopros, postavlennyæ v 3.8.

Pri a < ν(k) minimum perimetra dostigaetsØ tol~ko pri vyroßdenii iskomogo treugol~nika v (dvaßdy pokrytyæ) otre-

O TREUGOL^NIKE MINIMAL^NOGO PERIMETRA 93 Tablica 2 k ν(k) p = p_0 0.05 0.9877 39.491 0.10 0.9759 19.481 0.15 0.9645 12.804 0.20 0.9535 9.460 0.25 0.9429 7.449 0.30 0.9326 6.105 0.35 0.9228 5.140 0.40 0.9133 4.414 0.45 0.9042 3.845 0.50 0.8955 3.386 0.55 0.8872 3.007 0.60 0.8795 2.688 0.65 0.8723 2.413 0.70 0.8658 2.173 0.75 0.8602 1.960 0.80 0.8559 1.767 0.85 0.8535 1.589 0.90 0.8546 1.419 0.95 0.8641 1.246

zok AT . Pri a = ν(k) minimum dostigaetsØ v dvuh poloßeniØh: pri vyroßdenii v AT i dlØ odnogo nevyroßdennogo stacionarnogo treugol~nika. Pri a > ν(k) minimum perimetra dostigaetsØ tol~ko na odnom (iz dvuh), suwestvu¸wih soglasno teoreme 3.7, stacionarnyh treugol~nikov – tom, dlØ kotorogo t > t_μ(k).

3.14. Privedem primer needinstvennosti minimal~nogo treugol~nika v zadaqe 2 iz 2.1. ObratimsØ k dvuhtoqeqnoæ zadaqe fftogo paragrafa pri P (0, 1), Q(0.5, 0.7). V odnoparametriqeskom semeæstve 3.9 treugol~nikov ABC, zavisØwih ot parametra τ = ctg^φ_2 , poluperimetr Π(τ ) imeet grafik ris. 13(s). Pust~ τ_1 sootvetstvuet toqke lokal~nogo minimuma funkcii Π(τ ), a τ_2 sootvetstvuet leßaweæ levee qem τ_1 drugoæ toqke fftogo grafika, v kotoroæ Π(τ_2) = Π(τ_1). Sootvetstvu¸wie τ_1 i τ_2 treugol~niki A_1B_1C_1 i A_2B_2C_2 shematiqeski izobraßeny na ris. 14. Otmetim na otrezke P A_2 toqku U , leßawu¸ niße toqki Q, i vyberem

94 V. A. ZALGALLER, A. L. IONES otrezok M N ⊂ A_2B_1. Togda dlØ zaxtrihovannogo na ris. 14 pØtiugol~nika P_5 := P U M N QP oba treugol~nika A_1B_1C_1 i A_2B_2C_2 budut rexeniØmi zadaqi 2 pri prØmoæ L, napravlennoæ po storone M N .

Ris. 14.

§4. VozmoßnaØ shema algoritma rexeniØ zadaqi 2 4.1. Pust~ na ploskosti raspoloßena beskoneqno protØßennaØ v oba konca prostaØ lomanaØ, kotoraØ sostoit iz dvuh luqeæ l_1, l_2 (obrazu¸wih ugol men~xe π) i iz soedinØ¸weæ naqala A_0, A_m fftih luqeæ vypukloæ lomanoæ A_0, A_1, . . . , A_m, obrawennoæ vypuklost~¸ v storonu sektora, ograniqennogo fftimi luqami, ris. 15

Togda suwestvuet edinstvennyæ krug K, leßawiæ v upomØnutom sektore, kasa¸wiæsØ luqeæ l_1, l_2 i kasa¸wiæsØ izvne lomanoæ A_0, A_1, . . . , A_m. Esli toqki A_0, . . . , A_m zadany svoimi koordinatami, a prØmye l_1, l_2 – uravneniØmi, to algoritm poiska kruga K imeet trudoemkost~ ne vyxe O(ln m). Deæstvitel~no, moßno naqat~ s kruga, kasa¸wegosØ luqeæ l_1, l_2 i prØmoæ A_iA_{i+1}, gde i = [m/2]. Esli on kasaetsØ prØmoæ A_iA_{i+1} na samom otrezke A_iA_{i+1}, to on i est~ iskomyæ. V protivnom sluqae toqka kasaniØ

O TREUGOL^NIKE MINIMAL^NOGO PERIMETRA 95

Ris. 15.

ukaßet, k kakoæ prØmoæ A_j A_{j+1} celesoobrazno pereæti (sr. 2.7): k nomeru j, srednemu meßdu 0 i i, ili k srednemu meßdu i i m − 1. Tak, sußaØ kaßdaæ raz vdvoe interval nomerov, my libo poluqim rexenie, libo pridem k legko rexaemoæ zadaqe: naæti opredelennu¸ iz dvuh okrußnosteæ, kasa¸wihsØ dvuh luqeæ i prohodØwih qerez zadannu¸ toqku vnutri ugla meßdu fftimi luqami.

4.2. ObratimsØ k zadaqe 2 iz 2.1. Oboznaqim h maksimal~noe udalenie toqek n-ugol~nika P_n ot prØmoæ L. Pust~ λ_1 i λ_2 – opornye prØmye n-ugol~nika P_n, perpendikulØrnye L, ris. 16

Ris. 16.

Kaßdoe iz pereseqeniæ P_n∩λ_1, P_n∩λ_2 moßet byt~ libo verxinoæ, libo – storonoæ n-ugol~nika P_n. Budem razliqat~ tri sluqaØ. Sluqaæ 1. Hot~ odna toqka kaßdogo iz pereseqeniæ Pn ∩ λ1, Pn ∩

λ_2 leßit na vysote ⩽ h/2 ot prØmoæ L.

96 V. A. ZALGALLER, A. L. IONES

Sluqaæ 2. Vsë pereseqenie Pn ∩ λ1 leßit ot prØmoæ L na vysote

> h/2, a hot~ odna toqka P_n ∩ λ_2 na vysote ⩽ h/2 ot prØmoæ L.

Sluqaæ 3. Oba pereseqeniØ Pn ∩ λ1, Pn ∩ λ2 leßat ot prØmoæ L na vysote > h/2.

4.3. Teorema. V sluqae 1 rexenie zadaqi 2 edinstvenno, i dlØ

ego nahoßdeniØ moßno predloßit~ algoritm sloßnost~¸ ne bolee O(ln^2 n).

Dokazatel~stvo. Iskomyæ treugol~nik dolßen byt~ stacionarnym v smysle 2.3. Ego vnevpisannye krugi K_A, K_B ime¸t radiusy > h/2. Pofftomu v usloviØh sluqaØ 1 ugly ∠A ⩽ π/2 i ∠B ⩽ π/2. Po lemme 2.4 takoæ stacionarnyæ treugol~nik edinstvenen.

DlØ poiska fftogo treugol~nika predloßim sledu¸wiæ algoritm.

1) Numeruem A_0, A_1, . . . , A_m “levye” verxiny n-ugol~nika P_n (po qasovoæ strelke), tak qtoby A_1 byla pervoæ verxinoæ, leßaweæ vyxe toqki, v kotoroæ krug radiusa h/2, kasa¸wiæsØ prØmoæ L, kasaetsØ P_n sleva. (Taku¸ toqku legko naæti po zameqani¸ 4.1.) Analogiqno (protiv qasovoæ strelki) numeruem B_0, B_1, . . . , B_k “pravye” verxiny n-ugol~nika P_n, tak qtoby B_1 byla pervoæ verxinoæ, leßaweæ vyxe toqki, v kotoroæ krug radiusa h/2, kasa¸wiæsØ prØmoæ L, kasaetsØ P_n sprava.

2) Fiksiruem luq B_iB_{i+1}, gde i = [k/2], i stroim po pravilam 4.1 krug K_A, kasa¸wiæsØ prØmoæ L i luqa B_iB_{i+1} i kasa- ¸wiæsØ izvne n-ugol~nika P_n. V toqke kasaniØ fftogo kruga K_A s P_n provodim kasatel~nu¸ k K_A prØmu¸ μ. Zatem stroim krug K_B , kasa¸wiæsØ treh prØmyh L, μ i B_iB_{i+1}. Esli toqka kasaniØ kruga K_B s prØmoæ B_iB_{i+1} popala na otrezok B_iB_{i+1} , to rexenie naædeno. V protivnom sluqae poloßenie fftoæ toqki ukaßet, k kakomu sledu¸wemu otrezku B_j B_{j+1} celesoobrazno obratit~sØ: k j, srednemu meßdu 0 i i, ili k srednemu meßdu i i k − 1.

3) Tak, sußaØ kaßdyæ raz vdvoe interval nomerov toqek B, libo pridem k rexeni¸, libo naædem paru konkretnyh toqek A_s, B_t, kotorye sleduet prinØt~ za toqki P i Q i rexit~ zadaqu 3.8 po pravilam §3, sm. 3.13, t > t_μ(k).

4.4. Pereædem k sluqa¸ 2, ris. 17. Pust~ KA_0 – krug, kasa¸wiæsØ prØmoæ λ_1 (sm. ris. 16) v samoæ nizkoæ toqke A_0 pereseqeniØ

O TREUGOL^NIKE MINIMAL^NOGO PERIMETRA 97

P_n ∩ λ_1, a K_{B0} – krug radiusa h/2, kasa¸wiæsØ prØmoæ L i kasa¸wiæsØ P_n sprava. Oboznaqim β kasatel~nu¸ prØmu¸ kruga K_{B0} v toqke B_0 = P_n ∩ K_{B0} . Esli krug K_{A0} i prØmaØ β pereseka¸tsØ, to dlØ n-ugol~nika P_n i prØmoæ L l¸boæ stacionarnyæ treugol~nik ABC obØzan imet~ tupoæ ugol pri verxine A. Esli ße K_{A0} i β ne pereseka¸tsØ (kak na ris. 17), to u P_n i L suwestvuet rovno odin stacionarnyæ treugol~nik ABC bez tupyh uglov pri osnovanii. Takoæ treugol~nik ABC moßnoæ naæti po pravilam p. 4.3., predvaritel~no zameniv v konture mnogougol~- nika P_n uqastok A_0M na A_0DM , sm. ris. 17. No naliqie takogo stacionarnogo treugol~nika ABC ne iskl¸qaet suwestvovanie i v fftom sluqae drugih stacionarnyh treugol~nikov ABC s tupym uglom pri verxine A.

Ris. 17.

OstaetsØ, i ffto – glavnaØ trudnost~, iskat~ vse stacionarnye treugol~niki ABC s tupym uglom pri verxine A. 4.5. Xag 1. Rassmotrim v usloviØh ris. 17 prØmoæ ugol meßdu luqami DL i Dλ_1. Vpixem (po pravilam 4.1) v fftot ugol krug K_0, kasa¸wiæsØ izvne n-ugol~nika P_n. Oboznaqim na fftot raz (v otliqie ot ris. 17) qerez B_0 toqku kasaniØ imenno fftogo kruga K_0 s P_n, a qerez β_0 – kasatel~nu¸ k fftomu krugu v toqke B_0 i φ_0 – ugol ee naklona. Zamenim v pravoæ qasti granicy P_n uqastok ot prØmoæ L do toqki B_0 na otrezok kasatel~noæ β_0. Zatem verxiny pravoæ qasti granicy P_n numeruem (protiv qasovoæ strelki) B_0, B_1, . . ., a prØmye B_i�_1B_i oboznaqaem β_i (i = 1, 2, . . .).

98 V. A. ZALGALLER, A. L. IONES

Xag 2. V ostryæ ugol meßdu prØmoæ β1 i otricatel~nym napravleniem prØmoæ L vpisyvaem (po pravilam 4.1) krug K_1, kasa¸- wiæsØ izvne n-ugol~nika P_n. Oboznaqim: C_1 – toqku kasaniØ K_1 s P_n; γ_1 – kasatel~nu¸ k K_1 v toqke C_1; α_1 > π/2 – ugol naklona prØmoæ γ_1 k poloßitel~nomu napravleni¸ prØmoæ L. Esli toqka C_1 leßit niße toqki B_0, to process ostanavlivaetsØ: v zadaqe 2 net stacionarnyh treugol~nikov s ∠A < π/2. Esli C_1 leßit vyxe B_0, to perehodim k sledu¸weæ prØmoæ β_2: v ostryæ ugol meßdu β_2 i otricatel~nym napravleniem L vpisyvaem krug K_2. Poluqaem toqku C_2, kasatel~nu¸ γ_2, ugol α_2 > π/2. Prodolßaem fftot process do teh por, poka toqka C_r okaßetsØ leßaweæ niße B_r�_1 . Tol~ko na uqastke granicy B_0 , B_1, . . . , B_r mogut kasat~sØ P_n pravye bokovye storony stacionarnyh treugol~nikov s α > π/2. Ugly prØmyh β_i s prØmoæ L oboznaqaem φ_i, a qerez R_{min} oboznaqaem radius kruga K_r.

4.6. Oboznaqim Rmax radius kruga K0, postroennogo po β0 tak ße, kak K_1 po β_1. Rassmotrim sledu¸wiæ odnoparametriqeskiæ process. Krug K(R) radiusa R_{min} ⩽ R ⩽ R_{max} raspolagaetsØ tak, qto on kasaetsØ prØmoæ L sleva ot n-ugol~nika P_n i kasaetsØ samogo P_n. Oboznaqim qerez F B obwu¸ vnexn¸¸ opornu¸ prØmu¸ k krugu K(R) i n-ugol~niku P_n i pust~ AC – kasatel~naØ k krugu K(R) v toqke ego kontakta s P_n, ris. 18. Treugol~nik ABC, ego poluperimetr Π i vnexniæ ugol φ pri verxine B odnoznaqno opredelØ¸tsØ znaqeniem R. S rostom R ugol φ strogo monotonno ubyvaet. Nas interesuet uqastok ubyvaniØ φ ot φ_r do φ_0. Kak i vyxe, udobno prinimat~ za parametr znaqenie τ := ctg^φ_2 .

Ris. 18.

O TREUGOL^NIKE MINIMAL^NOGO PERIMETRA 99 V processe rosta radiusa R centr W kruga K(R) peremewaetsØ po nekotoroæ krivoæ Z, kotoraØ predstavlØet soboæ C^1- gladkiæ vypuklyæ splaæn, sostoØwiæ iz prØmyh otrezkov i iz dug parabol. PrØmye otrezki sootvetstvu¸t uqastkam izmeneniØ R, pri kotoryh toqka q := K(R) ∩ P_n skol~zit po odnoæ storone n-ugol~nika P_n, a paraboliqeskie uqastki sootvetstvu¸t tem uqastkam izmeneniØ R, pri kotoryh toqka q nepodvißna – ØvlØetsØ odnoæ i toæ ße verxinoæ n-ugol~nika P_n.

S rostom τ ot τ_{min} = ctg^{φr}_2 do τ_{max} = ctg^{φ0}_2 tupoæ ugol φ ubyvaet ot φ_r do φ_0. Pri fftom storona BC posledovatel~no povoraqivaetsØ vokrug nekotorogo qisla verxin n-ugol~nika P_n. Razob~em promeßutok [τ_{min} , τ_{max}] toqkami τ_{min} = τ_0 < τ_1 < . . . < τ_r = τ_{max} tak, qtoby pri kaßdom i na uqastke τ_i�_1 < τ < τ_i storona BC povoraqivalas~ vokrug odnoæ verxiny X_i n-ugol~nika P_n. (Verxiny X_i – ffto verxiny B_1, B_2, . . . , B_r�_1, no zanumerovannye v obratnom porØdke.)

Uqastku znaqeniæ τ_i�_1 ⩽ τ ⩽ τ_i otveqaet uqastok R_i�_1 ⩽ R ⩽ R_i, na kotorom centr W kruga K(R) prohodit nekotoru¸ dugu Z_i krivoæ Z. �tu dugu legko vydelit~, znaØ krugi K_0, . . . , K_r.

Razob~em promeßutok [τ_i�_1, τ_i] toqkami τ_i�_1 = τ^0_1 < τ^1_i < . . . < τ^{si}_i = τ_i tak, qtoby pri kaßdom j vnutri uqastka (τ^j�^1_i , τ^j_i ) storona BC povoraqivalas~ vokrug odnoæ verxiny X_i, a centr W probegal by pri τ^j�^1_i ⩽ τ ⩽ τ^j_i uqastok Z_{ij} dugi Z_i, ØvlØ¸wiæsØ libo prØmym, libo – paraboliqeskim na krivoæ Z.

4.7. Pust~ na uqastke τ^j�^1_i ⩽ τ ⩽ τ^j_i toqka q = K(R) ∩ Pn dvißetsØ v predelah odnoæ storony n-ugol~nika P_n. Togda fiksirovan ugol α_{ij} > π/2 naklona fftoæ storony, ravnyæ uglu ∠A treugol~- nika ABC. Qtoby treugol~nik ABC okazalsØ stacionarnym, neobhodimo vypolnenie sootnoxeniØ (4). �to trebovanie po α_{ij} opredelØet odno znaqenie β_{ij} ostrogo ugla ∠B, a s nim i odno znaqenie τ_{ij} = ctg^π�^{βij}_2 . Esli takoe τ_{ij} popadaet v promeßutok [τ_i�_1, τ_i], to my nahodim odin iz stacionarnyh treugol~nikov. V protivnom sluqae, na fftom promeßutke izmeneniØ parametra τ stacionarnyh treugol~nikov net.

4.8. Esli na uqastke τ^j�^1_i ⩽ τ ⩽ τ^j_i centr W kruga K(R) peremewaetsØ po parabole, t.e. kasaetsØ P_n v nekotoroæ postoØnnoæ verxine q_{ij} mnogougol~nika P_n, to my imeem delo s “dvuhtoqeqnoæ zadaqeæ” iz §3, gde rol~ P igraet toqka q_{ij}, a rol~ Q igraet

100 V. A. ZALGALLER, A. L. IONES toqka X_i.

Oboznaqiv (x_q , y_q) koordinaty toqki q_{ij} i (x_i, y_i) koordinaty toqki X_i, rassmotrim veliqiny k = y_i y_q , a = x_i − x_q y_q . (15)

Qtoby v fftoæ dvuhtoqeqnoæ zadaqe suwestvoval lokal~nyæ minimum poluperimetra Π(τ ), neobhodimo k < 1 i a > μ(k), sm. 3.7. OpornaØ v verxine q_{ij} k P_n prØmaØ moßet povoraqivat~sØ v izvestnyh nam (opredelennyh zadaniem P_n) predelah. �to ograniqivaet diapazon izmeneniØ tupogo ugla α = ∠A treugol~nika ABC. Krome togo fftot diapazon moßet dopolnitel~no sußat~sØ poloßeniem kasatel~nyh γ_i�_1, γ_i k krugam K_i�_1, K_i, esli oni prohodØt qerez toqku q_{ij}. Esli ostavxiæsØ diapazon izmeneniØ ugla α ne sovmestim s trebovaniem t = ctg^α_2 > t_μ(k), sm. 3.6, 3.7, to pri τ ∈ [τ^j�^1_i , τ^i_i ] lokal~nogo minimuma perimetra zavedomo net. Esli ße oni sovmestimy, to trebovanie t > t_μ(k) dopolnitel~no moßet suzit~ diapazon dlØ α.

OstavxiæsØ diapazon izmeneniØ tupogo ugla α dlØ sobl¸deniØ neobhodimogo usloviØ (4) trebuet sootvetstvu¸wego ograniqeniØ ostrogo ugla β, tem samym – ograniqeniØ na φ = π − β i na τ = ctg^φ_2 . Esli poslednee ograniqenie nesovmestimo s τ ∈ [τ^j�^1_i , τ^j_i ], to lokal~nogo minimuma perimetra net. V protivnom sluqae v ostavxemsØ dlØ τ diapazone budet edinstvennyæ koren~ uravneniØ, poluqennogo priravnivaniem (14) nul¸. On sootvetstvuet lokal~nomu minimumu Π(τ ). Proverka naliqiØ kornØ i ego nahoßdeniØ oblegqa¸tsØ tem: qto v ostavxemsØ intervale funkciØ (14) monotonna.

4.9. Nakonec, v sluqae 3 (sm. 4.2) u iskomyh stacionarnyh treugol~nikov tol~ko odin iz uglov pri osnovanii AB moßet byt~ tupym. Pofftomu dostatoqno rexit~ dve zadaqi sluqaØ 2: odin raz, zameniv (sm. ris. 16) uqastok kontura B_0N na B_0 D_2N , a drugoæ raz – zameniv uqastok kontura A_0M na A_0D_1M . Proverka naliqiØ kornØ i ego nahoßdenie oblegqaetsØ tem, qto v ostavxemsØ intervale funkciØ (14) monotonna.

4.10. Takim obrazom dokazano sledu¸wee utverßdenie. V usloviØh zadaqi 2 suwestvuet tol~ko koneqnoe qislo stacionarnyh treugol~nikov. DlØ qislennogo nahoßdeniØ teh stacionarnyh

O TREUGOL^NIKE MINIMAL^NOGO PERIMETRA 101 treugol~nikov, sredi kotoryh mogut byt~ ime¸wie minimal~- nyæ perimetr, predloßen koneqnyæ algoritm.

4.11. Vopros. Needinstvennost~ lokal~nyh minimumov funkcii

Π(τ ) v zadaqe 2 veroØtno moßet voznikat~ tol~ko pri bol~xoæ spl¸wennosti n-ugol~nika P_n. (Spl¸wennost~ moßno harakterizovat~ otnoxeniem diametra k tolwine.) Nel~zØ li dokazat~, qto pri dostatoqno maloæ spl¸wennosti n-ugol~nika P_n rexenie zadaqi 2 edinstvenno? Togda, v fftih situaciØh, algoritm tipa 4.3 deæstvoval by vo vseh treh sluqaØh 4.2.

Literatura

1. V. A. Zalgaller, Zameqanie o vypuklom k-ugol~nike minimal~noæ plowadi, opisannom okolo vypuklogo n-ugol~nika. — Zap. nauqn. semin. LOMI 252 (1998), 33–39.

Zalgaller V. A., Iones A. L. On the triangle of the least perimeter circumscribed about a convex n-gon.

The structure of an algorithm for finding a circumscribed triangle of the least perimeter is proposed. Properties of such a triangle are described.

Postupilo 28 i¸nØ 1999 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ tehniqeskiæ universitet