Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 261, 1999 g.

S. E. Kozlov, M. ı. Nikanorova

GEOMETRI˚ ALGEBRY LI ORTOGONAL^NO` GRUPPY O(R^4)

1.1. Rassmotrim algebru Li A^−(R^n) gruppy ortogonal~nyh pre-

obrazovaniæ evklidova vektornogo prostranstva R^n. �lementami fftoæ algebry ØvlØ¸tsØ kososimmetriqeskie operatory g :

R^n → R^n, a umnoßenie opredelØetsØ kak ih kommutator

[g_1, g_2] := g_1 ∘ g_2 − g_2 ∘ g_1, g_1, g_2 ∈ A^{−1}(R^n). (1)

Prostranstvo kososimmetriqeskih operatorov nadelØetsØ strukturoæ evklidova vektornogo prostranstva so skalØrnym proizvedeniem, poroßdennym normoæ |g| = 1 √ n [tr (gg^T )]^{1/2}, (2)

gde g ∈ A^−(R^n), a g^T – soprØßennyæ s g operator.

Horoxo izvestno, qto algebra A^−(R^3) izomorfna algebre R trehmernogo evklidova prostranstva s operacieæ vektornogo umnoßeniØ. V kaqestve izomorfizma meßdu fftimi algebrami moßno vybrat~ izometri¸ prostranstv A^{−1}(R^3) i R^3 (sm., napr., [1], 29.5.7). V nastoØweæ zametke sredstvami vnexneæ algebry Λ(R^4) opisana geometriØ prostranstva A^−(R^4) s operacieæ umnoßeniØ Li.

1.2. V [2] postroen kanoniqeskiæ izomorfizm

φ : Λ_2(R^n) → A^−(R^n) : ∀ω ∈ Λ_2(R^n), e ∈ R^n φ(ω)(e) = ω⌞e. (3) V (3) simvolom “⌞” oboznaqena operaciØ vnutrennego umnoßeniØ, to est~ takogo bilineænogo otobraßeniØ (sm. [2], 2.1(1))

⌞: Λ_p(R^n) × Λ_q(R^n) → Λ_{p−q}(R^n), p ⩾ q ⩾ 0,

Rabota qastiqno podderßana grantom nauqnyh xkol, No. 96-15-96-075. 119

120 S. E. KOZLOV, M. ı. NIKANOROVA qto dlØ l¸byh ω ∈ Λ_p(R^n), ξ ∈ Λ_q(R^n), φ ∈ Λ_{p−q}(R^n) budet ⟨ω⌞ξ, φ⟩ = ⟨ω, ξ ∧ φ⟩. Orientiruem prostranstvo R^n, zafiksirovav odin iz dvuh ediniqnyh n-vektorov E ∈ Λ_n(R^n). Operator

∗ : Λ(R^n) → Λ(R^n), ∗(ω) = E⌞ω (4)

nazyvaetsØ operatorom Hodßa.

Izomorfizm (3) ØvlØetsØ izometrieæ evklidovyh prostranstv

Λ_2(R^n) i A^−(R^n) (sm. [2], 10.5). �ta izometriØ induciruet v pro-

stranstve bivektorov Λ_2(R^n) strukturu algebr Li s proizvedeniem

[ω_1, ω_2]_Λ := φ^{−1}[φ(ω_1), φ(ω_2)], ω_1, ω_2 ∈ Λ_2(R^n). (5)

Pri fftom izometriØ φ stanovitsØ izomorfizmom algebr Li

(Λ_2(R^n), [, ]_Λ) i (A^−(R^n), [, ]).

2.1. Specifika stroeniØ xestimernogo prostranstva Λ2(R^4) po-

zvolØet dat~ dlØ operacii [, ]_Λ naglØdnoe geometriqeskoe opisanie.

Podprostranstvo Λ_2(R^4) invariantno otnositel~no deæstviØ operatora Hodßa (4). Ono raskladyvaetsØ v summu Minkovskogo dvuh svoih ortogonal~nyh trehmernyh podprostranstv, ØvlØ¸- wihsØ sobstvennymi podprostranstvami operatora ∗, otveqa¸- wimi sobstvennym qislam ±1 (sm. [2], 8.1(1))

Λ_2(R^4) = Λ^+ + Λ^−.

Sootvetstvenno l¸boæ bivektor ω ∈ Λ_2(R^4) razlagaetsØ v summu:

ω = ω^+ + ω^−, ∗ω^+ = ω^+, ∗ω^− = −ω^−, ⟨ω^+, ω^−⟩ = 0. (6)

Rassmotrim pravil~no orientirovannyæ ortonormirovannyæ bazis e = (e_1, e_2, e_3, e_4) prostranstva R^4. Opredelim orientiru- ¸wie bazisy-stroki f(e) i g(e) prostranstv Λ^+ i Λ^−.

f(e) = (f_1, f_2, f_3) := = 1 √ 2 (e_1 ∧ e_2 + e_3 ∧ e_4, e_1 ∧ e_3 − e_2 ∧ e_4, e_1 ∧ e_4 + e_2 ∧ e_3),

g(e) = (g_1, g_2, g_3) := = 1 √ 2 (−e_1 ∧ e_2 + e_3 ∧ e_4, e_1 ∧ e_3 + e_2 ∧ e_4, −e_1 ∧ e_4 − e_2 ∧ e_3). (7)

GEOMETRI˚ ALGEBRY LI 121 Prinadleßnost~ fflementov bazisov (7) prostranstvom Λ^± sleduet iz formuly ∗e_k ∧ e_l = (−1)^{inv (k,l,i,j)}e_i ∧ e_j , k < l, i < j, {i, j, k, l} = {1, 2, 3, 4}. (8) Predloßenie. OrientaciØ prostranstv Λ^±, zadannaØ vvedeni-

em orientiru¸wih bazisov f(e), g(e), ne zavisit ot vybora poloßitel~nogo orientirovannogo bazisa e v prostranstve R^4.

Dokazatel~stvo. Pust~ e^′ – drugoæ poloßitel~no orientiro-

vannyæ bazis prostranstva R^4. �tot bazis moßno soedinit~ s bazisom e putem γ(t) v mnogoobrazii bazisov prostranstva R^4. Togda puti f(γ(t)), g(γ(t)) soedinØ¸t sootvetstvu¸wie bazisy prostranstv Λ^±. □

2.2. PostroennaØ orientaciØ v trehmernyh prostranstvah Λ^±

daet vozmoßnost~ rassmatrivat~ v nih operaci¸ “×” vektornogo umnoßeniØ. V prostranstve Λ_2(R^4) opredelim operaci¸ “vektornogo umnoßeniØ”, kotoru¸ budem oboznaqat~ tem ße simvolom “×”

ω × τ := ω^+ × τ^+ + ω^− × τ^−; ω, τ ∈ Λ_2(R^4). (9)

Iz svoæstv vektornogo proizvedeniØ v trehmernyh evklidovyh prostranstvah i opredeleniØ (9) legko sleduet, qto operaciØ vektornogo umnoßeniØ v Λ_2(R^4) udovletvorØet vsem svoæstvam umnoßeniØ Li. Tem samym prostranstvo bivektorov Λ_2(R^4) nadelØetsØ strukturoæ algebr Li (Λ_2(R^4), ×) s umnoßeniem Li (9).

Iz (9) sleduet, qto pri ω, τ ∈ Λ^± ih vektornoe proizvedenie v

Λ_2(R^4) prinadleßit tem ße prostranstvam Λ^±. Pofftomu vektor-

noe proizvedenie v xestimernom prostranstve Λ_2(R^4) ØvlØetsØ rasprostraneniem obyqnogo vektornogo proizvedeniØ s trehmernyh podprostranstv Λ^±. �to nabl¸denie poØsnØet vybor simvola i nazvaniØ dlØ operacii (9).

Predloßenie. Algebry Li R×R i (Λ2(R^4), ×) izomorfny. V kaqe-

stve izomorfizma moßno vzØt~ nekotoru¸ izometri¸ evklidovyh vektornyh prostranstv R^3 × R^3 i Λ_2(R^4).

Dokazatel~stvo. Rassmotrim kakie-libo izometrii I± : R^3 →

Λ^±, sohranØ¸wie orientacii prostranstv R^3 i Λ^±. Opredelim

122 S. E. KOZLOV, M. ı. NIKANOROVA lineænoe otobraßenie

Ψ : R^3 × R^3 → Λ2(R^4); Ψ(X, Y ) := I+(X) + I−(Y ). (10)

Tak kak dlØ proizvol~noæ toqki (X, Y ) ∈ R^3 × R^3 spravedlivo |(X, Y )|^2 = |X|^2 + |Y |^2 = |I_+(X)|^2 + (I_−(Y )|^2 =

= (I_+(X) + I_−(Y ))^2 = |Ψ(X, Y )|^2,

to otobraßenie Ψ ØvlØetsØ izometrieæ. Izometrii I_± sohranØ¸t operacii vektornogo proizvedeniØ v prostranstvah R^3 i

Λ^±, pofftomu dlØ Ψ-obraza proizvedeniØ Li fflementov (X_1, Y_1), (X_2, Y_2) ∈ R × R vypolneno

Ψ[(X_1, Y_1), (X_2, Y_2)] = Ψ(X_1 × X_2, Y_1 × Y_2) = I_+(X_1 × X_2)+

+I_−(Y_1 × Y_2) = I_+(X_1) × I_+(X_2) + I_−(Y_1) × I_−(Y_2) =

= (I_+(X_1) + I_−(Y_1)) × (I_+(X_2) + I_−(Y_2)) = Ψ(X_1, Y_1) × Ψ(X_2, Y_2).

Ots¸da sleduet naxe utverßdenie. □

3.1. Kanoniqeskiæ izomorfizm (3) prostranstva bivektorov na

algebru Li gruppy O(R^n) induciruet v Λ_2(R^4) strukturu algebry Li s proizvedeniem [, ]_Λ (sm. (5)). S drugoæ storony, na fftom prostranstve my opredelili operaci¸ vektornogo umnoßeniØ. OkazyvaetsØ, qto ffti operacii sovpada¸t.

Teorema. DlØ l¸byh ω, τ ∈ Λ2(R^4) spravedlivo ravenstvo

[ω, τ ]_Λ = ω × τ. (11)

Dokazatel~stvo. Iz formul (3), (5), (9) sleduet (11) ⇐⇒ [φ(ω), φ(τ )] = φ(ω × τ ) ⇐⇒ ω⌞(τ ⌞e) − τ ⌞(ω⌞e) = (ω^+ × τ^+ + ω^− × τ^−)⌞e, ∀e ∈ R^4. (12)

Obe qasti ravenstva (12) lineæny po argumentam e, ω, τ , pofftomu dostatoqno ubedit~sØ v ego spravedlivosti dlØ fflementov nekotorogo ortonormirovannogo, poloßitel~no orientirovannogo bazisa e = (e_1, e_2, e_3, e_4) i sootvetstvu¸wih emu bivektorov e_i ∧e_j,

1 ⩽ i < j ⩽ 4. Plowadki razloßimyh bivektorov e_i ∧ e_j, e_k ∧ e_m

libo sovpada¸t, libo vpolne ortogonal~ny, libo obrazu¸t prØmoæ dvugrannyæ ugol v nekotorom trehmernom prostranstve ob¨- eml¸wego prostranstva R^4.

GEOMETRI˚ ALGEBRY LI 123 V pervom sluqae (plowadki sovpada¸t) bivektory ω i τ kollinearny i obe qasti (12) trivial~nym obrazom obrawa¸tsØ v nol~.

Esli plowadki prostyh bivektorov ω i τ vpolne ortogonal~- ny, to τ = ± ∗ ω. Iz (6) sleduet, qto dlØ l¸bogo ω ∈ Λ_2(R^4) budet ω^+ = 1 2 (ω + ∗ω), ω^− = 1 2 (ω − ∗ω). (13) Otkuda

ω^+ × τ^+ + ω^− × τ^− = 1 4 [(ω + ∗ω) × (τ + ∗τ )+

+(ω − ∗ω) × (τ − ∗τ )] = 1 2 (ω × τ + (∗ω) × (∗τ )). Znaqit v rassmatrivaemom sluqae pravaØ qast~ (12) obrawaetsØ v nul~. Tak kak vektora ω⌞e, τ ⌞e prinadleßat plowadkam prostyh bivektorov ω, τ , to i levaØ qast~ (12) ravna nul¸.

V tret~em sluqae, udaqno vybrav bazis e, bivektory ω i τ moßno predstavit~ v vide ω = e_1 ∧ e_2, τ = e_1 ∧ e_3. Togda (sm. (7), (13))

∗ ω = e_3 ∧ e_4, ω^+ = 1 √ 2 f_1, ω^− = − 1 √ 2 g_1,

∗ τ = −e_2 ∧ e_4, τ^+ = 1 √ 2 f_2, τ^− = 1 √ 2 g_2,

ω⌞e_1 = e_2, ω⌞e_2 = −e_1, τ ⌞e_1 = e_3, τ ⌞e_3 = −e_1.

(14)

Tak kak f_1 × f_2 = f_3 i g_1 × g_2 = g_3, to

ω^+ × τ^+ + ω^− × τ^− = e_2 ∧ e_3. (15)

Pust~ e =^4P_{i=1} λ^ie_i. S ispol~zovaniem (14), (15), nahodim

ω⌞(τ ⌞e) − τ ⌞(ω⌞e) = ω⌞(τ ⌞(λ^2e_2 + λ^3e_3)) − τ ⌞(ω⌞(λ^2e_2 + λ^3e_3)) =

= λ^2e_3 − λ^3e_2,

(ω^+ × τ^+ + ω^− × τ^−)⌞e = (e_2 ∧ e_3)⌞e = λ^2e_3 − λ^3e_2,

otkuda vytekaet (12). □

124 S. E. KOZLOV, M. ı. NIKANOROVA

3.2. Itak, kanoniqeskaØ izometriØ φ : Λ2(R^4) → A^−(R^4) (sm.

(3)) okazalas~ izomorfizmom algebry (Λ_2(R^4), ×) i algebry Li

(A^−(R^4), [, ]) ortogonal~noæ gruppy O(R^4).

Iz predloßeniØ 2.2 sleduet izomorfnost~ (fftot fakt horoxo izvesten) i izometriqnost~ fftih algebr algebre R × R.

Podprostranstva Λ^+, Λ^− ØvlØ¸tsØ idealami algebry

(Λ_2(R^4), ×), qto neposredstvenno sleduet iz formuly (9).

Literatura

1. ı. D. Burago, V. A. Zalgaller, Vvedenie v rimanovu geometri¸.

S.-Peterburg, Nauka, 1994.

2. S. E. Kozlov, GeometriØ vewestvennyh grassmanovyh mnogoobraziæ. Qa-

sti I, II. Zap. nauqn. semin. POMI, 146, 84–107 (1997).

Kozlov S. E. and Nikanorova M. Yu. The geometry of the Lie algebra of the orthogonal group O(R^4).

In the 6-dimensional space Λ_2(R^4) of bivectors a Lie product is introduced analogous to the standard vector product in R^2. The Lie algebra constructed is proved to be isomorphic to the Lie algebra of the group of orthogonal transformations O(R^4). This isomorphism of Lie algebras is a canonical isometry of the space of antisymmetric operators in R^4 onto Λ_2(R^4).

Postupilo 18 i¸nØ 1999 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet