Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 261, 1999 g.

V. R. Krym

URAVNENI˚ �`NXTE`NA V OTSUTSTVIE MATERII NA P˚TIMERNOM MNOGOOBRAZII S KAUZAL^NO` STRUKTURO`

1. Vvedenie

V 60-e gody v matematike vozniklo napravlenie, posvØwennoe aksiomatiqeskomu opisani¸ otnoxeniØ priqinnosti. Poskol~- ku otnoxenie priqinnosti igraet fundamental~nu¸ rol~ v teorii otnositel~nosti, mnogie avtory [1–8] zanimalis~ postroeniem matematiqeskih modeleæ, v kotoryh otnoxenie sledovaniØ, ili qastiqnoe uporØdoqivanie, moßno bylo by interpretirovat~ kak otnoxenie priqinnosti. V ramkah fftogo napravleniØ izuqalis~, glavnym obrazom, topologiqeskie prostranstva. Popytki razrabotat~ aksiomatiku, priemlemu¸ dlØ gladkih mnogoobraziæ i obobwa¸wu¸ kauzal~nu¸ strukturu obweæ teorii otnositel~nosti, natalkivalis~ na izvestnye trudnosti [6, 7].

V nastoØwee vremØ intensivnoe ispol~zovanie rassloennyh prostranstv M×G v fizike delaet perspektivnym izuqenie indefinitnyh metrik signatury (+, −, . . . , −, 0, . . . , 0), ne zavisØwih ot toqki sloØ g ∈ G. Priqinnost~ v takih prostranstvah zadaetsØ vypuklym konusom, soderßawim netrivial~noe affinnoe podprostranstvo – kasatel~noe prostranstvo k slo¸.

V fizike qasto rassmatriva¸tsØ lineænye kombinacii vida 3∑ i=0 a_i ∂ ∂x^i , gde ∂/∂x^i =: ∂_i – koordinatnye vektornye polØ na qetyrehmernom gladkom mnogoobrazii. V prisutstvii fflektromagnitnogo polØ s 4-potencialom A_i(x), i = 0, . . . , 3, operatory ∂_i zamenØ¸t na ∂_i − αA_i, α = const. TakaØ zamena ØvlØetsØ soverxenno standartnoæ v fizike, no ona ne imeet horoxego matematiqeskogo obosnovaniØ. Poluqennyæ operator ne ØvlØetsØ operatorom tipa differencirovaniØ (vektornym polem), qto moßno sqitat~ nedostatkom takogo podhoda. 155

156 V. R. KRYM

�tih trudnosteæ moßno izbeßat~, esli povysit~ razmernost~ mnogoobraziØ. Na gladkom mnogoobrazii M^5 := M^4×Rmoßno rassmatrivat~ operatory e_i := ∂_i − A_i∂_4 (koordinata na R poluqaet oboznaqenie x^4, a sootvetstvu¸wee vektornoe pole ∂_4). Operatory e_i, i = 0, . . . , 3 ØvlØ¸tsØ operatorami tipa differencirovaniØ, t.e. vektornymi polØmi na M^5. V qastnosti, esli proizvesti zamenu ∂_i → e_i dlØ operatora Diraka D = i~

∑_3 i=0 γ^i∂_i, i

rassmatrivat~ volnovye funkcii na M^5 vida ψ(x) = φ(x)e�^{iex4/~} (φ ne zavisit ot x^4), to poluqitsØ model~, ffkvivalentnaØ klassiqeskomu uravneni¸ Diraka dlØ fflektrona vo vnexnem pole (uravnenie Dψ = mψ ffkvivalentno uravneni¸ Diraka na ukazannom klasse funkciæ). Primenenie semeæstva vektornyh poleæ e_i,

i = 0, . . . , 3, daet vozmoßnost~ rassmatrivat~ operator Diraka,

ne vyhodØ za predely rimanovoæ geometrii.

Vektornye polØ e_i zada¸t qetyrehmernoe raspredelenie A v

T M^5 : A(x) := Lin { e_i(x) | i = 0, . . . , 3 } . Poskol~ku

[e_i, e_j] = ( ∂A_i ∂x^j − ∂A_j ∂x^i ) ∂_4,

ffto raspredelenie, voobwe govorØ, ne integriruemo. Tenzor

F_{ij} = ∂A_j /∂x^i − ∂A_i/∂x^j nazyvaetsØ tenzorom naprØßennosti

fflektromagnitnogo polØ. Raspredelenie A golonomno togda i tol~ko togda, kogda fflektromagnitnoe pole otsutstvuet (F = 0).

Ranee [9, 10] nami bylo dokazano, qto uravneniØ dvißeniØ material~noæ qasticy, vektor skorosti kotoroæ vsegda prinadleßit raspredeleni¸ A, sovpada¸t s klassiqeskimi uravneniØmi dvißeniØ zarØßennoæ qasticy. Tem samym my vveli v geometri¸ uravneniØ geodeziqeskih dlØ zarØßennoæ qasticy. Otmetim, qto pri fftom byla ispol~zovana tol~ko svØznost~ Levi– Qivita, t.e. svØznost~ bez kruqeniØ. Bazisnye vektornye polØ, opredelØ¸wie raspredelenie A, otliqa¸tsØ ot analogiqnoæ tetrady v standartnoæ modeli fiziki fflementarnyh qastic, poskol~ku rassmatrivaemyæ nami bazis ne zavisit ot metriki.

V nastoØweæ rabote vvoditsØ ewe odin novyæ ob¨ekt – svØznost~ na raspredelenii. My dokaßem, qto na raspredelenii A suwestvuet preobrazovanie krivizny, krivizna Riqqi i skalØrnaØ krivizna. Pri vybore na mnogoobrazii M^5 special~noæ gladkoæ struktury [9] i sootvetstvu¸weæ gruppy preobrazovaniæ koordinat, na M^5 voznikaet invariantnyæ 4-ob¨em. Nali-

URAVNENI˚ �`NXTE`NA V OTSUTSTVIE MATERII 157 qie skalØrnoæ krivizny R i 4-ob¨ema daet vozmoßnost~ rassmotret~ klassiqeskiæ funkcional ∫ Rdσ. Var~irovanie metriki i fflektromagnitnogo polØ v fftom funkcionale privodit k klassiqeskim uravneniØm �ænxteæna i k uravneniØm Maksvella.

2. SvØznost~ na raspredelenii 2.1. Budem rassmatrivat~ mnogoobrazie M^5 := M^4 ×R so speci-

al~noæ gladkoæ strukturoæ [9], v kotoroæ dopuska¸tsØ tol~ko takie gladkie zameny koordinat x → y, qto ∂y^i ∂x^4 ≡ 0, i = 0, . . . , 3, ∂y^4 ∂x^4 = ±1. Koordinata na vtorom somnoßitele v dekartovom proizvedenii

M^4 ×R okazyvaetsØ vydelennoæ fftim usloviem. Odnako ffta ko-

ordinata ne vpolne vydelena, t.k., voobwe govorØ, ∂y^4/∂x^i ≠ 0. Ranee [10] bylo pokazano, qto proizvodnye ( ∂y^i/∂x^j ) i,j=0,... ,3 so- otvetstvu¸t obyqnym zamenam koordinat obweæ teorii otnositel~nosti, a proizvodnye ( ∂y^4/∂x^i ) i=0,... ,3 – kalibrovoqnym pre-

obrazovaniØm. RazvivaemaØ teoriØ invariantna k fftim dvum vidam preobrazovaniæ koordinat.

V rabote, posvØwennoæ aksiomatiqeskomu opisani¸ kauzal~- noæ struktury (qastiqnogo porØdka) na mnogoobraziØh [9], my pokazali, qto kauzal~naØ struktura predopredelØet vybor gladkoæ struktury na mnogoobrazii.

My predpolagaem, qto na mnogoobrazii M^5 imeetsØ indefinitnaØ metrika ⟨ , ⟩ takaØ, qto ee sußenie na raspredelenie

A ØvlØetsØ psevdorimanovoæ metrikoæ signatury (+, −, −, −) :

⟨ e_i, e_j ⟩ =: g_{ij}, i, j = 0, . . . , 3. Matrica (g_{ij})_{i,j=0,... ,3} nevyroßdena,

imeet ukazannu¸ signaturu i ne zavisit ot vydelennoæ koordinaty x^4. Raspredelenie A zadano vektornymi polØmi e_i(x) :=

∂_i − A_i(x)∂_4, i = 0, . . . , 3, A_i(x) – nekotorye funkcii na M^4. Me-

trika ⟨ , ⟩ na M^5 ne opredelØetsØ fftim usloviem odnoznaqno. Naprimer, moßno vzØt~ g = (g_{ij})_{i,j=0,... ,3} . . (−κA_j )_{j=0,... ,3} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (−κA_j )^T_{j=0,... ,3} . . −2κ . Neodnoznaqnost~ sostoit v tom, qto k kaßdoæ stroke i stolbcu matricy g moßno pribavit~ kovektor (A_0, A_1, A_2, A_3, 1), umno-

158 V. R. KRYM ßennyæ na nekotoroe qislo. Pri preobrazovaniØh koordinat

x → y matrica g terØet ukazannyæ vyxe bloqnyæ vid, no ee

moßno vnov~ privesti k bloqnomu vidu, ispol~zuØ ukazannu¸ neodnoznaqnost~ v opredelenii g. Pri preobrazovanii koordinat 4-potencial fflektromagnitnogo polØ preobrazuetsØ po formule [10]

~A_j =^3 ∑ i=0 A_i ∂x^i ∂y^j + ∂x^4 ∂y^j , j = 0, . . . , 3. Zapixem metriqeskiæ tenzor kak kvadratiqnu¸ formu: 3∑ i,j=0 g_{ij}dx^idx^j − 2κ (_3∑ i=0 A_idx^i + dx^4 ) dx^4 =

= 3∑ k,l=0 (_3∑ i,j=0 g_{ij} ∂x^i ∂y^k ∂x^j ∂y^l ) dy^k dy^l−

−2κ (_3∑ k=0 ~A_kdy^k + dy^4 )(_4∑ l=0 ∂x^4 ∂y^l dy^l ) . Sledovatel~no, metriqeskiæ tenzor g moßet byt~ vnov~ priveden k ukazannomu bloqnomu vidu dobavleniem kvadratiqnoæ for- my 2κ (_3∑ k=0 ~A_kdy^k + dy^4 )(_3∑ l=0 ∂x^4 ∂y^l dy^l ) . 2.2. DlØ bol~xeæ obwnosti, rassmotrim proizvol~noe (vektor-

noe) raspredelenie A na gladkom mnogoobrazii M .

Kovariantnoe differencirovanie ∇ na raspredelenii A v toqke x ∈ M moßno opredelit~ tak ße, kak i na mnogoobrazii [11, str. 38]. Pravilo ∇ sopostavlØet kaßdomu vektoru u ∈ T_aM i gladkomu vektornomu pol¸ X ∈ A vektor ∇_uX ∈ A(a), priqem ∇ lineæno po oboim argumentam i vypolnØetsØ obyqnoe toßdestvo differencirovaniØ proizvedeniØ vektornogo polØ na funkci¸: ∇_u(fX) = (uf) X(a) + f(a)∇_uX.

Kovariantnoe differencirovanie ∇ nazyvaetsØ lineænoæ svØznost~¸ na raspredelenii A, esli ono opredeleno na oblasti U ⊂ M i dlØ l¸byh gladkih vektornyh poleæ X, Y na raspre-

delenii A vektornoe pole ∇_X Y gladkoe.

URAVNENI˚ �`NXTE`NA V OTSUTSTVIE MATERII 159 Svoæstva svØznosti na raspredelenii analogiqny svoæstvam svØznosti na mnogoobrazii.

1) Pust~ vektornye polØ X, Y na A sovpada¸t v nekotoroæ okrestnosti toqki x ∈ M . Togda ∀ u ∈ T_xM ∇_uX = ∇_uY .

2) Pust~ {e_i | i = 0, . . . , n} – bazisnye vektornye polØ na A (t.e. oni poroßda¸t raspredelenie i lineæno nezavisimy v kaßdoæ toqke). Opredelim simvoly KristoffelØ:

∇_{ei} e_j =: n∑ k=0 Γ^k_{ij}e_k, i, j = 0, . . . , n. Pust~ X = n∑ i=0 X^i e_i, Y = n∑ i=0 Y^i e_i. Togda

∇_X Y = n∑ i,j=0 X^i ( e_iY^j ) e_j + n∑ i,j,k=0 X^i Y^j Γ^k_{ij}e_k.

3) SvØznost~ na raspredelenii polnost~¸ opredelØetsØ svoimi simvolami KristoffelØ. Na l¸bom gladkom raspredelenii suwestvuet svØznost~.

Opredelenie. Gladkoe otobraßenie pr : T M → A nazovem pro-

ekcieæ na raspredelenie A, esli dlØ l¸boæ toqki x ∈ M otobraßenie pr_x : T_xM → A(x) lineæno i pr_x | A(x)^{= id}A^{(x).} Opredelenie. Pust~ pr – proekciØ na raspredelenie A, ∇ – svØz-

nost~ na A. SvØznost~ ∇ nazyvaetsØ simmetriqnoæ otnositel~- no proekcii pr, ili pr-simmetriqnoæ, esli dlØ l¸byh gladkih vektornyh poleæ X, Y na raspredelenii A vsegda ∇_X Y − ∇_Y X = pr([X, Y ]).

4) Na l¸bom gladkom mnogoobrazii s gladkim raspredeleni-

em A i dlØ l¸boæ proekcii pr na raspredelenie A suwestvu-

¸t pr-simmetriqnye svØznosti na A. Simvoly KristoffelØ prsimmetriqnoæ svØznosti ne obØzany byt~ simmetriqnymi.

Pust~ na mnogoobrazii M imeetsØ bilineænoe simmetriqnoe skalØrnoe proizvedenie ⟨ , ⟩, gladko zavisØwee ot toqki.

160 V. R. KRYM

Opredelenie. SvØznost~ ∇ na raspredelenii A nazyvaetsØ so-

glasovannoæ s metrikoæ ⟨ , ⟩, ili rimanovoæ svØznost~¸, esli dlØ l¸byh gladkih vektornyh poleæ X, Y , Z na A vsegda X⟨ Y, Z ⟩ = ⟨ ∇_X Y, Z ⟩ + ⟨ Y, ∇_X Z ⟩. ˚sno, qto pri postroenii rimanovoæ svØznosti na raspredelenii dostatoqno rassmatrivat~ tol~ko sußenie metriqeskogo tenzora ⟨ , ⟩ na ffto raspredelenie.

5) Pust~ sußenie metriqeskogo tenzora ⟨ , ⟩ na raspredelenie

A nevyroßdeno (t.e. matrica gij := ⟨ ei, ej ⟩, i, j = 0, . . . , n, obra-

tima). Togda dlØ l¸boæ proekcii pr na raspredelenie A suwestvuet edinstvennaØ pr-simmetriqnaØ rimanova svØznost~ na A. Ona vyraßaetsØ qerez analog formuly KoxulØ: 2⟨ ∇_X Y, Z ⟩ = (X⟨ Y, Z ⟩ − ⟨ Y, pr[X, Z] ⟩) + (Y ⟨ Z, X ⟩ − ⟨ X, pr[Y, Z] ⟩) − (Z⟨ X, Y ⟩ − ⟨ Z, pr[X, Y ] ⟩) . Kak obyqno, s pomow~¸ simvolov KristoffelØ vvoditsØ ponØtie kovariantnoæ proizvodnoæ ot vektornogo polØ na raspredelenii A vdol~ otobraßeniØ. Ono obladaet obyqnymi svoæstvami.

Esli raspredelenie A golonomno, to vvedennaØ takim obrazom svØznost~ sovpadaet so svØznost~¸ na sootvetstvu¸wem integral~nom podmnogoobrazii.

2.3. VernemsØ k rassmatrivaemomu qetyrehmernomu rasprede-

leni¸ A na mnogoobrazii M^5 := M^4 × R s vybrannoæ gladkoæ strukturoæ. DlØ l¸byh dvuh gorizontal~nyh vektornyh poleæ X, Y ih skobka Li [X, Y ] =

∑_3 k=0 c_ke_k +c_4∂_4. Vyberem proekci¸ pr

na raspredelenie A tak, qtoby pr(∂_4) = 0. TakaØ proekciØ suwestvuet i edinstvenna. Togda pr[e_i, e_j] = 0, i, j = 0, . . . , 3, i simvoly KristoffelØ rimanovoæ pr-simmetriqnoæ svØznosti ime¸t vid

Γ^k_{ij} = 1 2 3∑ s=0 g^{ks} (∂_ig_{js} + ∂_jg_{si} − ∂_sg_{ij}) (i, j, k = 0, . . . , 3). 3. Preobrazovanie krivizny raspredeleniØ 3.1. Rassmotrim snova bolee obwu¸ situaci¸. Pust~ imeetsØ

raspredelenie A na mnogoobrazii M , i pust~ svØznost~ ∇_X Y na raspredelenii A opredelena dlØ proizvol~nyh vektornyh poleæ X, ne obØzatel~no gorizontal~nyh.

URAVNENI˚ �`NXTE`NA V OTSUTSTVIE MATERII 161

Opredelenie. Pust~ M – gladkoe mnogoobrazie, A – rasprede-

lenie na M , ∇ – svØznost~ na raspredelenii, prodolßennaØ po pervomu argumentu. DlØ kaßdoæ toqki x ∈ M i l¸byh vektorov u, v ∈ A(x) preobrazovaniem krivizny raspredeleniØ A nazovem otobraßenie R(u, v) : A(x) → A(x), deæstvu¸wee po pravilu R(u, v)w := ∇_X ∇_Y Z − ∇_Y ∇_X Z − ∇_{[X,Y ]}Z, gde X, Y, Z – l¸bye gladkie vektornye polØ na raspredelenii A, udovletvorØ¸wie uslovi¸ X(x) = u, Y (x) = v, Z(x) = w.

Legko proverØetsØ, qto ffto opredelenie ne zavisit ot vybora vektornyh poleæ X, Y, Z.

Preobrazovanie krivizny raspredeleniØ A imeet obyqnye algebraiqeskie svoæstva. Ono trilineæno i vypolnØ¸tsØ sledu¸wie qetyre toßdestva: 1) R(u, v)w = −R(v, u)w. 2) Esli svØznost~ ∇ na raspredelenii A simmetriqna otnositel~no proekcii pr i suwestvuet bazis {e_i(x) | i = 0, . . . , n} raspredeleniØ A, v kotorom pr[e_i, e_j] = 0, i, j = 0, . . . , n, to

R(u, v)w + R(v, w)u + R(w, u)v = 0. Dokazatel~stvo analogiqno [11,

str. 89].

3) Esli svØznost~ ∇ na raspredelenii A rimanova, to

⟨ R(u, v)w, z ⟩ = −⟨ R(u, v)z, w ⟩. DlØ dokazatel~stva dostatoqno pe-

restavit~ vektory u, v v pravoæ qasti ravenstva po svoæstvu (1), dvaßdy vospol~zovat~sØ rimanovost~¸ i zatem – opredeleniem skobki Li.

4) Esli vypolneny usloviØ (2, 3), to ⟨ R(u, v)w, z ⟩ = −⟨ R(w, z)u, v ⟩. Zameqanie. Na mnogoobraziØh preobrazovanie krivizny moß-

no opredelØt~ qerez parallel~nyæ perenos vektora vdol~ granicy nekotoroæ dvumernoæ poverhnosti. Na negolonomnom raspredelenii fftogo sdelat~ nel~zØ, tak kak suwestvovanie takoæ poverhnosti ravnosil~no integriruemosti v sootvetstvu¸wem dvumernom napravlenii. Krome togo, pri takom podhode ne Øsno, kak opredelØt~ parallel~nyæ perenos na raspredelenii. Hotelos~ by, qtoby vektor skorosti dopustimoæ geodeziqeskoæ γ byl parallelen vdol~ γ. My videli v [10], qto rexenie sootvetstvu¸wego differencial~nogo uravneniØ zavisit ne tol~ko ot naqal~noæ toqki i vektora skorosti, no i ot zarØda. �to obsto- Øtel~stvo delaet maloveroØtnoæ vozmoßnost~ soderßatel~nogo

162 V. R. KRYM opredeleniØ parallel~nogo perenosa vdol~ puti na raspredelenii.

3.2. VernemsØ k rassmatrivaemomu qetyrehmernomu rasprede-

leni¸ A na M^5. Bazis raspredeleniØ A imeet vid e_i = ∂_i − A_i∂_4,

i = 0, . . . , 3. ProekciØ pr opredelØetsØ sledu¸wim obrazom: pr(∂_i) := e_i, i = 0, . . . , 3; pr(∂_4) := 0. Simvoly KristoffelØ ri-

manovoæ pr-simmetriqnoæ svØznosti v fftom bazise ime¸t vid:

Γ^k_{ij} = 1 2 3∑ s=0 g^{ks} (∂_ig_{js} + ∂_jg_{si} − ∂_sg_{ij}) (i, j, k = 0, . . . , 3). Prodolßim fftu svØznost~ sledu¸wim obrazom. Pust~ vektornoe pole Y ne zavisit ot x^4. Togda

∇_{∂4} Y = 3∑ j,k=0 Y^j Γ^k_{4j} e_k, gde Γ^k_{4j} = 1 2 3∑ s=0 g^{ks} ( ∂_j g_{s4} − ∂_sg_{4j} ) = κ 2 F^k_j . DlØ qetyrehmernyh tenzorov na raspredelenii A my budem priderßivat~sØ obyqnyh pravil pod¨ema i opuskaniØ indeksov. No na vsem kasatel~nom rassloenii rimanova izomorfizma net.

Teper~ my moßem zapisat~ tenzor krivizny raspredeleniØ

A v vybrannom bazise. Zanumeruem argumenty preobrazovaniØ

krivizny v sootvetstvii s istoriqeskoæ tradicieæ: R(u, v)w =: 3∑ i,j,k,l=0 w^j u^k v^l R^i_{jkl}e_i. Neposredstvennoe vyqislenie daet:

R^i_{jkl} = ∂_kΓ^i_{lj} − ∂_lΓ^i_{kj} + 3∑ s=0 ( Γ^s_{lj} Γ^i_{ks} − Γ^s_{kj} Γ^i_{ls} ) + κ 2 F_{kl} F^i_j . Otmetim, qto poslednee slagaemoe voznikaet v rezul~tate differencirovaniØ vektornogo polØ e_j po kommutatoru [e_k, e_l] =

−F_{kl} ∂_4.

URAVNENI˚ �`NXTE`NA V OTSUTSTVIE MATERII 163 Vypixem tenzor Riqqi: R_{jl} = 3∑ i=0 R^i_{jil} =

= 3∑ i=0 ( ∂_iΓ^i_{lj} − ∂_lΓ^i_j + 3∑ s=0 ( Γ^s_{lj} Γ^i_s − Γ^s_{ij} Γ^i_{ls} ) ) + κ 2 3∑ i=0 F_{il} F^i_j . �to vyraßenie udobno zapisat~ v vide

R_{jl} = R^{St}_{jl} + κ 2 3∑ i=0 F_{il} F^i_j , gde R^{St}_{jl} – standartnoe vyraßenie dlØ krivizny Riqqi v metrike (g_{ij})_{i,j=0,... ,3}, R_{jl} – krivizna Riqqi raspredeleniØ A. Tenzor Riqqi simmetriqen po otnoxeni¸ k perestanovke indeksov.

SkalØrnaØ krivizna raspredeleniØ A ravna

R := 3∑ j,l=0 g^{jl} R_{jl} = R^{St} + κ 2 3∑ i,j=0 F_{ij} F^{ij}, gde R^{St} – standartnoe vyraßenie dlØ skalØrnoæ krivizny v dannoæ toqke.

Vse postroennye krivizny polnost~¸ invariantny otnositel~no gruppy preobrazovaniæ 3.6 iz [10], t.e. relØtivistski invariantny, kalibrovoqno invariantny i ne menØ¸tsØ pri smene orientacii koordiaty x^4.

4. Integral na raspredelenii

Naxa cel~ – rasprostranit~ ponØtie ob¨ema na raspredele-

nie A. Ne budem rexat~ fftu zadaqu v obwem vide, a ograniqim-

sØ tol~ko interesu¸wim nas qetyrehmernym raspredeleniem na pØtimernom mnogoobrazii s ukazannoæ gladkoæ strukturoæ.

Preobrazovanie bazisa qetyrehmernogo raspredeleniØ A pri zamene koordinat v M^5. V razdele 3.4 stat~i [10] bylo

pokazano, qto pri zamene koordinat x → y formula zameny bazisa

e_i = ∂ ∂x^i − A_i ∂ ∂x^4 , i = 0, . . . , 3,

164 V. R. KRYM imeet vid

e_i = 3∑ j=0 ∂y^j ∂x^i ~e_j , gde ~e_j = ∂ ∂y^j − ~A_j ∂ ∂y^4 , j = 0, . . . , 3. Itak, vektory e_i, i = 0, . . . , 3, preobrazu¸tsØ kak bazisnye vektory qetyrehmernogo prostranstva obweæ teorii otnositel~nosti.

Sledstvie. Differencial~naØ forma^√− det g dx^0 ∧dx^1 ∧dx^2 ∧dx^3,

gde g = (⟨ e_i, e_j ⟩)_{i,j=0,... ,3}, invariantna k preobrazovaniØm koordinat na M^5, sohranØ¸wim orientaci¸. Nazovem ee 4-ob¨emom na raspredelenii A.

Esli f : M^5 → R – izmerimaØ funkciØ, to opredelen (invariantnyæ) integral na raspredelenii A: ∫ Ω fdσ := ∫ h(Ω)

f(h�1_{(x))}^√_{− det g(x) dx}0_{dx}1_{dx}2_{dx}3_,

gde Ω ⊂ M^5, h-karta. Znaqenie fftogo integrala ne zavisit ot vybora karty h.

V tehniqeskom otnoxenii fftot integral niqem ne otliqaetsØ ot obyqnogo integrala po forme ob¨ema na qetyrehmernom (psevdo)rimanovom mnogoobrazii. V qastnosti, imeet mesto teorema Gaussa.

5. Variacionnyæ princip dlØ raspredeleniØ 5.1. Opredelim deæstvie dlØ polØ, kak ffto prinØto v obweæ te-

orii otnositel~nosti: S := ∫ Ω Rdσ. Po dokazannomu v razdele

3.2, S = ∫ Ω ( R^{St} + κ/2

∑_3 i,j=0 Fij F ij) dσ. Standartnoe vyraßenie dlØ skalØrnoæ krivizny soderßit vtorye proizvodnye ot metriki, qto neudobno. Ispol~zuØ teoremu Gaussa, fftot integral moßno preobrazovat~ k vidu S = ∫ Ω (_3∑ i,j,k,l=0 g^{ik} ( Γ^j_{il} Γ^l_{kj} − Γ^l_{ik} Γ^j_{lj} ) + κ 2 3∑ i,j=0 F_{ij} F^{ij} ) dσ. Esli variaciØ polØ na ∂Ω ravna nul¸, to variacionnye principy dlØ S i S ffkvivalentny [12, str. 346].

URAVNENI˚ �`NXTE`NA V OTSUTSTVIE MATERII 165

5.2. PriravnivaØ nul¸ variaci¸ po metrike, poluqim klassi-

qeskie uravneniØ �ænxteæna v prisutstvii fflektromagnitnogo polØ:

R^{St}_{ik} − 1 2 g_{ik}R^{St} +κ

(_3∑ l=0 F_{il} F^l_k − 1 4 3∑ l,j=0 F_{lj} F^{lj} g_{ik} ) = 0, i, k = 0, . . . , 3. Teper~ Øsno, qto vvedennaØ nami v metriqeskiæ tenzor g postoØnnaØ κ tol~ko mnoßitelem 1/(4πc^2) otliqaetsØ ot gravitacionnoæ postoØnnoæ �ænxteæna.

5.3. PriravnivaØ nul¸ variaci¸ po 4-potencialu, poluqim

uravneniØ Maksvella v pustote: 3∑ s=0 ∂_s (√ − det g F^{sk} ) = 0, k = 0, . . . , 3. Takoæ “odnovremennyæ” vyvod uravneniæ �ænxteæna i Maksvella pokazyvaet, qto nami postroena ob¨edinennaØ teoriØ gravitacionnyh i fflektromagnitnyh vzaimodeæstviæ. V fizike dlØ fftogo prixlos~ by rassmatrivat~ summu deæstviØ dlØ gravitacionnogo polØ i deæstviØ dlØ fflektromagnitnogo polØ. Additivnost~ deæstviØ ni iz qego ne sleduet i ØvlØetsØ dovol~no iskusstvennym dopolnitel~nym postulatom.

5.4. UravneniØm �ænxteæna 5.2 moßno pridat~ drugu¸ formu.

Perepixem ih s pomow~¸ tenzora Riqqi i skalØrnoæ krivizny raspredeleniØ A. Togda R_{ik} − 1 2 g_{ik}R = − κ 2 3∑ s=0 F_{is} F^s_k , i, k = 0, . . . , 3. Voznikaet vopros, kakov geometriqeskiæ smysl principa ffkstremal~nosti deæstviØ. S geometriqeskoæ toqki zreniØ bylo by bolee estestvenno, esli by uravneniØ gravitacionnogo polØ imeli vid R_{ik} − 1 2 g_{ik}R = 0, i, k = 0, . . . , 3 (fflektromagnitnoe pole vhodit v ffti uravneniØ, sm. 3.2). �ti uravneniØ oznaqa¸t, qto tenzor Riqqi proporcionalen skalØrnoæ krivizne. Inymi slovami, v kaßdoæ toqke mnogoobraziØ

M^5 raspredelenie A ne imeet nikakih “bokovyh” naprØßeniæ,

166 V. R. KRYM

razliqnyh po raznym napravleniØm. Raspredelenie A nastol~- ko blizko k prostranstvu postoØnnoæ krivizny (lokal~no), naskol~ko ffto vozmoßno [13,14].

Literatura

1. ı. B. Rumer, IssledovaniØ po 5-optike. Moskva, 1956. 2. A. D. Aleksandrov, A contribution to chronogeometry. — Canad. J. Math. 19 (1967), 1119–1128.

3. A. D. Aleksandrov, Konusy s tranzitivnoæ gruppoæ. — DAN SSSR 189(4) (1969), 695–698.

4. E. C. Zeeman, Causality implies the Lorentz group. — J. Math. Phys. 5 (1964),

490–493.

5. H. Busemann, Timelike spaces. — Rozprawy Matematyczne No. 53 (1967), 5–50.

6. R. I. Pimenov, Prostranstva kinematiqeskogo tipa. — Zap. nauqn.

semin. LOMI 6 (1968), 1–498.

7. R. I. Pimenov, Anizotropnoe finslerovo obobwenie teorii otnositel~- nosti kak struktury porØdka. Syktyvkar.

8. V. ˚. Kreænoviq, K probleme metrizacii prostranstv kinematiqeskogo tipa. — DAN SSSR 218(6) (1974), 1272–1275.

9. V. R. Krym, Gladkie mnogoobraziØ kinematiqeskogo tipa. — Teor. i matem. fizika 119(2) (1999), 264–281.

10. V. R. Krym, UravneniØ geodeziqeskih dlØ zarØßennoæ qasticy v ob¨edinennoæ teorii gravitacionnyh i fflektromagnitnyh vzaimodeæstviæ. — Teor. i matem. fizika 119(3) (1999), 511–522.

11. ı. D. Burago, V. A. Zalgaller, Vvedenie v rimanovu geometri¸. SPb., 1994.

12. L. D. Landau, E. M. Livxic, TeoriØ polØ. Moskva, 1988. 13. A. Z. Petrov, Prostranstva �ænxteæna. Moskva, 1961. 14. A. Z. Petrov, Novye metody v obweæ teorii otnositel~nosti. Moskva, 1966.

Krym V. R. The Einstein equations in the absence of matter fields on a 5-manifold with the causal structure.

We consider a 5-manifold with restricted smooth structure and appropriate group of coordinate transfirmations which includes general relativity and gauge transformations. An explicit expression for the Riemannian curvature of a 4-dimensional vector distribution leads to classical Einstein and Maxwell equations.

Postupilo 3 i¸nØ 1999 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ agrarnyæ universitet