Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 261, 1999 g.

A. I. Kurnosenko

INVERSNY` INVARIANT PARY OKRUȷNOSTE`

K vvodimomu zdes~ ponØti¸ invarianta pary okrußnosteæ avtora priveli razliqnye zadaqi s ploskimi krivymi. Tak, s ego ispol~zovaniem, hotØ i bez Øvnogo opredeleniØ, v stat~e [1] sformulirovany usloviØ, soprovoßda¸wie monotonnost~ krivizny ploskoæ krivoæ. Blizkoæ po soderßani¸ veliqinoæ ØvlØetsØ inversnoe rasstoØnie δ, opredelØemoe dlØ pary nepereseka¸- wihsØ okrußnosteæ [2, 3]. Esli a i b – ih radiusy, c – meßcentrovoe rasstoØnie, i ih moßno invertirovat~ v paru koncentriqnyh okrußnosteæ radiusov r_1 i r_2, libo v prØmu¸ i okrußnost~ radiusa r_0 s centrom na rasstoØnii d ot prØmoæ, to

δ = Arch | | a^2+b^2−c^2 2ab | | = ln max(r^1, r^2) min(r_1, r_2)

= ln d r_0

. (1)

Po-vidimomu, vpervye inversnoe rasstoØnie bylo vvedeno G. S. M. Kokseterom v [3]: “The object of this note is to encourage use of inversive distance, which is a number determined by two nonintersecting circles in such a way as to be additive (like ordinary distance) for three circles belonging to a (non-intersecting) pencil, and invariant under the group generated by inversions.”

MotivaciØ dannoæ stat~i praktiqeski sovpadaet s procitirovannymi namereniØmi prof. Koksetera – “to encourage use of . . . ”. Inversnyæ invariant v predlagaemoæ zdes~ versii opredelØetsØ dlØ l¸boæ pary prØmyh i okrußnosteæ i uqityvaet ih orientaci¸. �ffektivnost~ ego primeneniØ my prodemonstriruem na neskol~kih primerah.

Osnovnye opredeleniØ. Pod okrußnost~¸ Ki na kanoniqeski

orientirovannoæ ploskosti budem ponimat~ orientirovannu¸ krivu¸ postoØnnoæ krivizny i opredelØt~ ee qetverkoæ parametrov – koordinatami naqal~noæ toqki P_i = (x_i, y_i), napravleniem τ_i kasatel~noæ v fftoæ toqke i kriviznoæ κ_i: K_i(x_i, y_i, τ_i, κ_i). 167

168 A. I. KURNOSENKO Formuly dlØ opisaniØ inversii, soprØßeniØ dug i t. p. vosprinimut sluqaæ κ = 0 kak ordinarnyæ (i ne potrebu¸t daße predel~nogo perehoda), esli ot tradicionnyh uravneniæ okrußnosti pereæti k neØvnomu uravneni¸ linii postoØnnoæ krivizny

C(x, y; K_1) : = κ_1 [ (x−x_1)^2+(y−y_1)^2) ] + + 2(x−x_1) sin τ_1 − 2(y−y_1) cos τ_1 = 0. (2) Uravnenie okrußnosti A(x^2+y^2 ) + 2Bx + 2Cy + D = 0 privoditsØ k vidu (2) normirovkoæ (deleniem na ± √ B^2+C^2−AD).

PolagaØ K = K(0, 0, 0^∘, κ), poluqim “kanoniqeskoe uravnenie linii postoØnnoæ krivizny” i ego Øvnoe predstavlenie v okrestnosti naqala koordinat:

κ(x^2+y^2) − 2y = 0, y(x) = κ x^2 1 + √ 1 − κ^2 x^2

. (3)

Vektor u_i = ‖U_i, V_i‖,

U_i = κ_ix_i − sin τ_i, V_i = κ_iy_i + cos τ_i (4)

ne zavisit ot proizvola v vybore naqal~noæ toqki na krivoæ (2): pri κ = 0 vektor u est~ ort normali k prØmoæ, v protivnom sluqae u/κ est~ radius-vektor centra okrußnosti. Vo vseh toqkah, krome centra, vypolnØetsØ neravenstvo

(κ_1x−U_1)^2 + (κ_1y−V_1)^2 ≡ κ_1C(x, y; K_1) + 1 > 0. (5)

RasstoØnie D ot proizvol~noæ toqki P = (x, y) do okrußnosti K_1 ravno

D(P ; K_1) =

C(P ; K_1) 1 + √ 1 + κ_1C(P ; K_1)

. (6)

INVERSNY` INVARIANT PARY OKRUȷNOSTE` 169 Znak veliqin D i C otraßaet raspoloßenie toqki sleva (C < 0) ili sprava (C > 0) ot okrußnosti. V otliqie ot ponØtiæ “vnutrennost~” i “vnexnost~” kruga, ponØtiØ “sleva” i “sprava” bolee podhodØt dlØ zadaq orientirovannoæ geometrii, v qastnosti, modelirovaniØ tverdyh tel. Tak, esli krivaØ r(s) = ‖x(s), y(s)‖ ØvlØetsØ konturom ploskoæ detali, i napravlenie obhoda kontura zafiksirovano tak, qtoby vektor normali ‖−y^′_s, x^′_s‖ sovpal s vektorom davleniØ (pal~cem) na detal~, to ponØtiØ “sleva–sprava” stanut sinonimami ponØtiæ “material– vozduh” (ris. 1). Poloßitel~naØ i otricatel~naØ krivizna budut sootvetstvovat~ uqastkam tipa “val–otverstie”, ravno kak sluqaæ κ = 0 – neprimenimosti fftih ponØtiæ. Itak, opredelim oblast~ materiala:

Mat (K) := {(x, y) : C(x, y; K) 6 0}. (7)

�to opredelenie zamenit konstrukci¸ “vnutrennost~ kruga, esli κ > 0, oblast~ sleva ot prØmoæ, esli κ = 0, ili vnexnost~ kruga, esli κ < 0”.

DlØ okrußnosti K_i opredelim reversnu¸ okrußnost~ K^∗_i = K(x_i, y_i, τ_i+π, −κ_i), ime¸wu¸ tu ße granicu, no protivopoloßnu¸ kriviznu. “Oblast~ vozduha” okrußnosti K_i est~ oblast~ materiala Mat (K^∗_i ) reversnoæ okrußnosti.

Na ris. 2 pokazana spiral~ Korn¸ s vozrasta¸weæ kriviznoæ i poroßdaemoe e¸ semeæstvo orientirovannyh krugov krivizny K(s). Nabl¸daemaØ vloßennost~ mnoßestv v terminah (7) opisyvaetsØ sledu¸wim obrazom (teorema 2):

s_2 > s_1 =⇒ Mat (K(s_2)) ⊂ Mat (K(s_1)).

170 A. I. KURNOSENKO

Radikal~naØ os~ pary okrußnosteæ opredelØetsØ v [2] kak geometriqeskoe mesto toqek, stepen~ kotoryh otnositel~no obeih dannyh okrußnosteæ odinakova.

Napomnim, qto stepen~¸ toqki P otnositel~no okrußnosti K radiusa R s centrom v toqke O nazyvaetsØ veliqina |OP |^2−R^2. Legko ubedit~sØ, qto ona ravna C(P ; K)/κ. Radikal~nu¸ os~ moßno takße opredelit~ kak prØmu¸, prohodØwu¸ qerez obwie toqki obeih okrußnosteæ. Daße esli obwie toqki mnimye, soderßawaØ ih prØmaØ i leßawaØ na neæ srednØØ toqka deæstvitel~ny. NeØvnoe uravnenie osi imeet vid

κ_1C(x, y; K_2) − κ_2C(x, y; K_1) = 0. (8)

Ona peresekaetsØ s obwim perpendikulØrom pary v toqke ‖x̂, ŷ‖ = κ_1u_1+κ_2u_2 − (κ_1u_2+κ_2u_1)(1−2Q) H^2 . Zdes~ H^2 i Q – invarianty, k opredeleni¸ kotoryh my i perehodim.

Invarianty pary okrußnosteæ. DlØ pary okrußnosteæ K1,

K_2 vvedem oboznaqeniØ ‖Δx, Δy‖ = ‖x_2−x_1, y_2−y_1‖ i opredelim veliqiny

F =κ_1κ_2Δx + κ_2 sin τ_1 − κ_1 sin τ_2 = κ_1U_2 − κ_2U_1,

G =κ_1κ_2Δy − κ_2 cos τ_1 + κ_1 cos τ_2 = κ_1V_2 − κ_2V_1,

H^2=F^2 + G^2. (9)

Pri κ_{1,2} ≠ 0 vektor ‖F, G‖ kollinearen vektoru d, soedinØ¸- wemu centry okrußnosteæ:

‖F, G‖ = κ_1κ_2 · ‖u_2/κ_2−u_1/κ_1‖ = κ_1κ_2d =⇒ H^2 = |κ_1κ_2d|^2.

Esli, naprimer, κ_1 = 0, to vektor ‖F, G‖ perpendikulØren prØmoæ K_1:

‖F, G‖ = κ_2·‖sin τ_1, − cos τ_1‖ =⇒ H^2 = κ^2.

Takim obrazom, esli H^2 ≠ 0, to suwestvuet (i edinstvenen) obwiæ perpendikulØr k dvum okrußnostØm, i vektor ‖F, G‖ opredelØet ego napravlenie. Veliqina H^2 ne zavisit ot vybora sistemy koordinat i ØvlØetsØ invariantom dannoæ pary okrußnosteæ otnositel~no povorota i perenosa. Nakonec, vvedem invariant

Q(K_1, K_2) = κ_1κ_2 4 (Δx^2+Δy^2)+ κ_2 2 (Δx sin τ_1−Δy cos τ_1)−

INVERSNY` INVARIANT PARY OKRUȷNOSTE` 171 − κ_1 2 (Δx sin τ_2−Δy cos τ_2)+ sin^2 τ_2−τ_1 2 . (10)

Podstanovkami (9) proverØetsØ sootnoxenie

H^2 = 4κ_1κ_2Q + (κ_2 − κ_1)^2. (11)

Nezavisimost~ Q ot vybora naqal~nyh toqek i sistemy koordinat pri κ_1 = κ_2 = 0 oqevidna iz opredeleniØ [τ_{1,2}(s) = const_{1,2}], pri κ_1κ_2 ≠ 0 ona sleduet iz (11); v situacii κ_1 = 0, κ_2 ≠ 0 poluqim 2Q = 1+2κ_2D, gde D – rasstoØnie (6) ot centra okrußnosti K_2 do prØmoæ K_1. DlØ Q(K_i, K_j) i drugih funkciæ pary okrußnosteæ budem ispol~zovat~ oboznaqeniØ tipa Q_{ij} ili prosto Q, esli para zaranee ogovorena.

Paru, dlØ kotoroæ H^2 = 0, nazovem vyroßdennoæ. �to libo para prØmyh, libo para koncentriqnyh okrußnosteæ.

RexaØ sistemu dvuh uravneniæ tipa (2) v poiskah toqek pereseqeniØ nevyroßdennoæ pary okrußnosteæ, my poluqim, qto ih koordinaty vyraßa¸tsØ qerez √ Q(1−Q), t.e. okrußnosti mogut imet~ obwu¸ toqku tol~ko pri 06Q61. Vyberem ee v kaqestve naqal~noæ dlØ obeih okrußnosteæ. Togda raznost~ τ_2−τ_1 ravna Δτ_{12} – uglu meßdu kasatel~nymi v obweæ toqke, Δx = Δy = 0, i

Q_{12} = Q_{21} = sin^2(Δτ_{12}/2), 1−2Q = cos Δτ_{12}. (12)

�ti sootnoxeniØ proØsnØ¸t geometriqeskiæ smysl vvedennogo invarianta. Oni spravedlivy i v tom sluqae, kogda okrußnosti ne ime¸t deæstvitel~nyh obwih toqek (ugol pereseqeniØ qisto mnimyæ, Δτ_{12} = iδ (1), cos Δτ_{12} < −1 ili cos Δτ_{12} > 1). Iz sohraneniØ uglov pri inversii sleduet, qto invariant Q sohranØetsØ takße pri inversii pary K_1, K_2 otnositel~no proizvol~noæ tret~eæ okrußnosti K_0. �to daet osnovaniØ nazvat~ Q inversnym invariantom pary orientirovannyh okrußnosteæ.

Pod kasaniem krivyh budem ponimat~ sohranenie napravleniØ kasatel~noæ v obweæ toqke. V fftom smysle pary okrußnosteæ na poslednem fragmente ris. 1 ne kasa¸tsØ. �tu situaci¸ budem nazyvat~ “antikasaniem”. Takim obrazom, Q = 0, esli okrußnosti kasa¸tsØ (Δτ_{12} = 0); okrußnosti pereseka¸tsØ, esli 0 < Q < 1; sluqaæ Q = 1 sootvetstvuet antikasani¸ (Δτ_{12} = ±π). DlØ pary prØmyh vsegda 0 6 Q 6 1, predel~nye znaqeniØ sootvetstvu¸t parallel~nosti i antiparallel~nosti.

V ostal~nyh sluqaØh obwih toqek net, i vzaimnoe raspoloßenie okrußnosteæ moßno opisat~ sledu¸wim obrazom: esli Q < 0,

172 A. I. KURNOSENKO to pri sblißenii okrußnosteæ ih pereseqeni¸ budet predxestvovat~ kasanie, esli ße Q > 1 – antikasanie.

Legko ubedit~sØ v spravedlivosti ravenstv

Q(K_1, K_2) = 1 − Q(K_1, K^∗_2) = 1 − Q(K^∗_1, K_2) = Q(K^∗_1 , K^∗_2).

InversiØ. Pust~ toqka P1 = (x1, y1) i okrußnost~ K1 pri in-

versii otnositel~no okrußnosti K_0 preobrazu¸tsØ v toqku P_2 = (x_2, y_2) i okrußnost~ K_2. Obyqno inversiØ opredelØetsØ ravenstvom |OP_1|·|OP_2| = R^2, gde O i R – centr i radius okrußnosti inversii (i usloviem raspoloßeniØ toqki i ee obraza na odnom radial~nom luqe). Podstanovka R^2 = 1/κ^2_0, |OP_i| = √ 1+κ_0C_i/|κ_0|, gde C_i = C(P_i; K_0), daet sootnoxenie

C_1 + C_2 = −κ_0C_1C_2,

vkl¸qa¸wee i sluqaæ κ_0 = 0. Preobrazovanie (x_1, y_1, τ_1) → (x_2, y_2, τ_2) moßet byt~ zapisano v vide

‖x_2, y_2‖ =

‖x_1, y_1‖ + C_1‖U_0, V_0‖ 1+κ_0C_1 ,

τ_2 = −τ_1 − 2arctg κ_0x_1−U_0 κ_0y_1−V_0

, (13)

da¸wem pri κ_0 = 0 simmetriqnoe otraßenie.

Pust~ Γ_1 := (x_1(s), y_1(s)) – gladkaØ krivaØ s natural~nym uravneniem κ_1(s). Ona poroßdaet semeæstvo krugov krivizny K(s) = (x_1(s), y_1 (s), τ_1(s), κ_1(s) ) (ris. 2). Opredelim na krivoæ Γ_1 funkcii otnositel~no proizvol~noæ okrußnosti K_0:

C(s) = C(x_1(s), y_1(s); K_0) i Q(s) = Q(K(s), K_0). (14)

Pri inversii (13) krivaØ Γ_1 preobrazuetsØ v krivu¸ Γ_2 := (x_2(s), y_2(s)), dlØ kotoroæ s uße ne budet natural~nym parametrom (krome qastnogo sluqaØ κ_0 = 0). DlØ ee differenciala dugi dσ i funkcii krivizny poluqim dσ ds = √ dx^2+dy^2 = 1 1+κ_0C(s) ,

κ_2(s) = y^{′′}_2 x^′_2 − x^{′′}_2 y^′_2 (x^′_2^2 + y^′_2^2)^{3/2}

= 2κ_0[1−2Q(s)] − κ_1(s) (15)

INVERSNY` INVARIANT PARY OKRUȷNOSTE` 173 (f^′ oboznaqaet proizvodnu¸ po s). V qastnosti, dlØ okrußnosti K_1 i ee obraza K_2

κ_2 = 2κ_0(1 − 2Q_{01}) − κ_1. (16)

Po otnoxeni¸ k K_1 i K_2 okrußnost~ K_0, preobrazu¸waØ dve dannye okrußnosti drug v druga, ØvlØetsØ seredinnoæ okrußnost~¸ [2, str. 150]. Ona delit popolam ugol τ_{12} (12), t.e. |τ_{01}| = |τ_{02}| = |τ_{12}|/2, cos τ_{01} = cos τ_{02}, iz qego sledu¸t sootnoxeniØ Q_{02} = Q_{01}, Q_{12} = 4Q_{01}(1−Q_{01}).

KombiniruØ s (16), poluqim kriviznu seredinnoæ okrußnosti (s toqnost~¸ do reversa):

κ_0 = κ_1+κ_2 ±2 √ 1−Q_{12} . Izvestno, qto takih okrußnosteæ dve (esli K_1 i K_2 pereseka¸tsØ) ili odna. Esli ße uqityvat~ orientaci¸ dannyh okrußnosteæ, to seredinnaØ okrußnost~ libo edinstvenna, libo ne suwestvuet. V poslednem sluqae suwestvuet okrußnost~, preobrazu- ¸waØ K_1 v K^∗_2 . Otmetim, kak prosto v terminah (2) vyraßa¸tsØ uravneniØ seredinnyh okrußnosteæ:

K_1 ↔ K_2 K^∗_1 ↔ K^∗_2 :

C(x, y; K_1) + C(x, y; K_2) ±2 √ 1 − Q_{12} ; K_1 ↔ K^∗_2 K^∗_1 ↔ K_2 : C(x, y; K_1) − C(x, y; K_2) ±2 √ Q_{12} . SobstvennaØ sistema koordinat pary okrußnosteæ. DlØ pa-

ry K_1, K_2 rassmotrim uravnenie otnositel~no r

Q = (1 − κ_1r)(1 − κ_2r). (17)

Ono moßet ne imet~ korneæ (κ_1 = κ_2 = 0), imeet odin (v konfiguracii prØmaØ–okrußnost~) ili dva (κ_1κ_2 ≠ 0) deæstvitel~nyh kornØ r_{1,2}. DlØ koncentriqnyh okrußnosteæ r_1 = r_2. Pust~ r – l¸boæ ego koren~. Togda (11) prinimet vid H^2 = (κ_1+κ_2−2κ_1κ_2r)^2. Opredelim H sledu¸wim obrazom:

H = κ_1 + κ_2 − 2κ_1κ_2r. (18)

174 A. I. KURNOSENKO Pri naliqii dvuh korneæ r_{1,2} H(r_1) = −H(r_2); v protivnom sluqae H = κ_i ≠ 0, gde indeks i sootvetstvuet okrußnosti s nenulevoæ kriviznoæ. DlØ nevyroßdennoæ pary vvedem novu¸ sistemu koordinat (x^′, y^′) podstanovkami { x = ~x + x^′ cos θ − y^′ sin θ,

y = ~y + x^′ sin θ + y^′ cos θ, ‖~x, ~y‖ = u_2(1−κ_1r) + u_1(1−κ_2r) H , cos θ = F/H, sin θ = G/H. (19) Ee os~ absciss sovpadaet s obwim perpendikulØrom pary, a toqki (r, 0) i (−r, 0) mogut byt~ vybrany v kaqestve naqal~nyh. Togda opisaniØ okrußnosteæ primut vid

K_1 = K ( r, 0, π 2 , κ_1 ) , C(x, y; K_1) = κ_1[ (x−r)^2 +y^2 ]+2(x−r),

K_2 = K ( −r, 0, − π 2 , κ_2 ) , C(x, y; K_2) = κ_2[(x+r)^2 +y^2 ]−2(x+r).

(20)

Ris. 3.

Geometriqeski fftomu sootvetstvuet sledu¸wee postroenie (ris. 3). Iz toqek pereseqeniØ okrußnosteæ s ih obwim perpendikulØrom sostavim pary (P_1, P_2), P_1 ∈ K_1, P_2 ∈ K_2, s protivopoloßno napravlennymi kasatel~nymi vektorami. Takih par dve (κ_1κ_2 ≠ 0) ili odna. Esli ih dve – vyberem l¸bu¸. Naqalo sistemy koordinat ustanovim v toqke (P_1+P_2)/2, os~ ordinat napravim parallel~no kasatel~noæ k pervoæ okrußnosti v toqke P_1 i doopredelim napravlenie osi absciss do pravoæ sistemy. Zametim, qto okrußnost~ s kriviznoæ κ_0 = 1/r i centrom v naqale koordinat kasaetsØ obeih dannyh okrußnosteæ.

INVERSNY` INVARIANT PARY OKRUȷNOSTE` 175 Uravnenie radikal~noæ osi (8) v sisteme koordinat (19)

x^′ = d, gde d := r(κ_2−κ_1) H . (21)

Dokaßem sledu¸wee utverßdenie: esli krivizny pary okrußnosteæ ne ravny nul¸ odnovremenno, to { Q(K_1, K_2) 6 0

κ_1 6 κ_2

=⇒ Mat (K_2) ⊆ Mat (K_1). (22)

Dokazatel~stvo. Predstavlenie (20), vvedennoe dlØ nevyro-

ßdennoæ pary, oqevidno, legko rasprostranit~ i na paru koncentriqnyh okrußnosteæ.

Pri Q 6 0 iz (17) sleduet, qto r ≠ 0. Zapisav (17) v vide r^2(κ_0−κ_1)(κ_0−κ_2) 6 0, gde κ_0 = 1/r, poluqim: κ_1 6 κ_0 6 κ_2. Pust~ toqka (x, y) ∈ Mat (K_2), t. e. C(x, y; K_2) 6 0. Ee prinadleßnost~ k Mat (K_1) sleduet iz toßdestva

C(x, y; K_1) ≡ (κ_1−κ_0)[(x−r)^2 + y^2 ] + (κ_0−κ_2)[(x+r)^2 + y^2 ] + C(x, y; K_2),

v pravoæ qasti kotorogo vse slagaemye neotricatel~ny, i C(x, y; K_1) 6 0. �

V tom ße predpoloßenii (|κ_1|+|κ_2| ≠ 0) spravedlivo analogiqnoe utverßdenie { Q(K_1, K_2) > 1

κ_1+κ_2 > 0

=⇒ Mat (K_2) ∩ Mat (K_1) = ∅, (23)

a takße utverßdeniØ, obratnye (22) i (23).

Zadaqa o soprØßenii treh dug. Zadaqa postroeniØ dugi zadan-

nogo radiusa, kasa¸weæsØ dvuh dannyh okrußnosteæ, izlagaetsØ vo mnogih inßenernyh spravoqnikah. V knigah po geometrii ee, vidimo, propuska¸t kak slixkom prostu¸ (naqinaØ kak minimum s zadaqi ApolloniØ o qetyreh okrußnostØh). Tem ne menee u nas est~ osnovaniØ obratit~sØ k fftoæ zadaqe.

• Pri ee rexenii skoree vsego byla by primenena inversiØ, preobrazu¸waØ dannu¸ paru v paru okrußnosteæ odinakovogo radiusa, posle qego postroenie stanovitsØ trivial~nym. No inversiØ “ne priznaet” centrov okrußnosteæ, i svØzannye s nimi svoæstva terØ¸tsØ.

176 A. I. KURNOSENKO • Novye kaqestva voznika¸t pri uqete orientacii i oqerednosti okrußnosteæ pri obhode kontura, qto ves~ma vaßno dlØ zadaq geometriqeskogo modelirovaniØ. OkazyvaetsØ, qto maksimal~noe koliqestvo rexeniæ sokrawaetsØ v fftom sluqae s vos~mi do dvuh. Iz nih tol~ko odno budet “istinnym” soprØßeniem, esli pod takovym podrazumevat~ perehodnu¸ dugu s uglom |ρ| < 180^∘.

• I algoritmy, i geometriqeskie opisaniØ rexeniæ osvoboßda¸tsØ pri fftom ot mnogoqislennyh if-then-else-konstrukciæ, perebira¸wih varianty vzaimnogo raspoloßeniØ okrußnosteæ (naprimer, “vnexnee” i “vnutrennee” kasanie) i vyroßdeniØ odnoæ iz nih v prØmu¸. �ta informaciØ peredaetsØ qerez znaqenie i znak krivizny, izvestnyæ konstruktoru v terminah “val–otverstie”.

• Nakonec, interesna svØz~ rexeniæ zadaqi s teoremoæ o qetyreh verxinah prostoæ zamknutoæ krivoæ. Legko pokazat~, qto pri cikliqeskom soprØßenii qetyreh okrußnosteæ bez samopereseqeniØ kaßdaØ iz qetyreh dug budet “protØßennoæ verxinoæ” [1, str. 4]. Inymi slovami, budut vypolneny neravenstva

κ_1 < κ_2 > κ_3 < κ_4 > κ_1 (ili naoborot).

Ris. 4.

INVERSNY` INVARIANT PARY OKRUȷNOSTE` 177 Ris. 4 demonstriruet razliqiØ meßdu rexeniØmi bez uqeta i s uqetom orientacii okrußnosteæ (nomer okrußnosti i znak krivizny ukazany); posledniæ fragment ill¸striruet vliØnie porØdka obhoda.

Pust~ duga K_1 = K(x_1, y_1, τ_1, κ_1) perehodit v toqke T_1 = (p_1, q_1) pri naklone ξ_1 v dugu K_0 krivizny κ_0, kotoraØ v toqke T_2 = (p_2, q_2) pod uglom ξ_2 soprØgaetsØ s dugoæ K_2 krivizny κ_2. PoslednØØ zadana naqal~nymi (“koneqnymi”) usloviØmi (x_2, y_2) i τ_2.

Iskl¸qim iz rassmotreniØ trivial~nye sluqai vyroßdennyh okrußnosteæ: H ≠ 0. Toqki T_1 i T_2 leßat na okrußnosti K_0, pofftomu U_0 : κ_0p_1 − sin ξ_1 = κ_0p_2 − sin ξ_2 V_0 : κ_0q_1 + cos ξ_1 = κ_0q_2 + cos ξ_2.

Veliqiny F i G (9) mogut byt~ vyraßeny kak qerez izvestnye parametry (x_{1,2}, y_{1,2}, τ_{1,2}), tak i qerez neizvestnye (p_{1,2}, q_{1,2}, ξ_{1,2}): F = κ_1κ_2(x_2−x_1) + κ_2 sin τ_1 − κ_1 sin τ_2 =

= κ_1κ_2(p_2−p_1) + κ_2 sin ξ_1 − κ_1 sin ξ_2.

Poluqaem sledu¸wu¸ sistemu uravneniæ otnositel~no ξ_1 i ξ_2: { κ_2(κ_0−κ_1) sin ξ_1 − κ_1(κ_0−κ_2) sin ξ_2 = κ_0F −κ_2(κ_0−κ_1) cos ξ_1 + κ_1(κ_0−κ_2) cos ξ_2 = κ_0G.

Ona imeet dva rexeniØ {ξ^+_1 , ξ^+_2 } i {ξ^−_1 , ξ^−_2 } tg ξ^±_1 2 = F (κ_0−κ_1) ± 2κ_1 √ Q W 2κ_0κ_1Q + (κ_0−κ_1)(κ_2−κ_1−G) , tg ξ^±_2 2 = − F (κ_0−κ_2) ± 2κ_2 √ Q W 2κ_0κ_2Q − (κ_0−κ_2)(κ_2−κ_1−G) , (24)

gde W = W (κ_0) = κ^2_0(1−Q) − κ_0(κ_1+κ_2) + κ_1κ_2. (25) DlØ ugla povorota soprØga¸weæ dugi ρ = ξ_2−ξ_1 poluqaem vyraßenie tg ρ 2 = κ_0 w , gde w = ± √ W Q . (26)

Esli dlina dugi K_0 ravna l, to ee povorot (kak integral ot krivizny) raven κ_0l i zakl¸qen v predelah (0, ±2π) so znakom,

178 A. I. KURNOSENKO ravnym znaku κ_0. Sledovatel~no, v sluqae soprØßeniØ men~xeæ dugoæ (|ρ|<π) znaki tg (ρ/2) i κ_0 sovpada¸t. Qtoby poluqit~ imenno takoe soprØßenie, v (26) sleduet vybrat~ znak pl¸s pered radikalom pri opredelenii vspomogatel~noæ peremennoæ w. Otricatel~noe znaqenie w daet soprØßeniØ bol~xoæ dugoæ toæ ße krivizny.

Soglasno (24), dopustimye znaqeniØ κ_0 opredelØ¸tsØ neravenstvom QW > 0:

Q [κ^2_0(1−Q) − κ_0(κ_1+κ_2) + κ_1κ_2] > 0 . (27) Pri Q ≠ 1 ono prinimaet vid Q(1−Q)(κ_0 − κp)(κ_0 − κ^−) > 0, (28) gde κ^+ i κ^− – korni polinoma W (κ_0) (25): {κ^+, κ^−} = { κ_1+κ_2 ± H 2(1−Q) } = { 1 r , κ_1κ_2 κ_1 + κ_2 − κ_1κ_2r } . Pust~ κ^− < κ^+ i κ_{min} =min(κ_1, κ_2), κ_{max}=max(κ_1, κ_2).

Ustanoviv ravenstva (κ_1 − κ^±)(κ_2 − κ^±) = Q · (κ^±)^2, (29) poluqim, qto oba kornØ κ^± nahodØtsØ odnovremenno vnutri (Q < 0) ili snarußi (Q > 0, Q ≠ 1) intervala (κ_{min} , κ_{max}). Rassmotrim rexeniØ pri razliqnyh znaqeniØh Q.

1. Q < 0. Iz (28) i (29) poluqaem κ_{min} < κ^− 6 κ_0 6 κ^+ < κ_{max}, (30) t.e. pri Q < 0 (i tol~ko v fftom sluqae) posledovatel~nost~ κ_1, κ_0, κ_2 monotonna.

2. Q = 0. Dugi K_1 i K_2 kasa¸tsØ, t.e. soprØga¸tsØ bez pomowi promeßutoqnoæ dugi (ili dugoæ proizvol~- noæ krivizny s ρ = 0). “Normal~nyh” soprØßeniæ net.

3. 0 < Q < 1.

INVERSNY` INVARIANT PARY OKRUȷNOSTE` 179

−∞ 6 κ0 6 κ^− < κmin , κmax < κ^+ 6 κ0 6 ∞.

SoprØßeniØm s beskoneqnoæ kriviznoæ sootvetstvuet pereseqenie okrußnosteæ.

4. Q = 1. (“antikasanie”). Neravenstvo (27) prinimaet vid κ_0(κ_1+κ_2) 6 κ_1κ_2, a pri κ_1+κ_2 = 0 (t.e. K_1 = K^∗_2) vid 0 6 −κ^2_1 = −κ^2, t.e.

κ_1+κ_2 > 0 : −∞ 6 κ^+_0 6 κ_1κ_2/(κ_1+κ_2) < κ_{min} ; κ_1+κ_2 = 0 : soprØßeniæ net;

κ_1+κ_2 < 0 : κ_{max} < κ_1κ_2/(κ_1+κ_2) 6 κ^+_0 6 ∞.

5. Q > 1. Iz (17) sleduet, qto v fftom sluqae ravenstvo κ_1+κ_2 = 0 iskl¸qeno.

κ_1+κ_2 > 0 : −∞ < κ^− 6 κ_0 6 κ^+ < κ_{min} κ_1+κ_2 < 0 : κ_{max} < κ^− 6 κ_0 6 κ^+ < ∞.

Razliqnye tipy soprØßeniæ ill¸striruet ris. 5. PunktirnaØ krivaØ – geometriqeskoe mesto centrov soprØga¸wih okrußnosteæ (31). “Zvezdoqkoæ” pokazan centr podobiØ [4, str. 12] pary okrußnosteæ, on ße – centr seredinnoæ okrußnosti (vozmoßno, mnimoæ).

Svoæstva semeæstva soprØga¸wih okrußnosteæ. RexeniØ za-

daqi v sisteme koordinat (19) ime¸t vid:

sin ξ_i = (−1)^i

2κ_iκ_0Q H(κ_i−κ_0) + Δκ H , cos ξ_i = 2wκ_iQ H(κ_i−κ_0) ;

‖p_i, q_i‖ = 2Q · ‖(−1)^iκ_i, −w‖ H(κ_i−κ_0) + ‖d, 0‖, gde d – poloßenie radikal~noæ osi (21). Esli K_1 ≠ K^∗_2 i Q ≠ 0, to dlØ kaßdoæ toqki na okrußnosti K_1 (ili K_2) soprØßenie suwestvuet i edinstvenno. Koordinaty centra soprØga¸weæ dugi ravny (Δκ = κ_2−κ_1):

x = p_{1,2} − sin ξ_{1,2} κ_0 = Δκ H ( r− 1 κ_0 ) ,

180 A. I. KURNOSENKO

INVERSNY` INVARIANT PARY OKRUȷNOSTE` 181

y = q_{1,2} + cos ξ_{1,2} κ_0 = 2wQ Hκ_0 = ±2 √ Q W (κ_0) Hκ_0 . Iskl¸qaØ κ_0, poluqim uravnenie geometriqeskogo mesta centrov soprØga¸wih dug:

(Δκ)^2 y^2 − 4κ_1κ_2Q x^2 − 4QΔκ x = 0. (31)

Pri κ_1 = κ_2 GMT vyroßdaetsØ v prØmu¸ x = 0. V protivnom sluqae ffto ffllips (κ_1κ_2 Q < 0), giperbola (κ_1κ_2 Q > 0) ili parabola (κ_1κ_2 Q = 0) s ffkscentrisitetom e = |H/Δκ| i fokal~nym parametrom p = |2Q/Δκ| (ris. 5).

Kaßdomu soprØßeni¸ sopostavim treugol~nik OT_1T_2, gde O – centr soprØga¸weæ okrußnosti, T_1 i T_2 – toqki soprØßeniØ. Oqevidno, vse otrezki OT_1 i vse otrezki OT_2 pereseka¸tsØ v toqkah (X_1, 0) i (X_2, 0) – centrah dannyh okrußnosteæ. L¸bopytno, qto vse hordy T_1T_2 takße pereseka¸tsØ v odnoæ toqke (X_{12}, 0) – centre podobiØ pary:

X_{12} =

(1−κ_1r) + (1−κ_2r) κ_2 − κ_1

, X_1 = − 1−κ_1r κ_1

, X_2 = 1−κ_2r κ_2 . Krome togo, vse tri toqki pereseqeniØ leßat na odnoæ prØmoæ – obwem perpendikulØre pary okrußnosteæ. Sledovatel~no, soglasno obratnoæ teoreme Dezarga, l¸bye dva treugol~nika OT_1T_2 ØvlØ¸tsØ perspektivnymi. Centry perspektivy leßat na radikal~noæ osi (21) pary okrußnosteæ.

Spiral~nye krivye. Kak i v stat~e [1], pod spiral~nost~¸ bu-

dem ponimat~ monotonnoe izmenenie krivizny vdol~ krivoæ, dopuskaØ pri fftom razryvy krivizny i uqastki ee postoØnstva, ne prevyxa¸wie polnoæ okrußnosti. Podobnoe opredelenie, sußennoe trebovaniØmi znakopostoØnstva i ograniqennosti krivizny, prinØto takße v stat~e [5].

Opisanie inversii krivyh obyqno sostoit v pereqislenii konkretnyh preobrazovaniæ [6] (naprimer, parabola → cissoida Dioklesa i pr.). Sohranenie spiral~nosti pri inversii – obwee svoæstvo fftih preobrazovaniæ, kotoroe moßno sqitat~ obobweniem izvestnogo fakta – sohraneniØ postoØnstva krivizny.

Teorema 1. Pri inversii spiral~noæ krivoæ otnositel~no ok-

rußnosti, centr kotoroæ ne leßit na krivoæ, spiral~nost~ sohranØetsØ, a ee harakter (vozrastanie/ubyvanie krivizny) izmenØetsØ na protivopoloßnyæ.

182 A. I. KURNOSENKO

Dokazatel~stvo. Raspoloßim okrußnost~ inversii K “kanoni-

qeski” (3). DlØ krivoæ Γ_1 := (x_1(s), y_1(s)) s natural~nym uravneniem κ_1(s) vvedem funkcii Q(s; K) i C(s; K) (14):

C(s) = κ_0[x_1(s)^2+y_1(s)^2 ] − 2y_1(s), Q(s) = 1 4 κ_1(s)C(s) − κ_0 2 [x_1(s) sin τ_1(s)−y_1(s) cos τ_1(s)]+

+ sin^2 τ_1(s) 2 . (32) UqityvaØ, qto

x^′_1(s) = cos τ_1(s), y^′_1(s) = sin τ_1(s), τ^′_1(s) = κ_1(s), poluqim Q^′(s) = 1 4 κ^′_1(s)C(s). (33) DifferenciruØ ravenstvo (15), svØzyva¸wee kriviznu κ_2(s) obraza s kriviznoæ κ_1(s) originala, poluqaem

κ^′_2(s) = −κ_1(s) − 4κ_0Q^′(s) = −κ^′_1(s) − κ_0κ^′_1(s)C(s) = = −κ^′_1(s) [1 + κ_0C(s) ]. (34) Tak kak centr krivizny ne leßit na krivoæ, somnoßitel~ [1 + κ_0C(s)] strogo poloßitelen (5). Funkcii κ_1(s) i κ_2(s) ime¸t znakopostoØnnye proizvodnye protivopoloßnogo znaka, otkuda i sleduet utverßdenie teoremy dlØ uqastkov s nepreryvnoæ kriviznoæ.

Iz opredeleniØ (10) sleduet, qto esli dve okrußnosti K_1 i K_2 kasa¸tsØ v toqke T = P_1 = (x_1, y_1) = P_2 = (x_2, y_2), τ_1 = τ_2, i K_0 – proizvol~naØ tret~Ø okrußnost~, to

Q_{02} − Q_{01} = 1 4 (κ_2−κ_1) C(T ; K_0).

V toqkah razryva krivizny, gde krug krivizny sleva K(s−0) kasaetsØ pravogo kruga krivizny K(s+0), ffto ravenstvo prinimaet vid ΔQ(s) := Q(s + 0) − Q(s − 0) = 1 4 Δκ_1(s)C(s). Poskol~ku sama krivaØ nepreryvna, nepreryvna i funkciØ koordinat C(s). DlØ skaqka krivizny u krivoæ-obraza iz (16) poluqaem

Δκ_2(s) = −Δκ_1(s) − 4κ_0ΔQ(s) = −Δκ_1(s)[1+κ_0C(s)],

INVERSNY` INVARIANT PARY OKRUȷNOSTE` 183 takße v sootvetstvii s utverßdeniem teoremy. �

Iz formulirovki teoremy moßno iskl¸qit~ ogovorku o tom, qto centr inversii ne leßit na krivoæ; hotØ krivaØ-obraz budet v fftom sluqae razryvnoæ na beskoneqnosti, dva ee uqastka budut imet~ znakopostoØnnu¸ monotonnu¸ funkci¸ krivizny.

Pod verxinoæ krivoæ my ponimaem toqku ffsktremal~noæ krivizny, ne iskl¸qaØ pri fftom toqki s nulevoæ ffkstremal~noæ kriviznoæ. Postroennyæ v fftoæ toqke krug krivizny budem nazyvat~ ffkstremal~nym.

Sledstvie 1.1. Pri inversii krivoæ ee verxiny preobrazu¸tsØ v

verxiny obraza s protivopoloßnym tipom ffkstremuma.

RaspoloßeniØ krivoæ otnositel~no kruga krivizny. Raspo-

loßenie krivoæ otnositel~no okrußnosti krivizny K_0 = K(s_0) zavisit ot haraktera monotonnosti krivizny v toqke x(s_0), y(s_0 ). Sootvetstvu¸wie utverßdeniØ horoxo izvestny [7]. Obyqno oni formuliru¸tsØ i dokazyva¸tsØ dlØ nekotoroæ okrestnosti toqki s_0, s_1 6 s_0 6 s_2 v lokal~noæ sisteme koordinat, vybrannoæ tak, qto x(s_0) = 0, y(s_0 ) = 0, τ (s_0) = 0. (35)

Okrestnost~ [s_1, s_2] ograniqena usloviØmi:

(a) krivaØ moßet byt~ predstavlena kak funkciØ y = f(x); (b) krivaØ ne imeet razryvov krivizny; (uslovie (b) dobavleno, poskol~ku obyqno pri izloßenii fftoæ temy ogovarivaetsØ regulØrnost~ krivoæ). Togda krivaØ Γ(s) s vozrasta¸weæ (ubyva¸weæ) kriviznoæ raspoloßena sleva (sootv., sprava) ot kruga krivizny K_0. PrivlekaØ funkci¸ C(s) (14) otnositel~no K_0, vyrazim ffti utverßdeniØ otnoxeniØmi

k^′(s) > 0 : C(s) < 0, ili Γ(s) ⊂ Mat (K_0), s_0 < s 6 s_2 ,

k^′(s) < 0 : C(s) > 0, ili Γ(s) ⊂ Mat (K^∗_0 ), s_0 < s 6 s_2.

(36)

Esli toqka s_0 ØvlØetsØ verxinoæ (edinstvennoæ v dannoæ okrestnosti), to

dlØ verxiny-minimuma: C(s) < 0, ili Γ(s) ⊂ Mat (K_0), s_1 6 s 6 s_2, dlØ verxiny-maksimuma: C(s) > 0, ili Γ(s) ⊂ Mat (K^∗_0), s_1 6 s 6 s_2.

(37)

184 A. I. KURNOSENKO Rasxirim oblast~ spravedlivosti fftih “differencial~nyh” utverßdeniæ. Sledu¸wu¸ teoremu ill¸striruet ris. 2.

Teorema 2. Pust~ Γ = (x(s), y(s)), 0 6 s 6 S – spiral~naØ krivaØ

s vozrasta¸weæ kriviznoæ k(s). Togda vsØ krivaØ i vse ee krugi krivizny K(s) nahodØtsØ v materiale kruga krivizny K_0 := K(0).

Dokazatel~stvo. Osobyæ sluqaæ k(0) = −∞ (naprimer, loga-

rifmiqeskaØ spiral~ ili ffvol~venta okrußnosti) moßno v predele rassmatrivat~ kak vyroßdenie K(0) v toqku, ponimaØ pod Mat (K(0)) vs¸ ploskost~. Dalee budem sqitat~ znaqenie k(0) koneqnym, qto oznaqaet suwestvovanie funkciæ Q(s) i C(s) (32).

Esli v naqale krivoæ imeetsØ uqastok postoØnnoæ krivizny, to za ishodnu¸ toqku s = 0 primem konec fftogo uqastka. PereædØ v sistemu koordinat (35), rassmotrim dugu krivoæ na otrezke s ∈ [0, s_1], v predelah kotorogo vypolneny usloviØ (a) i (b), soprovoßda¸wie utverßdenie (36).

Iz (33) i (36) sleduet, qto Q^′(s) < 0 i, poskol~ku Q(0) = Q(K_0, K_0) = 0, na rassmatrivaemom otrezke Q(s) 6 0. Togda, soglasno (22), Mat (K(s)) ⊂ Mat (K_0). Esli na konce uqastka imeetsØ razryv krivizny, to krug sleva K^− = K(s_1−0) budet kasat~sØ kruga K^+ = K(s_1+0), postroennogo sprava ot razryva, t.e. Q(K^−, K^+) = 0 i k(s_1+0) > k(s_1−0). Znaqit, sootnoxenie Mat (K^+) ⊂ Mat (K^−) ⊂ Mat (K_0) takße budet vypolneno. To ße rassmotrenie s krugom krivizny K^+ v kaqestve naqal~nogo pozvolØet rasprostranit~ utverßdenie na vs¸ krivu¸. �

Sledstvie 2.1. Spiral~naØ krivaØ ne imeet samopereseqeniæ

(fakt, dlØ sluqaØ znakopostoØnnoæ monotonnoæ krivizny dokazannyæ v [10]).

Sledstvie 2.2. Okrestnost~ verxiny krivoæ s minimal~noæ

(maksimal~noæ) kriviznoæ, leßawaØ v materiale (sootv., vne materiala) ffkstremal~nogo kruga krivizny, vkl¸qaet dve sosednie verxiny libo, esli takovyh net, vs¸ krivu¸.

�to poloßenie ill¸striruet ris. 6, na kotorom pokazany dve krivye s edinstvennoæ verxinoæ [k(s) ∼ s^2±b], spiral~ Ferma ρ = a √ θ ( θ_{vx} =^1_2 √ 2 √ 7−5 ) i zamknutaØ krivaØ s dvumØ verxinami (lemniskata), kotoraØ takße ne imeet s ffkstremal~nymi okrußnostØmi obwih toqek, krome samih toqek kasaniØ.

INVERSNY` INVARIANT PARY OKRUȷNOSTE` 185

Ris. 6.

Otmetim, qto funkciØ Q(s; K_0), opredelennaØ otnositel~no kruga krivizny v ishodnoæ toqke spirali, monotonno ubyvaet ot nulevogo znaqeniØ. Ona moßet byt~ ravna nul¸ tol~ko na naqal~nom uqastke krivoæ, esli on sostoit iz odnoæ ili dvuh dug postoØnnoæ krivizny (no ne bolee! – (30)).

Sledstvie 3.3. Esli K1 i K2 – krugi krivizny v naqal~noæ i ko-

neqnoæ toqke spiral~noæ krivoæ, i Q_{12} = 0, to ffta krivaØ sostoit iz dvuh dug postoØnnoæ krivizny.

Krivye, sostavlennye iz dvuh dug okrußnosteæ, aktivno ispol~zu¸tsØ v zadaqah interpolØcii. V angloØzyqnoæ literature dlØ nih prinØt termin \biarc" [8, 9]. V stat~e [1] pokazana osobaØ rol~ fftih krivyh v teorii spiraleæ.

V. A. Zalgaller obratil vnimanie avtora na stat~¸ [10]. Ee poloßeniØ pereklika¸tsØ s lemmoæ 1 v [1] i teoremoæ 2 nastoØweæ stat~i. Odnako v [10] rasmotrenie ograniqivaetsØ krivymi s monotonnoæ poloßitel~noæ kriviznoæ (neorientirovannymi).

Invariant (10) svØzan s inversnym rasstoØniem (1) ravenstvom δ = Arch|1−2Q|, iz kotorogo vidno, qto veliqina Q bolee informativna: pri perehode ot Q k δ informaciØ ob orientacii okrußnosteæ terØetsØ pod znakom modulØ, a sluqaæ pereseka¸- wihsØ okrußnosteæ (0 6 Q 6 1) ne popadaet v oblast~ opredeleniØ funkcii Arch(x).

Rassmotrennyæ zdes~ i v stat~Øh [1, 10] klass krivyh zaslußivaet, na nax vzglØd, bolee podrobnogo izuqeniØ i odnoznaqnogo personal~nogo opredeleniØ. Termin “istinnye spirali” dlØ krivyh s monotonnoæ funkcieæ krivizny predstavlØetsØ vpolne umestnym.

186 A. I. KURNOSENKO

Literatura

1. A. I. Kurnosenko, InterpolØcionnye svoæstva ploskih spiral~nyh krivyh. Preprint IFV� 9-98, Protvino (1998).

2. G. S. M. Kokseter, S. Greætcer, Novye vstreqi s geometrieæ. Nauka, M.

(1978).

3. H. S. M. Coxeter, Inversive distance. — Ann. di Mat. Pura ed Appl. (4) 71 (1966), 73–83.

4. D. Pedoe, Circles. Pergamon Press (1957).

5. K. Marciniak, B. Putz, Approximation of spirals by piecewise curves of fewest circular arc segments. — Comp.-Aided Design 16 (1984), 87–90.

6. R. C. Yates, A Handbook on curves and their properties. Ann. Arbor, MI:

J. W. Edwards (1952).

7. E. V. Xikin, M. M. Frank-Kameneckiæ, Krivye na ploskosti i v prostranstve. FAZIS, M. (1997).

8. K. M. Bolton, Biarc curves. — Comp.-Aided Design 7 (1975), 89–92. 9. D. S. Meek, D. J. Walton, Approximation of discrete data by G1 arc splines. — Comp.-Aided Design 24 (1992), 301–306.

10. W. Vogt, Über monotongekrümmte Kurven. — J. für die Reine und Angewandte Mathematik 144 (1914), 239–248.

Kurnosenko A. I. Inversive invariant of a pair of circles. An inversive invariant of two orientrd circles is introduced. Being close to Coxeter’s inversive distance between two non-intersecting circles, it is defined for any pair of oriented circles (straight lines). To demonstrate its effectiveness, two topics are discussed the problem of C^1-conjunction of circles and the properties of plane curves with monotonous curvature.

Postupilo 29 aprelØ 1999 g.

Institut Fiziki Vysokih �nergiæ, g. Protvino Mosk. obl.