Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 261, 1999 g.

N. D. Lebedeva OB IZOMETRIQESKIH POGRUȷENI˚H ZAMKNUTYH MNOGOOBRAZI` NEOTRICATEL^NO` KRIVIZNY

Vvedenie

Metrika neotricatel~noæ krivizny na mnogoobrazii M^n moßet byt~ realizovana kak inducirovannaØ tem ili inym pogrußeniem M^n v R^N. Xefelem [5] bylo predloßeno dopolnitel~noe trebovanie, kotoroe delaet estestvenno interesnymi tol~ko realizacii v vide vypuklyh giperpoverhnosteæ v R^{n+1}. Toqnee, im dokazano, qto esli f : M^n → R^N gladkoe pogrußenie mnogoobraziØ M^n so svoæstvom strogoæ poloßitel~nosti sekcionnyh krivizn, i ffto svoæstvo sohranØetsØ pri l¸bom affinnom preobrazovanii prostranstva R^N, to f est~ pogrußenie v R^{n+1} ⊂ R^N v vide lokal~no vypukloæ giperpoverhnosti.

V [5] dokazan analogiqnyæ rezul~tat global~nogo haraktera bez predpoloßeniØ gladkosti i strogoæ poloßitel~nosti krivizny, no tol~ko dlØ zamknutyh dvumernyh mnogoobraziæ.

V nastoØweæ rabote global~nyæ rezul~tat rasprostranØetsØ na zamknutye gladkie mnogoobraziØ neotricatel~noæ krivizny i na mnogoobraziØ s poliffdral~noæ metrikoæ neotricatel~noæ krivizny pri l¸byh razmernostØh.

V §1 budet rassmatrivat~sØ gladkiæ sluqaæ, v §2 – poliffdral~nyæ. Vezde budem oboznaqat~ qerez A gruppu affinnyh preobrazovaniæ prostranstva R^N.

§1. Gladkie zamknutye mnogoobraziØ neotricatel~noæ krivizny

1.1. Rassmotrim gladkoe pogrußenie f : M^n → R^N, gde M^n

– n-mernoe gladkoe zamknutoe rimanovo mnogoobrazie, n ¿ 2, N > n. � Rabota qastiqno podderßana grantom RFFI 96–01–681. 187

188 N. D. LEBEDEVA

Teorema. Esli dlØ fiksirovannogo f : M^n → R^N i l¸bogo a ∈ A

pogrußennoe podmnogoobrazie a ∘ f : M^n → R^N imeet vnutrenn¸¸ metriku neotricatel~noæ krivizny, to f est~ vloßenie na granicu vypuklogo tela B ⊂ R^{n+1} ⊂ R^N.

Poskol~ku toßdestvennoe otobraßenie e ∈ A, metrika M^n apriori imeet neotricatel~nu¸ kriviznu.

1.2. Dokaßem, qto v usloviØh teoremy f : M^n → R^{n+1} ⊂ R^N. My

budem pol~zovat~sØ ponØtiØmi total~noæ absol¸tnoæ krivizny i svoæstvom tak nazyvaemyh tugih pogrußeniæ. OpredeleniØ fftih ponØtiæ moßno naæti v [6]. V silu lemmy 33 iz [6] nam dostatoqno dokazat~, qto total~naØ absol¸tnaØ krivizna τ = 2.

Predpoloßim protivnoe, t.e. qto τ > 2. Oboznaqim qerez G gaussovo otobraßenie total~nogo prostranstva normal~nogo rassloeniØ ν(M^n) → S^{N−1} . Obraz G(ν(M^n)) pokryvaet sferu S^{N−1} v srednem τ raz. Togda v silu predpoloßeniØ τ > 2 suwestvuet ediniqnaØ normal~ ν̄, kotoraØ pokryvaetsØ otobraßeniem G ne men~xe 3 raz, priqem det G | G�1_{(ν̄)} imeet maksimal~- nyæ rang. (Poslednee vozmoßno, potomu qto toqki, gde rang ne maksimal~nyæ, ime¸t meru 0 na S^{N−1} .) �to oznaqaet, qto qislo kritiqeskih toqek funkcii vysoty hν̄ ne men~xe 3 (gde hν̄(⃗x) = (⃗ν̄, ⃗x) – skalØrnoe proizvedenie, sm. [3]) i vse ffti toqki nevyroßdeny, t.k. proizvedenie glavnyh krivizn k_1(ν̄), . . . , k_n(ν̄) otnositel~no normali ν̄ v kritiqeskih toqkah ne ravno nul¸ (k_1(ν̄) · · · k_n(ν̄) ≠ 0) v silu maksimal~nosti ranga det G.

Dokaßem, qto krivizny k_1(ν̄), . . . , k_n(ν̄) odnogo znaka dlØ kaßdoæ kritiqeskoæ toqki. Dokaßem ffto dlØ odnoæ iz par k_1(ν̄), k_2(ν̄). Pust~ e_1, e_2 – glavnye napravleniØ dlØ normali ν̄, sootvetstvu¸wie kriviznam k_1(ν̄), k_2(ν̄). Vkl¸qiv ν̄ v ortonormirovannyæ bazis normaleæ ν_1, . . . , ν_k, tak qto ν_1 = ν̄, po obobwennoæ teoreme Gaussa budem imet~:

K_σ(e_1, e_2) = n∑ i=1 | | | IIν_i(e_1, e_1) IIν_i(e_1, e_2) IIν_i(e_1, e_2) IIν_i(e_2, e_2) | | | = k_1(ν_1)k_2(ν_1) + ∑ (ν_2, . . . , ν_k). Zdes~ k_1(ν_1)k_2(ν_1) = k_1(ν̄)k_2(ν̄) ≠ 0. Esli podvergat~ R^N sßati¸ vdol~ oseæ ν_2, . . . , ν_k, to ∑ (ν_2, . . . , ν_k) budet idti k nul¸,

OB IZOMETRIQESKIH POGRUȷENI˚H 189

k_1(ν_1)k_2(ν_1) menØt~sØ ne budet, a ih summa K_σ (e_1, e_2) dolßna ostavat~sØ neotricatel~noæ. T.o. imeem: k_1(ν_1)k_2(ν_1) = k_1(ν̄)k_2(ν̄) > 0. �to oznaqaet, qto vse kritiqeskie toqki ime¸t indeks ili 0 ili n. Po teoreme Morsa ([3, gl. 1, teorema 3.5]) M^n imeet gomotopiqeskiæ tip kletoqnogo kompleksa, v kotorom kaßdoæ toqke s indeksom 0 ili n sootvetstvuet odna kletka razmernosti 0 ili n. Poskol~ku mnogoobrazie svØzno, ih ne moßet byt~ bol~xe dvuh. Poluqili protivoreqie, dokazyva¸wee, qto M^n ⊂ R^{n+1}.

1.3. Iz p. 1.2 Øsno, qto suwestvuet funkciØ vysoty s rovno dvu-

mØ kritiqeskimi toqkami, po teoreme Morsa M^n gomeomorfno S^n. V qastnosti M^n orientiruemo. Togda dlØ okonqaniØ dokazatel~stva teoremy dostatoqno soslat~sØ na teoremu QßenØ– Laxofa, sm. [4, gl. 6, teorema 5.4].

§2 Zamknutoe mnogoobrazie s poliffdral~noæ metrikoæ neotricatel~noæ krivizny

Rassmotrim pogrußenie f : P^n → R^N, gde P^n n-mernoe mnogoobrazie, na kotorom f induciruet poliffdral~nu¸ metriku. Toqkami poliffdra P = (P^n, f) budem nazyvat~ pary (p, f|p), gde p ∈ P^n, f(p) ∈ R^N.

Budem govorit~, qto poliffdr P obladaet svoæstvom (∗), esli dlØ l¸byh a ∈ A poliffdr (P^n, a∘f) toße ØvlØetsØ mnogoobraziem neotricatel~noæ krivizny v smysle Aleksandrova [1], t.e. esli neotricatel~nost~ krivizny poliffdra P sohranØetsØ pri l¸byh affinnyh preobrazovaniØh.

Teorema. Esli poliffdr P obladaet svoæstvom (∗), to f est~ vlo-

ßenie na granicu vypuklogo mnogogrannika Q ⊂ R^{n+1} ⊂ R^N.

Dokazatel~stvo budem vesti ot protivnogo. Pust~ utverßdenie teoremy ne verno.

2.1. Oproverßenie fftogo predpoloßeniØ pri korazmernosti ¿ 2

svedem k sluqa¸, kogda f̄ (P^n) ⊂ R^{n+1}, no ne ØvlØetsØ graniceæ vypuklogo tela. Deæstvitel~no, esli f(P^n) ⊄ R^{n+1}, to suwestvu¸t A_1, . . . , A_{n+3} ∈ P^n, dlØ kotoryh toqki f(A_1 ), . . . , f(A_{n+3}) affinno nezavisimy ili, kak govorØt, nahodØtsØ v obwem poloßenii. NaædetsØ proekciØ P_r na lin (f(A_1 ), . . . , f(A_{n+2})), dlØ kotoroæ vypolneny usloviØ:

1) Pr (f(A_{n+3} )) ⊂ Int conv {f(A_1 ), . . . , f(A_{n+2})},

190 N. D. LEBEDEVA

2) DlØ l¸byh B_1, B_2 ∈ P^n, takih qto otrezok [f(B_1), f(B_2 )] ⊂ f(P^n), proekciØ Pr ([f(B_1), f(B_2 )]) ne ØvlØetsØ toqkoæ.

Togda Pr ∘ f(P^n) – ne granica vypuklogo tela. ProekciØ Pr - predel~nyæ sluqaæ affinnyh preobrazovaniæ a_k, i poskol~ku metriki poliffdral~ny, poliffdry (P^n, a_k ∘ f) shodØtsØ po metrike k poliffdru (P^n, Pr ∘ f). V silu neotricatel~nosti krivizny poliffdrov (P^n, a_k ∘ f) poliffdr P^n, Pr ∘ f) toße imeet neotricatel~nu¸ kriviznu. Zametiv, qto dlØ l¸bogo affinnogo preobrazovaniØ b^{n+1} prostranstva R^{n+1} suwestvuet affinnoe preobrazovanie b^N ∈ A, so svoæstvom: b^{n+1} ∘ Pr = Pr ∘ b^N , poluqaem qto poliffdr (P^n, Pr ∘ f) obladaet svoæstvom (∗), esli vmesto R^N rassmatrivat~ R^{n+1}. V kaqestve pogrußeniØ v R^{n+1} berem f̄ = Pr ∘f.

2.2. Oproverßenie predpoloßeniØ pri f(P^n) soderßawimsØ v R^{n+1}, no ne ØvlØ¸wimsØ graniceæ vypuklogo tela svedem k slu-

qa¸, kogda f̄(P^n) ⊂ R^n i f̄ pokryvaet bolee qem dvaßdy nekotoroe otkrytoe podmnoßestvo R^n. DokazyvaetsØ analogiqno 2.1, proekciØ Pr beretsØ vdol~ prØmoæ, transversal~no pereseka¸- weæ f(P^n) ¿ 3 raz.

2.3.1. Itak, dostatoqno privesti k protivoreqi¸ sluqaæ, kogda

f(P^n) ⊂ R^n, pogrußenie f pokryvaet nekotoroe otkrytoe podmnoßestvo R^n bolee qem dvaßdy i poliffdr P = (P^n, f) obladaet svoæstvom (∗).

Budem govorit~, qto poliffdr M = (M^n, h) ustroen “horoxo” v okrestnosti dannoæ k-mernoæ grani, esli on ustroen libo kak

R^n, libo kak proizvedenie R^k na konus, natØnutyæ na dvaßdy po-

krytoe zamknutoe vypukloe mnoßestvo na sfere S^{n−k−1}. Moßno estestvennym obrazom rasprostranit~ ffto opredelenie na poliffdry, pogrußennye ne v R^n, a v S^n: ffto ponadobitsØ v dal~neæxem.

2.3.2. Dokaßem, qto v okrestnosti (n−2)-mernyh graneæ poliffdr

P ustroen “horoxo”. Predpoloßim protivnoe: v ortogonal~nom dopolnenii R̄^2 k grani L^{n−2} ⊂ R^{n−2} ⊂ R^n pogrußenie f bolee qem dvaßdy pokryvaet nekotoryæ ugol. Toqnee: pogrußenie f^′ = f | |_f�_{1 (¯}R_2 : f −1 (R̄2) → R̄2 pokryvaet bolee qem dvaßdy nekotoryæ sektor α: ris. 1.

RastØgivaØ α do 1, 9π affinnymi preobrazovaniØmi prostranstva R^n poluqaem ugol vokrug (n − 2)-mernoæ grani, bol~xiæ 2π. �to protivoreqit neotricatel~nosti vnutrenneæ metriki.

OB IZOMETRIQESKIH POGRUȷENI˚H 191

Ris. 1.

2.3.3. Sledu¸waØ lemma budet v dal~neæxem ispol~zovana kak

dlØ poliffdrov, pogrußennyh v R^n, tak i dlØ poliffdrov, pogrußennyh v S^n.

Lemma. Predpoloßim F = (F^n, f^′) – poliffdr v R^n ili S^n, gde

f^′ : F^n → R^n(S^n) – pogrußenie. Pust~ v okrestnosti l¸boæ grani on ustroen “horoxo”. Togda f^′(F^n) – dvaßdy pokrytoe vypukloe podmnoßestvo v R^n ili S^n.

Dokazatel~stvo. Razob~em F^n na komponenty, kotorye v pare

s ih obrazami pri otobraßenii f^′ budem nazyvat~ suwestvennymi granØmi, sledu¸wim obrazom: toqki a i b prinadleßat odnoæ komponente, esli suwestvuet U – otkrytoe, svØznoe podmnoßestvo v F^n, takoe qto mnoßestvo {a, b} ⊂ U i otobraßenie f^′ | |_U : U → f^′(U ) – gomeomorfizm.

Pust~ G – nekotoraØ suwestvennaØ gran~. Dokaßem, qto G – vypukla. DlØ l¸boæ graniqnoæ toqki x ∈ ∂G suwestvuet prohodØwaØ qerez x lokal~no opornaØ giperploskost~, t.k. granica suwestvennoæ grani G sostavlena iz graneæ poliffdra F razmernosti n − 1, i vblizi kaßdoæ ih toqki poliffdr F ustroen “horoxo”. Togda, po teoreme Titce ([2], str. 37), G – vypukla.

Dokaßem, qto suwestvennyh graneæ dve. Rassmotrim odnu iz nih. Toqki, nahodØwiesØ v okrestnosti l¸boæ toqki ee granicy, prinadleßat rovno dvum suwestvennym granØm v silu “horoxego” ustroæstva graneæ poliffdra F . Granica svØzna, i znaqit ee okrestnost~ prinadleßit rovno dvum suwestvennym granØm, odna iz kotoryh naxa vybrannaØ. Togda drugaØ suwestvennaØ gran~ vmeste s toqkami v okrestnosti granicy soderßit ih vypuklu¸ oboloqku i takim obrazom sovpadaet s pervoæ, kak podmnoßestvo v R^n(S^n) (ris. 2).

192 N. D. LEBEDEVA

Ris. 2.

Iz fftogo sleduet utverßdenie lemmy.

2.3.4. Metodom indukcii ustanovim, qto poliffdr P vokrug ka-

ßdoæ grani ustroen “horoxo”.

Rassmotrim (n − 3)-mernu¸ gran~ L^{n−3} i primyka¸wie k neæ grani bol~xeæ razmernosti: L^{n−1}_i , L^{n−2}_i , L^n_i . Rassmotrim ortogonal~noe dopolnenie (L^{n−3})^⊥ = R^3 i ediniqnu¸ sferu S^2 s centrom, prinadleßawim L^{n−3}, soderßawu¸sØ v fftom dopolnenii. Togda pereseqeniØ S^2 ∩L^{n−2}_i – toqki, S^2 ∩L^{n−1}_i – otrezki na sfere, S^2 ∩ L^n_i – oblasti na sfere. Poluqaem dvumernyæ poliffdr K^2 na sfere. V silu 2.3.2 poliffdr P ustroen “horoxo” vokrug L^{n−2}_i , a znaqit poliffdr K^2 ustroen “horoxo” vokrug toqek S^2 ∩ L^{n−2}_i . Poskol~ku verxiny poliffdra K^2 ØvlØ¸tsØ dlØ nego granØmi korazmernosti 2, my nahodimsØ v usloviØh lemmy 2.3.3. Togda K^2 – dvaßdy pokrytoe vypukloe podmnoßestvo v S^2. Takim obrazom vokrug grani L^{n−3} poliffdr P ustroen “horoxo”. I dalee po indukcii doædem do togo, qto poliffdr P ustroen horoxo vokrug kaßdoæ verxiny. Poliffdr P udovletvorØet usloviØm lemmy 2.3.3, ffto oznaqaet, qto otobraßenie f pokryvaet f(P^n) ⊂ R^n dvaßdy. Poluqili protivoreqie, dokazyva¸wee teoremu.

Literatura

1. A. D. Aleksandrov, Über eine Veralgemeinerung der Riemannschen Geome-

trie. Bericht von der Riemann–Tagung des Forschungsinstituts für Mathematik. Berlin 1957, Schriftenreihe der Inst. Math., H. 1, 38–84..

2. ı. D. Burago, V. A. Zalgaller, Dostatoqnye priznaki vypuklosti.

Zap. nauqn. semin. LOMI, 45 (1974), 3–52. 3. Dß. Milnor, TeoriØ Morsa. M., “Mir”, 1965.

4. S. Sternberg, Lekcii po differencial~noæ geometrii. M., “Mir”, 1970. 5. S. Z. Xefel~, O dvuh klassah k-mernyh poverhnosteæ v n-mernom evklidovom prostranstve. Sib. mat. ß., 10, No. 2 (1969), 459–466.

6. T. J. Willmore, Total curvature in Riemannian geometry. Ellis Horwood Limited, 1982.

OB IZOMETRIQESKIH POGRUȷENI˚H 193 Lebedeva N. D. On isometric immersion of closed manifolds of nonnegative curvature.

Let M^n be a closed manifold. Assume that an immersion f : M^n →

R^N induces a C^2-smooth metric of nonnegative curvature or a polyhe-

dral metric of nonnegative curvature on M^n. If this nonnegativness is left invariant under every affine transformation of R^N, then f is an embedding on the boundary of a C^2-smooth convex body (a convex polyhedron correspondingly) in some R^{n+1} ⊂ R^N.

Postupilo 8 fevralØ 1999 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet