Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 261, 1999 g.

V. V. Makeev OB ODNO` AFFINNO-INVARIANTNO` METRIKE NA MNOȷESTVE PLOSKIH VYPUKLYH KOMPAKTOV

SleduØ [1], oboznaqim

δ(K_1, K_2) = inf

æ_{S(T (K2 ))}

(S(K_1 )

| K_1 ⊂ T (K_2)

œ_,

gde K_1, K_2 ⊂ R^2 vypuklye kompakty, T – affinnoe preobrazovanie ploskosti, a S(K) oznaqaet plowad~ mnoßestva K ⊂ R^2. Togda d(K_1, K_2) = ln δ(K_1, K_2)+ln δ(K_2, K_1) – affinno-invariantnaØ metrika na mnoßestve ploskih vypuklyh kompaktov. V [1] dokazano, qto d(K_1, K_2) 6 ln 9 dlØ l¸byh vypuklyh kompaktov K_1,

K_2 ⊂ R^2. Niße dokazana

Teorema. d(K1, K2) < ln^{111}_{16} dlØ l¸byh vypuklyh kompaktov K1,

K_2 ⊂ R^2.

DlØ dokazatel~stva my, kak i v [1], budem ispol~zovat~ teoremu Bezikoviqa o tom, qto vo vsØkiæ ploskiæ vypuklyæ kompakt moßno vpisat~ affinnyæ obraz pravil~nogo xestiugol~nika. Dalee my sqitaem, qto na granice vypuklyh kompaktov K_1 i

K_2 leßat verxiny nekotorogo fiksirovannogo pravil~nogo xe-

stiugol~nika K. Togda K_1 i K_2 soderßatsØ v figure, ograniqennoæ prodolßeniØmi storon K (Ris. 1), kotoraØ poluqaetsØ

Ris. 1. 194

OB ODNO` AFFINNO–INVARIANTNO` METRIKE 195 iz K dobavleniem xesti ravnyh pravil~nyh treugol~nikov. Oni oboznaqeny bukvami A, B, C, D, E, F .

Provedem v treugol~nikah A, B, C, D, E, F srednie linii, parallel~nye storonam xestiugol~nika K, kotorye otseka¸t ot nih men~xie treugol~niki T_A, T_B , T_C , T_D, T_E i T_F sootvetstvenno. OpornaØ prØmaØ k figure K_i (i = 1, 2), provedennaØ qerez verxinu xestiugol~nika K, moßet imet~ obwie vnutrennie toqki ne bolee qem s odnim treugol~nikom iz T_A, T_B, . . . , T_F . Pofftomu posle nadleßawego pereoboznaqeniØ moßno sqitat~, qto kaßdaØ iz figur K_i moßet imet~ obwie vnutrennie toqki lix~ s treugol~nikami T_A, T_C , T_E ili s treugol~nikami T_A, T_D.

Lemma 1. Esli vypuklyæ kompakt K1 imeet obwie vnutrennie

toqki razve lix~ s treugol~nikami T_A ili T_D, to d(K_1, K_2) 6 ln^{37}_{16} .

Na Ris. 2 bukvami A0, B0, . . . , F 0 oboznaqeny ne prinadleßawie K verxiny treugol~nikov A, B, . . . , F sootvetstvenno. Pust~ β – takoe naimen~xee neotricatel~noe qislo, qto K_1 imeet obwie toqki s gomotetiqnymi T_A i T_D treugol~nikami βT_A i βT_D s kofffficientom β i centrami gomotetii v toqkah A0 i D0 sootvetstvenno. V takom sluqae K_1 ne imeet obwih vnutrennih toqek s odnim iz treugol~nikov βT_A i βT_D s kofffficientom β i centrami gomotetii v toqkah A0 ili D0. Pust~ ffto treugol~nik βT_D .

Ris. 2.

Predpoloßim, qto β ¿ 1. Tak kak K_1 ne imeet toqek vnutri treugol~nikov T_B , T_C , T_E i T_F , to K_1 soderßitsØ v xestiugol~- nike, poluqennom iz A0B0C0D0E0F 0 sßatiem s kofffficientom 5/6 k osi AD Ris. 3. Tak kak K ne vnutrennost~ treugol~nika peresekaet T_D, to vyxeopisannyæ sßatyæ xestiugolnik moßno sßat~ s

196 V. V. MAKEEV kofffficientom 33/40, v napravlenii osi A0D0, ostaviv verxinu A0 nepodvißnoæ i on po-preßnemu soderßit_{K1} Ris. 4. Plowadi postroennogo xestiugol~nika 5/6 · 37/40.S(K) = 37/16S(K).

Ris. 3 Ris. 4.

Pust~ β 6 1. Togda K_1 ne imeet obwih vnutrennih toqek s treugol~nikami (2 − β)T_B , (2 − β)T_C , (2 − β)T_E i (2 − β)T_F s verxinami s toqkah B0, C0, E0, F 0 sootvetstvenno. Kak pokazyva¸t prostye vyqisleniØ, v fftom sluqae K_1 soderßitsØ v xestiugol~- nike A00B00C00D00E00F 00, poluqaemom iz A0B0C0D0E0F 0 sßatiem s kofffficientom^{4+β}_6 k osi A0D0. Tak kak K_1 ne peresekaet vnutrennost~ treugol~nika βT_D , to posledniæ xestiugol~nik moßno ewe sßat~ s kofffficientom^{32+6β}�^{β2}_{8(4+β)} v napravlenii osi A0D0, ostaviv na meste verxinu A0, i on po-preßnemu soderßit K_1. Plowad~ poluqennogo posredstvom dvuh sßatiæ xestiugol~nika dostigaet minimuma pri β = 1, kotoryæ raven 37/16 plowadi K. Lemma 1 dokazana.

Lemma 2. Esli opisannye vokrug xestiugol~nika K vypuklye

kompakty K_1 i K_2 ne ime¸t obwih vnutrennih toqek s treugol~- nikami T_B, T_D i T_F , to d(K_1, K_2) 6 ln 27/4.

Po uslovi¸ K_1 i K_2 ime¸t obwie vnutrennie toqki razve lix~ s treugol~nikami T_A, T_C , T_E . Pust~ M i N – podmnoßestva fftogo nabora treugol~nikov, s vnutrennostØmi kotoryh pereseka¸tsØ sootvetstvenno K_1 i K_2. Moßno sqitat~, qto M ⊂ N (provodØ neobhodimye pereoboznaqeniØ). Dokaßem, qto v fftom sluqae K_1 ⊂ 3/2K_2, pri uslovii, qto centr gomotetii nahoditsØ v centre xestiugol~nika K.

Esli K_2 peresekaetsØ s T_A, to oqevidno K_2 soderßit centr treugol~nika A, kotoryæ pri ukazannoæ gomotetii perehodit v

OB ODNO` AFFINNO–INVARIANTNO` METRIKE 197 verxinu A0. Pofftomu 3/2K_2 pokryvaet treugolnik A. ˚sno takße, qto 3/2K_2 pokryvaet qasti treugol~nikov A, B, C, . . . , F , ne popada¸wie v T_A, T_B, . . . , T_F sootvetstvenno. Znaqit K_1 ⊂ 3/2K_2.

Rassmotrim affinnyæ obraz T (K_2) vypukloæ figury K_2, vpisannyæ v xestiugol~nik K. Kak horoxo izvestno: 2 3 S(K_2 ) 6 S(K) 6 2S(T (K_2 )),

otkuda

S(K_2) 6 3S(T (K_2 )).

Imeem:

T (K_2) ⊂ K_1 ⊂ 3 2 K_2, i S

`_3

2 K_2)

´

6^{27}_4 S(T (K2 )).

Lemma 2 dokazana.

Esli odna iz figur K_1 i K_2, naprimer, K_1 peresekaet razve lix~ vnutrennosti T_A i T_D, to d(K_1, K_2) 6 d(K_1, K) + d(K, K_2). Po lemme 1 d(K_1, K_2) 6 ln 37/16, a d(K, K_2) 6 ln 3 [1], otkuda d(K_1, K_2) 6 ln 6^{15}_{15} .

Esli ße obe figury K_1 i K_2 pereseka¸t vnutrennosti razve lix~ treugol~nikov T_A, T_C , T_E , to po lemme 2 d(K_1, K_2) < ln^{27}_4 .

Literatura

1. B. Gr¸nbaum, �t¸dy po kombinatornoæ geometrii i teorii vypuklyh tel. Nauka, M. (1971).

Makeev V. V. On one affine-invariant metric on the class of convex plane compacts.

Theorem. For every plane convex compacts K_1, K_2 ⊂ R^2 there exist an affine transformations T_1, T_2 such that T_1(K_1) ⊂ K_2 ⊂ T_2(K_1) and S(T_2 (K_1)) < 111/16S(T_1(K_1)), where S(K) means the square of a plane set K ⊂ R^2.

Postupilo 24 aprelØ 1999 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet