Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 261, 1999 g.

V. V. Makeev, A. S. Muhin

O SUWESTVOVANII OBWEGO SEQENI˚ DL˚ NESKOL^KIH VYPUKLYH KOMPAKTOV, IMEıWEGO ZADANNYE SVO`STVA

Cel~ dannoæ raboty – opisanie konstrukcii, pozvolØ¸weæ poluqit~ seri¸ shodnyh rezul~tatov v vypukloæ geometrii. Nekotorye iz utverßdeniæ, kotorye budut privedeny v fftoæ rabote, byli dokazany ranee bez Øvnogo primeneniØ konstrukcii.

TremØ avtorami [1–3] byla nezavisimo ustanovlena nißesledu¸waØ topologiqeskaØ lemma i dany ee geometriqeskie primeneniØ.

Oboznaqim qerez G_{kn} mnogoobrazie Grassmana neorientirovannyh k-ploskosteæ, prohodØwih qerez nekotoru¸ toqku v R^n. Oboznaqim γ_{kn} : E_{kn} → G_{kn} kanoniqeskoe rassloenie: sloem nad toqkoæ e iz G_kn ØvlØetsØ ona ße, rassmatrivaemaØ kak k-mernoe vektornoe prostranstvo.

Lemma. Indeks pereseqeniØ po modul¸ dva ciklov c1, . . . , cn�k+1

total~nogo prostranstva E_{kn} kanoniqeskogo rassloeniØ γ_{kn} nad mnogoobraziem Grassmana, gomologiqnyh po modul¸ dva nulevomu seqeni¸ fftogo rassloeniØ, raven 1.

Sledstvie. Indeks pereseqeniØ po modul¸ dva ciklov c1, c2, . . . ,

. . . , c_n�_{k+1} ∈ H_{k(n}�_{k)} (E_{kn}, Z_2), pereseka¸wihsØ transversal~no so sloem prostranstva E_{kn} obwego poloßeniØ v neqetnom qisle toqek raven 1.

Teper~ rassmotrim neskol~ko vidov otobraßeniæ iz mnoßestva vseh vypuklyh kompaktnyh figur na ploskosti v mnoßestvo podmnoßestv ploskosti.

0. Samyæ prostoæ primer – otobraßenie A0(K), kotoroe sopo-

stavlØet vypuklomu telu na ploskosti K nepreryvno zavisØwu¸ ot nego toqku. V. L. Dol~nikov v rabote [3] podrobno izuqaet takie otobraßeniØ.

Rabota qastiqno podderßana grantom nauqnyh xkol, No. 96-15-96-075. 198

O SUWESTVOVANII OBWEGO SEQENI˚ 199

1. Oboznaqim qerez A1(K) mnoßestvo toqek ploskosti, qerez ko-

torye prohodit para perpendikulØrnyh prØmyh, delØwih plowad~ kompakta K na qetyre ravnye qasti. Legko zametit~ [6], qto dlØ tipiqnogo kompakta K ⊂ R^2 s gladkoæ graniceæ mnoßestvo A_1(K) sostoit iz neqetnogo qisla toqek. Zdes~ i niße tipiqnymi my nazyvaem kompakty, sostavlØ¸wie otkrytoe plotnoe mnoßestvo v sootvetstvu¸weæ topologii v prostranstve vypuklyh kompaktov.

2. Oboznaqim A2(K) mnoßestvo centrov kvadratov, vpisannyh v

vypuklyæ kompakt K ⊂ R^2 (ili opisannyh vokrug nego). Xnirel~man [4] dokazal, qto v tipiqnu¸ C^2-gladku¸ regulØrnu¸ ßordanovu krivu¸ na ploskosti vpisano neqetnoe qislo kvadratov.

3. Pust~ A3(K) oboznaqaet mnoßestvo xestidol~nyh toqek vy-

puklogo kompakta K ⊂ R^2, to est~ toqek, qerez kotorye prohodØt tri prØmye, delØwie plowad~ K na xest~ ravnyh qasteæ. Horoxo izvestno, qto A_3(K) ≠ ? i legko zametit~ [6], qto dlØ tipiqnogo kompakta K s gladkoæ graniceæ A_3(K) sostoit iz neqetnogo qisla toqek.

4. Oboznaqim A4(K) mnoßestvo centrov affinnyh obrazov za-

dannogo central~no-simmetriqnogo xestiugol~nika, vpisannyh v kompakt K (opisannyh vokrug K).

V [5] dokazano, qto dlØ tipiqnogo vypuklogo kompakta K s C^1- gladkoæ graniceæ mnoßestvo A_4(K) sostoit iz neqetnogo qisla toqek.

0. Sopostavim vypuklomu telu K ⊂ R^3 nepreryvno zavisØwu¸

ot nego toqku B_0(K) prostranstva R^3.

1. Sopostavim vypuklomu kompaktu K ⊂ R^3 mnoßestvo B1(K)

centrov vpisannyh v K affinnyh obrazov kubooktaffdra – vypukloæ oboloqki srednih reber kuba. V [5] dokazano, qto dlØ vypuklogo kompakta K ⊂ R^3 s gladkoæ graniceæ B_1(K) ≠ ? i dlØ otkrytogo plotnogo v C^1-topologii mnoßestva tipiqnyh kompaktov K ⊂ R^3 mnoßestvo B_1(K) sostoit iz neqetnogo qisla toqek.

2. Sopostavim vypuklomu kompaktu K ⊂ R^3 mnoßestvo B2(K)

centrov opisannyh vokrug K affinnyh obrazov rombododekaffdra (mnogogrannika, dvoæstvennogo k kubooktaffdru). V [6, 8,

200 V. V. MAKEEV, A. S. MUHIN 9] dokazano, qto dlØ tipiqnogo vypuklogo kompakta K ⊂ R^3 s gladkoæ graniceæ B_2(K) sostoit iz neqetnogo qisla toqek.

3. Pust~ dlØ vypuklogo kompakta K ⊂ R^3 mnoßestvo B3(K) so-

stoit iz toqek K, qerez kotorye prohodØt tri vzaimno perpendikulØrnye affinnye diametra K. Horda kompakta K ⊂ R^3 nazyvaetsØ affinnym diametrom, esli ee koncy leßat v parallel~- nyh opornyh ploskostØh K. V [6] dokazano, qto dlØ vypuklogo kompakta K ⊂ R^3 mnoßestvo B_3(K) ≠ ? i dlØ tipiqnogo kompakta K ⊂ R^3 s C^2-gladkoæ graniceæ poloßitel~noæ gaussovoæ krivizny B_3(K) sostoit iz neqetnogo qisla toqek.

4. DlØ vypuklogo kompakta K ⊂ R^3 oboznaqimn mnoßestvo cen-

trov affinno-pravil~nyh vos~miugol~nikov, vpisannyh v K, ploskost~ kotoryh prohodit qerez fiksirovannu¸ toqku O ∈ K. V [5] dokazano, qto B_4(K) ≠ ?, i, qto dlØ tipiqnogo v C^1- topologii kompakta K s C^1-gladkoæ graniceæ mnoßestva B_4(K) sostoit iz neqetnogo qisla toqek.

OsnovnaØ teorema 1. Pust~ dany n − 1 vypuklyh kompakta

K_1, . . . , K_n�_1 v R^n s obweæ vnutrenneæ toqkoæ O i zadany proizvol~nye otobraßeniØ f : {1, . . . , n − 1} → {0, 1, 2, 3, 4} i g : {1, . . . , n − 1} → {0, 1, 2, 3, 4}. Togda suwestvu¸t takie, sootvetstvenno, dvumernaØ i trehmernaØ ploskosti H_1 i H_2, prohodØwie qerez toqku O, qto n�1_⋂ i=1 A_{f(i)}(H_1 ∩ K_i) ≠ ? i n�2_⋂ i=1 B_{g(i)}(H_2 ∩ K_i) ≠ ?.

Dokazatel~stvo fftih utverßdeniæ soverxenno analogiqno i opiraetsØ na tot fakt, qto dlØ tipiqnyh kompaktov K i proizvol~nogo i 6 n − 1 mnoßestva

X_i = ⋃ H12G2n^{Af(i)(H1 ∩ K)} i Y_i = ⋃ H22G3n^{Bg(i)(H2 ∩ K)} ØvlØ¸tsØ nositelØmi ne gomologiqnyh nul¸ ciklov iz

H_{2(n}�_{2)}(E_{2n}; Z_2) i H_{3(n}�_{3)}(E_{3n}; Z_2)

O SUWESTVOVANII OBWEGO SEQENI˚ 201 sootvetstvenno. Dalee po sformulirovannoæ vyxe lemme poluqaem, qto indeksy pereseqeniØ “ciklov” X_i i Y_j sootvetstvenno

ravny 1. Znaqit^n

�1_⋂ i=1 X_i ≠ ? i^n

�2_⋂ j=1 Y_i ≠ ? dlØ tipiqnyh kompaktov, a posredstvom predel~nogo perehoda perenosim ffti utverßdeniØ na proizvol~nye vypuklye kompakty.

To, qto X_i ØvlØetsØ nositelem nenulevogo cikla v H_{2(n}�_{2)}(E_{2n};

Z2) dlØ tipiqnogo kompakta K provodØtsØ v [6] dlØ ⋃ H12G2n^{A1(H1 ∩ K)} i ⋃ H12G2n^{A3(H1 ∩ K).} V ostal~nyh sluqaØh rassußdenie provoditsØ soverxenno analogiqno.

Rassmotrim primenenie dokazannoæ teoremy k zadaqe odnovremennoæ approksimacii seqeniæ vypuklyh tel.

V vypukloæ geometrii na ploskosti vaßnu¸ rol~ igra¸t vpisannye i opisannye affinno-pravil~nye xestiugol~niki. V qastnosti, ffti xestiugol~niki horoxo approksimiru¸t vypuklye kompakty. Deæstvitel~no, pust~ S_1 – vpisannyæ, a S_2 – opisannyæ vokrug vypuklogo kompaktnogo tela K affinnopravil~nye xestiugol~niki. Togda

S(S_1) 6 S(K) 6 3 2 S(S_1) i 1 2 S(S_2) 6 S(K) 6 S(S_2),

priqem ocenka sverhu dlØ vpisannogo i ocenka snizu dlØ opisannogo xestiugol~nika dostiga¸tsØ dlØ treugol~nika. �ti ocenki igra¸t vaßnu¸ rol~, naprimer, v teorii ukladok na ploskosti.

Teorema 1. Pust~ K1, K2, . . . , Kn�2 – vypuklye kompaktnye te-

la v R^n s obweæ vnutrenneæ toqnoæ O. Togda suwestvuet takaØ prohodØwaØ qerez O ploskost~ H i takie affinno-pravil~nye xestiugol~niki S_i, gde 1 6 i 6 n−2, s centrom v toqke O, vpisannye v H ∩K_i, qto S(S_i) 6 S(K_i ∩H) 6 3/2S(S_i). Konstanta 3/2, voobwe govorØ, ne moßet byt~ umen~xena.

Dokazatel~stvo. Primenim predyduwu¸ teoremu dlØ otobra-

ßeniæ A_3 dlØ tel K_1, K_2, . . . , K_n�_2 i A_3 dlØ nekotorogo fiktivnogo tela. Po teoreme suwestvuet takaØ ploskost~ H, qto

A_3(H ∩ K_1) ∩ A_3(H ∩ K_2) ∩ . . . ∩ O

202 V. V. MAKEEV, A. S. MUHIN – ne pusto. Znaqit, ffti affinno-pravil~nye xestiugol~nki s obwim centrom v toqke O dolßnym obrazom approksimiru¸t seqeniØ ploskost~¸ H vypuklyh tel K_1, K_2, . . . , K_n�_2. Pokaßem, qto ocenku 3/2 v obwem sluqae umen~xit~ nel~zØ.

Voz~mem v kaqestve K_1 simpleks T s verxinami A_1, A_2, ..., A_{n+1}. Pust~ O takaØ vnutrennØØ toqka simpleksa T , kotoraØ delit hordu A_1B, prohodØwu¸ qerez toqku O, tak qto 2OA_1 < OB.

Telo K_i – ffto simpleks, obrazovannyæ gran~¸ simpleksa T , leßaweæ protiv verxiny A_i i takoæ toqkoæ A_i, leßaweæ vnutri T , qto horda A_iB_i simpleksa K_i, prohodØwaØ qerez toqku O, delitsØ tak, qto 2OA_i < OB_i (ris. 1).

Ris. 1.

Horoxo izvestno, qto horda vypuklogo kompakta K, prohodØwaØ qerez centr O vpisannogo v fftot kompakt affinnopravil~nogo xestiugol~nika delitsØ v toqke O v otnoxenii ne bolee 2 : 1. Pofftomu ploskosti H, dlØ kotoryh toqka O ØvlØetsØ centrom affinno-pravil~nyh xestiugol~nikov, vpisannyh v H ∩K_i dlØ i 6 n−2 ne moßet peresekat~ grani simpleksa T , leßawie protiv verxin A_1, A_2, . . . , A_n�_2. Znaqit ploskost~ H moßet peresekat~ lix~ tri grani simpleksa K_1 = T starxeæ razmernosti, sledovatel~no H ∩ K_1 est~ treugol~nik, qto i dokazyvaet toqnost~ soderßawegosØ v teoreme 2 neravenstva.

Teorema 2. Pust~ K1, . . . , Kn�3 vypuklye kompakty v R^n (n ¿ 4)

s obweæ vnutrenneæ toqkoæ O. Togda naædutsØ takie, prohodØwie qerez toqku O, dvumernye ploskosti H_1, . . . , H_n�_2, leßawie odnovremenno v nekotoroæ trehmernoæ ploskosti L, qto H_i ∩ K_i dlØ

1 6 i 6 n − 3 vpisan nekotoryæ affinnyæ obraz pravil~nogo vos~-

miugol~nika s centrom v toqke O.

Dokazatel~stvo neposredstvenno sleduet iz osnovnoæ teoremy 1, utverßda¸weæ, qto dlØ nekotoroæ trehmernoæ ploskosti L mnoßestvo_n�_3 ⋂ i=1 B_4(L ∩ K_i) ∩ O = O.

O SUWESTVOVANII OBWEGO SEQENI˚ 203

ZameqaniØ. 1. Teoremy 2 i 3 legko pereformulirovat~ dlØ

affinno-pravil~nyh xesti i vos~miugol~nikov, opisannyh vokrug sootvetstvu¸wih dvumernyh seqeniæ kompaktov K_i.

2. Teoremy 2 i 3 obobwa¸t teoremu 1 [7] avtora.

Literatura

1. E. Fadell, S. Husseini, An ideal-valued cohomological index theory with applications to Borsuk–Ulam and Bourgin–Yang theorems. — Ergodic Theory Dynamical Systems 8 (1998), 73–85.

2. R. T. Živalevič, S. T. Vrečica, An extension of the ham sandwich theorem. — Bull. London Math. Soc. 22 (1990), 183–186.

3. V. L. Dol~nikov, Transversali semeæstv mnoßestv v Rn i svØz~ meßdu

teoremami Helli i Borsuka. — Mat. sb. 184, No. 5 (1993), 111–131.

4. L. Xnirel~man, O nekotoryh geometriqeskih svoæstvah zamknutyh krivyh. — Uspehi mat. nauk 10 (1944), 39–44.

5. V. V. Makeev, Affinno-vpisannye i affinno-opisannye mnogougol~niki i

mnogogranniki. — Zap. nauqn. semin. POMI 232 (1996), 286–298.

6. V. V. Makeev, Nekotorye special~nye konfiguracii ploskosteæ, svØzan-

nye s vypuklymi kompaktami. — Zap. nauqn. semin. POMI 252 (1998),

165–174.

7. V. V. Makeev, Ob approksimacii ploskih seqeniæ vypuklogo tela. — Zap.

nauqn. semin. POMI 246 (1997), 184–190.

8. V. V. Makeev, Ob affinnyh obrazah rombododekaffdra, opisannyh vokrug

trehmernogo vypuklogo tela. — Zap. nauqn. semin. POMI 246 (1997),

191–195.

9. G. Kuperberg, Circumscribed constant width bodies with polytopes. — Math. Mag.

(v peqati).

Makeev V. V., Muhin A. S. On common sections with given properties for finite set of convex compacts.

The general theorem below is proved.

Theorem. Let O be the interior point for n − 2 convex compacts K_1, . . . , K_n�_2 in R^n. There exists such two-dimensional plane H, passing through the point O, that for i 6 n − 2 some affine image of the given centrally-summetric hexagon is inscribed in K_i ∩ H and has the center at point O. There exist such n − 3 two-dimensional planes H_1, . . . , H_n�_3, passing through the point O, and laying at the same time in threedimensional plane, that for i 6 n−3 some affine image of regular octagon us inscribed in H_i ∩ K_i and has the center at point O.

Postupilo 28 i¸nØ 1999 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet