Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 261, 1999 g.

N. ı. Necvetaev

O GOMOLOGI˚H VOZMUWENI˚ KOMPLEKSNO` PROEKTIVNO` GIPERPOVERHNOSTI

§0. Vvedenie

V dal~neæxem my pol~zuemsØ gomologiØmi i kogomologiØmi tol~ko s celymi kofffficientami. Qerez b_n(X) my oboznaqaem qislo Betti rk H_n(X).

Pust~ X ⊂ C P^{n+1} — neosobaØ giperpoverhnost~ stepeni d. Kak horoxo izvestno, ee differencial~no-topologiqeskiæ tip opredelen qislami n i d: X ∼= X_n(d). V kaqestve model~noæ moßno vzØt~ giperpoverhnost~, zadannu¸ uravneniem Ferma:

X_n(d) := { (z_0 : z_1 : · · · : z_{n+1}) ∈ C P^{n+1} | | | | | n+1∑ i=0 z^d_i = 0 } . Stroenie giperpoverhnosti X_n(d) dostatoqno podrobno izuqalos~ U. Brauderom, R. S. Kulkarni, A. S. Libgoberom, Dß. U. Vudom i drugimi (sr. [1]). Zdes~ my upomØnem lix~ nekotorye nußnye nam v dal~neæxem fakty. Iz teoremy Lefxeca o giperploskom seqenii legko sleduet, qto esli i ≠ n, to

H_iX = H_iC P^n . Napomnim, qto

H_iC P^n = { Z, esli i qetno, i 6 2n, 0, inaqe.

Pust~ y — obrazu¸waØ gruppy H^2X = Z. Pri qetnom n pust~

h ∈ H_nX — gomologiqeskiæ klass, dvoæstvennyæ klassu y^{n/2}.

Klass h primitiven (nedelim).

Nas interesuet svØz~ meßdu gomologiØmi giperpoverhnosteæ

X_n(d) i X_n(d + 1).

Pust~ X_d ⊂ C P^{n+1} — neosobaØ giperpoverhnost~, H ⊂ C P^{n+1} — transversal~naØ k neæ giperploskost~ i X_{d+1} — neosobaØ giperpoverhnost~, poluqennaØ malym vozmuweniem giperopverhno-

Rabota qastiqno podderßana grantom RFFI, 98-01-832, i grantom podderßki nauqnyh xkol, 96-15-96-075. 204

GOMOLOGII VOZMUWENI˚ 205 sti X_d ∪H. My moßem sqitat~, qto vozmuwenie proishodit v tonen~koæ trubqatoæ okrestnosti pereseqeniØ X_d ∩H, a dopolnenie podvergaetsØ lix~ maloæ izotopii. Togda “kompaktificirovannu¸ affinnu¸ qast~” X^′_d = X_d \ U (H) moßno sqitat~ leßaweæ v X_{d+1}. Vkl¸qenie opredeleno ne odnoznaqno, no proizvol v ego vybore zdes~ dlØ nas ne vaßen.

0.1. Teorema. Pust~ Xd ⊂ C P^{n+1} – neosobaØ giperpoverhnost~,

H ⊂ C P^{n+1} – giperploskost~, X_{d+1} – vozmuwenie giperpoverhnosti X_d ∪ H.

“Vkl¸qenie” X^′_d = X_d \U (H)X_{d+1} induciruet v gomologiØh vkl¸- qenie na prØmoe slagaemoe, priqem v sluqae qetnogo n ffto slagaemoe vmeste s algebraiqeskim klassom kratnogo giperploskogo seqeniØ h_{d+1} takße poroßdaet prØmoe slagaemoe. Drugimi slovami:

(1) algebraiqeskiæ klass h_{d+1} ∈ H_nX_{d+1} nedelim, (2) gomomorfizm vkl¸qeniØ H_nX^′_d → H_nX_{d+1} — monomorfizm na primitivnu¸ podrexetku i

(3) ⟨h_{d+1}⟩⊕H_nX^′_d ⊂ H_nX_{d+1} — toße primitivnaØ podrexetka.

Otmetim, qto p. (1) prinadleßit Libgoberu i Vudu i priveden zdes~ tol~ko dlØ Øsnosti formulirovki.

�ta teorema anonsirovana v [3] (sm. tam teoremu 2.1), gde ona ispol~zovalas~ v dokazatel~stve topologiqeskoæ standartnosti nekotoryh giperpoverhnosteæ s kvadratiqnymi osobennostØmi. Dokazatel~stvo v [3] ne privodilos~ iz-za ego gromozdkosti. Zdes~ my opisyvaem plan dokazatel~stva, opuskaØ dokazatel~- stva vspomogatel~nyh utverßdeniæ. Podrobnoe dokazatel~stvo budet opublikovano otdel~no.

§1. Dokazatel~stvo p. (2) teoremy 0.1

Kak legko videt~, spravedlivost~ utverßdeniØ teoremy ne zavisit ot konkretnogo vybora X_d, H i X_{d+1}, i sledovatel~no my moßem vzØt~, naprimer, X_d = X_n(d) i H = {z_0 = 0} i rassmotret~ kakoe-nibud~ konkretnoe vozmuwenie, kotoroe moßno uspexno smodelirovat~ na topologiqeskom urovne.

Moßno sqitat~, qto vozmuwenie proishodit vblizi pereseqeniØ X_d ∩ H. Vvedem oboznaqeniØ (qerez U oboznaqaetsØ trubqataØ okrestnost~):

206 N. ı. NECVETAEV

• X^′_d ∼= X_d \ U (H) – (kompaktnaØ) affinnaØ qast~ giperpoverh-

nosti X_d,

• Y_d = X_d ∩ H, • H^′ ∼= H \ U (Y_d) – dopolnenie v H = C P^n okrestnosti giper-

ploskogo seqeniØ X_d,

• Y_{d+1} ⊂ H – giperpoverhnost~, transversal~naØ Y_d, • W = (H \ Y_d) ∪ Y_{d+1}.

Nam potrebuetsØ sledu¸wiæ rezul~tat.

1.1. Utverßdenie. Para (N, W ) n-svØzna.

�to sledstvie sformulirovannogo niße bolee obwego utverßdeniØ.

1.2. Teorema. Pust~ X, Y ⊂ C P^n – dve giperpoverhnosti (s pro-

izvol~nymi osobennostØmi). Togda para (C P^n , (C P^n \ X) ∪ Y ) nsvØzna.

Pereædem neposredstvenno k dokazatel~stvu p. (2). Kak moßno pokazat~, vozmuwennaØ giperpoverhnost~ X_{d+1} sostoit iz treh qasteæ, sootvetstvenno diffeomorfnyh X^′_d, H^′ i rassloeni¸ so sloem D^2 × D^2 nad polnym pereseqeniem Y_d ∩ Y_{d+1} mul~tistepeni

(d, d + 1) v H = C P^n .

Takim obrazom,

X_{d+1} \ X^′_d ∼=_{diff.} H^′ ∪ (X_{d+1} ∩ U (Y_{d+1})) ≃_{g.ff.} W.

Rassmotrim vkl¸qenie X^′_d → X_{d+1}. Qtoby pokazat~, qto v n-mernyh gomologiØh ono induciruet vloßenie na prØmoe slagaemoe, nußno dokazat~ sledu¸wie dva utverßdeniØ.

1.3. Utverßdenie. Gruppa H^nW = Hn(Xd+1, X^′_d) svobodna, t.e.

Tors H_{n−1}W = 0.

1.4. Utverßdenie. Gomomorfizm

H^{n−1}X_{d+1} → H^{n−1}W = H_{n+1}(X_{d+1}, X^′_d)

ØvlØetsØ ffpimorfizmom.

Oba ffti utverßdeniØ sledu¸t iz n-svØznosti pary (C P^n , W ) (sm. utverßdenie 1.1).

GOMOLOGII VOZMUWENI˚ 207

§2. Algebraiqeskie lemmy Kak obyqno, rexetkoæ budem nazyvat~ svobodnu¸ abelevu gruppu L, na kotoroæ opredelena celoqislennaØ simmetriqnaØ bilineænaØ forma. Opredelitel~ matricy fftoæ formy v kakomnibud~ (a znaqit, i v l¸bom) bazise nazyvaetsØ diskriminantom rexetki L.

Rexetka nazyvaetsØ unimodulØrnoæ, ili neosoboæ, esli ee diskriminant raven ±1. Rexetka nazyvaetsØ nevyroßdennoæ, esli ee diskriminant ne raven nul¸. (Takim obrazom, nevyroßdennaØ rexetka moßet byt~ osoboæ.)

Esli rexetka L vyroßdena, to pod ee “diskriminantom” i “diskriminantnoæ gruppoæ” budem ponimat~ diskriminant i diskriminantnu¸ gruppu ee nevyroßdennoæ qasti L/ Rad(L).

2.1. Lemma. Pust~ L — rexetka, a L1, L2 — dve ee primitivnye

nevyroßdennye podrexetki. Esli oni ortogonal~ny i ih diskriminanty vzaimno prosty, to L_1 ⊕L_2 ⊂ L — takße primitivnaØ podrexetka.

2.2. Lemma. Pust~ L — nevyroßdennaØ (vozmoßno, osobaØ) re-

xetka, i pust~ L_1, L_2 ⊂ L — dve ee primitivnye podrexetki c L_1 ∩ L_2 = {0}, priqem L_1, vozmoßno, vyroßdenna, a L_2 — net.

Pust~ rexetki L_1 i L_2 vzaimno-ortogonal~ny, a ih diskriminanty d_1 i d_2 vzaimno prosty.

Krome togo, potrebuem, qtoby obraz rexetki L_2 v faktore ortogonal~nogo dopolneniØ po radikalu L_2 ⊂ (L_1)^⊥/ Rad byl by nedelim. (V sluqae, kogda rexetka L_1 nevyroßdenna, ffto uslovie pusto.)

Togda ih summa L_1 ⊕ L_2 ⊂ L — toße primitivnaØ podrexetka.

2.3. Sledstvie. Pust~ L — unimodulØrnaØ rexetka, L1 ⊂ L —

primitivnaØ vyroßdennaØ podrexetka, d = |D(L_1/ Rad)| — diskriminant ee nevyroßdennoæ qasti, h ∈ (L_1)^⊥ — (nedelimyæ) fflement s h^2 = d + 1. Esli obraz fflementa h v faktore ortogonal~nogo dopolneniØ po radikalu h ∈ (L_1)^⊥/ Rad nedelim, to ⟨h⟩ ⊕ L_1 ⊂ L —primitivnaØ podrexetka.

§3. Dokazatel~stvo p. (3) teoremy 0.1 ObratimsØ k modeli, uße ispol~zovavxeæsØ v §1. Pust~

• X_{d+1} = X^′_d ∪ ^H — giperpoverhnost~ stepeni d + 1,

208 N. ı. NECVETAEV

• Y_{d+1} ⊂ ^H — “giperkrivaØ” stepeni d + 1 (nastoØwee perese-

qenie giperploskosti H i giperpoverhnosti X_{d+1}),

• ~H — rezul~tat razdutiØ H vdol~ Y_d ∩ Y_{d+1}, • ~Y_d, ~Y_{d+1} ⊂ ~H sobstvennye proobrazy Y_d i Y_{d+1} pri razdutii ~H → H: ~H = U ( ~Y_d) ∪ ^H Togda kratnye giperploskie seqeniØ Z_d i Z_{d+1} giperpoverhnosteæ ~Y_d i ~Y_{d+1} realizu¸t v ~H klassy ~h_d, ~h_{d+1},

(~h_{d+1})^2 = d + 1; (~h_d)^2 = −d, ~h_d · ~h_{d+1} = 0.

Kak sleduet iz rezul~tatov raboty [2], H_n(X_{d+1}) “skleivaetsØ” iz nevyroßdennyh qasteæ rexetok X^′_d i ^H pl¸s giperboliqeskaØ rexetka:

H_n(X_{d+1}) ∼= ( H_n( ^H)/ Rad ~⊕H_n(X^′_d)/ Rad ) ⊕ (_{0 E} E 0 ) , priqem

H_n( ^H)/ Rad → (H_nX^′_d)^⊥/ Rad (∗)

— vloßenie na primitivnu¸ podrexetku. (Skleivanie proishodit vdol~ Z_d (u H_nX^′_d nevyroßdennaØ qast~ imeet diskriminantnu¸ gruppu Z_d).)

Imeem kommutativnu¸ diagrammu

H_n( ^H) → H_n( ^H)/ Rad ∼= (~h_d)^⊥ ⊂ H_n( ~H) ∪p ∪p ∪p ^h_{d+1} → ^h_{d+1} → ~h_{d+1} (∗∗) Sledu¸waØ lemma dokazyvaetsØ “geometriqeski”.

Lemma. �lement^~hd+1 ∈ Hn(^~H) nedelim.

Sledovatel~no,

^h_{d+1} ∈ H_n( ^H)/ Rad nedelim (∗∗∗) i h_{d+1} ∈ (H_nX^′_d)^⊥/ Rad nedelim. (∗∗∗∗)

Ots¸da vytekaet trebuemoe v silu vyxedokazannoæ lemmy 2.2 (toqnee, ee sledstviØ 2.3, gde nußno poloßit~ L = H_n(X_{d+1}),

L_1 = H_nX^′_d, h = h_{d+1}).

GOMOLOGII VOZMUWENI˚ 209

Literatura

1. A. Dimca, Topology of complex hypersurfaces with isolated singularities. 1991.

2. O. A. Ivanov, N. ı. Necvetaev, O forme pereseqeniæ rezul~tata skle-

ivaniØ mnogoobraziæ s vyroßdennymi formami pereseqeniæ. — Zapiski

nauq. semin. POMI 231 (1995), 169–179.

3. N. ı. Necvetaev, O topologiqeskom stroenii kompleksnyh giperpoverh-

nosteæ s kvadratiqnymi osobennostØmi. — Zapiski nauq. semin. PO-

MI 231 (1995), 210–221.

Netsvetaev N. Yu. On the homology of a perturbation of a complex projective hypersurfaces.

A nonsingular hypersurface X in C P^{n+1} with n ¿ 3 are studied. We state a theorem saying that the homology coming from the affine part of a hypersurface of smaller degree forms a durect summand in the homology of X, which is independent over integers with the class of the multiple hyperplane section. The proof is outlined.

Postupilo 20 maØ 1999 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet