Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 261, 1999 g.

S. S. Podkorytov

AL^TERNATIVNOE DOKAZATEL^STVO SLABO` FORMY TEOREMY SERRA

V nastoØweæ rabote my izlagaem dokazatel~stvo slaboæ formy teoremy Serra o koneqnosti stabil~nyh gomotopiqeskih grupp sfer (sledstvie VI), ne ispol~zu¸wee prostranstv petel~ i spektral~nyh posledovatel~nosteæ.

Soglaxenie. SingulØrnye simpleksy budem vsegda predpola-

gat~ kusoqno-lineænymi. Sootvetstvu¸wim obrazom budem ponimat~ cepi, gomologii i t. d.

§0. Osnovnye ob¨ekty i terminy

Fiksiruem kompaktnye poliffdry X i Y . Pust~ A – mnoßestvo kusoqno-lineænyh otobraßeniæ a : X → Y . Esli Q – abeleva gruppa, to vsØkoe otobraßenie f : A → Q budem nazyvat~ funkcionalom. My nazyvaem funkcional f gomotopiqeski invariantnym, esli f(a) zavisit tol~ko ot gomotopiqeskogo klassa otobraßeniØ a.

Podqinennye funkcionaly. Pust~ Q i Q^′ – dve abelevy grup-

py i f : A → Q i f^′ : A → Q^′ – dva funkcionala. Pust~ R ⊂ Q – podgruppa, poroßdœnnaØ fflementami f(a), a ∈ A. Budem govorit~, qto funkcional f^′ podqinen funkcionalu f, esli naædetsØ takoæ gomomorfizm t : R → Q^′, qto f^′(a) = t(f(a)), a ∈ A.

[Oqevidno, qto otnoxenie podqinennosti tranzitivno.] Imeet mesto sledu¸wee nesloßnoe utverßdenie.

I. Predloßenie. Funkcional f podqinœn funkcionalu f^′ togda i

tol~ko togda, kogda dlØ l¸bogo n ∈ N i l¸byh v_k ∈ Zi a_k ∈ A,

1 6 k 6 n, imeet mesto implikaciØ n∑ k=1 v_kf(a_k) = 0 =⇒ n∑ k=1 v_kf^′(a_k) = 0. •

Rabota vypolnena pri qastiqnoæ finansovoæ podderßke RFFI (granty 98-01-832 i 96-15-96-075). 210

AL^TERNATIVNOE DOKAZATEL^STVO 211

§1. Funkcional i : A → F

Pust~ F — gruppa Z-znaqnyh funkciæ na mnoßestve X × Y . Vvedem funkcional i : A → F, i(a)(x, y) = { 1, esli a(x) = y, 0 inaqe, x ∈ X, y ∈ Y. [Inaqe govorØ, i(a) – harakteristiqeskaØ funkciØ grafika otobraßeniØ a : X → Y . Otmetim, qto v dal~neæxem kl¸qevu¸ rol~ igra¸t funkcionaly, podqinennye funkcionalu i.]

§2. Funkcional g : A → Hd(E, E0) OboznaqeniØ. Budem sqitat~, qto poliffdr X leßit v pro-

stranstve R^d. Pust~ B ⊂ R^d – kompaktnyæ poliffdr takoæ, qto

int B ⊃ X, i pust~ r : B → X – kakaØ-nibud~ kusoqno-lineænaØ re-

trakciØ. Pust~ E = B×Y , p : E → B – proekciØ. Pust~ S – mnoßestvo kusoqno-lineænyh seqeniæ rassloeniØ (E, B, p), t.e. otobraßeniæ s : B → E s p ∘ s = id_B . [Zametim, qto obrazy otobraßeniæ iz S – ffto grafiki otobraßeniæ B → Y .] Vvedem otobraßeniØ A → S, ϕ → ϕ^s := id_B ×(ϕ ∘ r) i S → A, s → s^a := pr_Y ∘ (s|_X ), gde pr_Y : E → Y – proekciØ. Pust~

B_0 = B \ X, E_0 = p^{−1}(B_0) = B_0 × Y.

Pust~ o ∈ H_d(B, B_0) – fundamental~nyæ klass, sootvetstvu¸wiæ kanoniqeskoæ orientacii prostranstva R^d. Vvedem funkcional g : A → H_d(E, E_0), ϕ → ϕ^s_∗(o). Zameqanie. Moßno pokazat~, qto gruppa Hd(E, E0) kanoniqeski

izomorfna gruppe gomotopiqeskih klassov morfizmov kompleksa cepeæ poliffdra X v kompleks cepeæ poliffdra Y , priqœm dlØ l¸bogo ϕ ∈ A fflementu g(ϕ) sootvetstvuet klass morfizma, inducirovannogo otobraßeniem ϕ.

212 S. S. PODKORYTOV

II. Teorema. (a) Funkcional g : A → Hd(E, E0) podqinen funkcio-

nalu i : A → F .

(b) VsØkiæ gomotopiqeski invariantnyæ funkcional f : A → Q, podqinennyæ funkcionalu i, podqinœn funkcionalu g.

[Inaqe govorØ, funkcional g – universal~nyæ gomotopiqeski invariantnyæ funkcional, podqinennyæ funkcionalu i. Otmetim, qto dlØ dokazatel~stva sledstviØ VI nam nußen tol~ko p. (b) teoremy II.]

DlØ dokazatel~stva p. (a) nam potrebuetsØ sledu¸wee nesloßnoe utverßdenie.

2.1. Utverßdenie. Pust~ dlØ nekotorogo n ∈ N i nekotoryh vk ∈ Z

i a_k ∈ A, 1 6 k 6 n, imeem n∑ k=1 v_ki(a_k) = 0.

Togda suwestvuet takoæ cikl c ∈ C_d(B, B_0), predstavlØ¸wiæ klass o, qto v gruppe C_d(E, E_0) imeem n∑ k=1 v_ka^s_{k ∗}(c) = 0.

Dokazatel~stvo. Vyberem triangulØcii poliffdrov B i E, ot-

nositel~no kotoryh seqeniØ a^s_1, . . . , a^s_n simplicial~ny. Togda dostatoqno vybrat~ cikl c tak, qtoby obraz kaßdogo ego singulØrnogo simpleksa soderßalsØ v nekotorom simplekse vybrannoæ triangulØcii. •

Dokazatel~stvo p. (a) teoremy II. Pust~ dlØ nekotorogo n ∈ N

i nekotoryh v_k ∈ Zi a_k ∈ A, 1 6 k 6 n, imeem n∑ k=1 v_ki(a_k) = 0.

Soglasno predloßeni¸ I dostatoqno pokazat~, qto togda n∑ k=1 v_kg(a_k) = 0,

a ffto, v svo¸ oqered~, sleduet iz utverßdeniØ 2.1. •

AL^TERNATIVNOE DOKAZATEL^STVO 213 DlØ dokazatel~stva p. (b) teoremy II nam potrebu¸tsØ nißesledu¸wee utverßdenie 2.2 i predloßeniØ 2.3 i 2.4.

2.2. Utverßdenie. Pust~ dlØ nekotorogo N∈ N i nekotoryh vk∈

Z, sk ∈ S i ciklov ck ∈ Cd(B, B0), predstavlØ¸wih klass o, 1 6 k 6

N , v gruppe C_d(E, E_0) imeem N∑ k=1 v_ks_{k ∗}(c_k) = 0.

Togda_N ∑ k=1 v_ki(s^a_k ) = 0.

Dokazatel~stvo. Pust~ x ∈ X, y ∈ Y . Poloßim j(s) = { 1, esli s(x) = (x, y), 0 inaqe, s ∈ S. Nußno pokazat~, qto N∑ k=1 v_kj(s_k) = 0.

Vyberem kocikl t ∈ C^d(B, B \x), predstavlØ¸wiæ fundamental~- nyæ kogomologiqeskiæ klass, sootvetstvu¸wiæ kanoniqeskoæ orientacii prostranstva R^d. Opredelim kocep~ u ∈ C^d(E, E_0), dlØ kaßdogo singulØrnogo simpleksa Z : Δ^d → E polagaØ u(Z) = { t(p ∘ Z), esli Z(Δ^d) ∋ (x, y),

0 inaqe.

Legko proverit~, qto togda dlØ l¸bogo s ∈ S i dlØ l¸bogo cikla

c ∈ C_d(B, B_0), predstavlØ¸wego klass o, imeem ⟨u, s_∗(c)⟩ = j(s). V

silu fftogo iz predpoloßeniØ sleduet nußnoe sootnoxenie. •

Pravil~nye singulØrnye simpleksy i cepi. Budem ispol~-

zovat~ slovo “pravil~nyæ” v osobom smysle.

Pust~ 0 6 k 6 d + 1. SingulØrnyæ simpleks z : Δ^k → B budem nazyvat~ pravil~nym, esli otobraßenie z lineæno po otnoxeni¸ k prostranstvu R^d i, dlØ k 6 d, in¨ektivno ili, dlØ

k = d + 1, in¨ektivno na kaßdoæ d-mernoæ grani simpleksa Δ^k.

214 S. S. PODKORYTOV SingulØrnyæ simpleks Z : Δ^k → E budem nazyvat~ pravil~nym, esli singulØrnyæ simpleks p∘Z pravilen. Cep~ – fflement gruppy C_k(B, B_0) ili C_k(E, E_0) – budem nazyvat~ pravil~noæ, esli vse eœ singulØrnye simpleksy pravil~ny.

2.3. Predloßenie. Pust~ K ∈ Cd+1(E, E0). Predpoloßim, qto

cep~ ∂K pravil~na. Togda dlØ nekotorogo l ¿ 0 suwestvuet pravil~naØ cep~ L ∈ C_{d+1}(E, E_0) s ∂L = β^l(∂K).

Dokazatel~stvo. DlØ 0 6 k 6 d + 1 pust~ ck ∈ Δ^k – centr sim-

pleksa, T_k – mnoßestvo simplicial~nyh vloßeniæ t : Δ^k → Δ^{d+1}, sohranØ¸wih porØdok verxin.

Vyberem bol~xoe l. DlØ nekotorogo m ¿ 0 i nekotoryh u_j ∈ Z i singulØrnyh simpleksov Z_j : Δ^{d+1} → E, 1 6 j 6 m, v gruppe

C_{d+1}(E, E_0) imeem

β^{l−1}(K) = m∑ j=1 u_j [Z_j].

Budem sqitat~, qto vypuklaØ oboloqka obraza kaßdogo singulØrnogo simpleksa z_j = p ∘ Z_j , 1 6 j 6 m, soderßitsØ v mnoßestve int B.

S kaßdym singulØrnym simpleksom Z : Δ^k → E, 0 6 k 6 d + 1, kotoryæ vstreqaetsØ sredi singulØrnyh simpleksov Z_j ∘t, t ∈ T_k,

1 6 j 6 m, sopostavim toqku bk(Z) ∈ B: esli singulØrnyæ sim-

pleks Z pravilen, to poloßim b_k(Z) = p(Z(c_k)), inaqe vyberem toqku b_k(Z) vblizi toqki p(Z(c_k)).

Opredelim singulØrnye simpleksy z^′_j : Δ^{d+1} → B, 1 6 j 6 m, polagaØ

z^′_j (t(c_k)) = b_k(Z_j ∘ t), t ∈ T_k, 0 6 k 6 d + 1,

i trebuØ, qtoby otobraßeniØ z^′_j byli lineænymi na simpleksah baricentriqeskogo podrazdeleniØ simpleksa Δ^{d+1}.

Opredelim singulØrnye simpleksy Z^′_j : Δ^{d+1} → E, 1 6 j 6 m, usloviØmi p ∘ Z^′_j = z^′_j , q ∘ Z^′_j = q ∘ Z_j , gde q : E → Y – proekciØ. Poloßim L = m∑ j=1 u_jβ([Z^′_j ]).

Legko ubedit~sØ, qto togda vypolnØetsØ trebuemoe sootnoxenie i qto pri obwem vybore toqek b_k(Z) cep~ L budet pravil~- noæ. •

AL^TERNATIVNOE DOKAZATEL^STVO 215

2.4. Predloßenie. Pust~ Z : Δ^{d+1} → E – pravil~nyæ singulØr-

nyæ simpleks. Togda suwestvu¸t para gomotopnyh seqeniæ s, s^′ ∈ S i para ciklov c, c^′ ∈ C_d(B, B_0), predstavlØ¸wih klass o, takie, qto v gruppe C_d(E, E_0) imeem

∂[Z] = s^′_∗(c^′) − s_∗(c).

Dokazatel~stvo. Pust~ z = p ∘ Z. Budem nazyvat~ verhnimi te

d-mernye grani simpleksa Δ^{d+1}, na kotoryh orientaciØ, inducirovannaØ kanoniqeskoæ orientacieæ prostranstva R^d posredstvom otobraßeniØ z, sovpadaet s orientacieæ, inducirovannoæ kanoniqeskoæ orientacieæ simpleksa Δ^{d+1}; ostal~nye d-mernye grani budem nazyvat~ nißnimi.

Rassmotrim vypuklyæ mnogogrannik D = z(Δ^{d+1}). Suwestvu- ¸t takie kusoqno-lineænye otobraßeniØ h, h^′ : D → Δ^{d+1}, sovpada¸wie na granice mnogogrannika D, qto z ∘ h = z ∘ h^′ = id_B |_D i

h(D) est~ ob¨edinenie nißnih graneæ simpleksa Δ^{d+1}, a h^′(D) –

verhnih. Postroim seqeniØ s, s^′, polagaØ s|_D = Z ∘ h, s^′|_D = Z ∘ h^′ i prodolßaØ tak, qtoby oni sovpadali vne vnutrennosti mnogogrannika D.

Opredelim cepi k, k^′ ∈ C_d(B, B_0): pust~ k est~ algebraiqeskaØ summa teh graneæ singulØrnogo simpleksa z, kotorye sootvetstvu¸t nißnim granØm simpleksa Δ^{d+1}, k^′ – teh, kotorye sootvetstvu¸t verhnim, priqœm ∂[z] = k^′ − k. Togda ∂k – kak by fundamental~nyæ cikl granicy mnogogrannika D. Vyberem taku¸ cep~ k_0 ∈ C_d(B, B_0), qto ona ne zadevaet vnutrennost~ mnogogrannika D, ∂k_0 = ∂k i cikl k − k_0 predstavlØet klass o.

Poloßim c = k − k_0, c^′ = k^′ − k_0. Legko proverit~, qto togda vypolnØetsØ trebuemoe sootnoxenie. •

Dokazatel~stvo p. (b) teoremy II. Pust~ dlØ nekotorogo n ¿ 0

i nekotoryh v_k ∈ Zi a_k ∈ A, 1 6 k 6 n, vypolnØetsØ n∑ k=1 v_kg(a_k) = 0.

Soglasno predloßeni¸ I dostatoqno pokazat~, qto togda n∑ k=1 v_kf(a_k) = 0.

216 S. S. PODKORYTOV Vyberem pravil~nyæ cikl c_0 ∈ C_d(B, B_0), predstavlØ¸wiæ klass o. Iz predpoloßeniØ sleduet, qto suwestvuet takaØ cep~ K ∈

C_{d+1}(E, E_0), qto_n ∑ k=1 v_ka^s_{k ∗}(c_0) = ∂K.

V silu predloßeniæ 2.3 i 2.4 dlØ nekotoryh l ¿ 0 i m ¿ 0 suwestvu¸t takie u_j ∈ Z, pary gomotopnyh seqeniæ s_j , s^′_j ∈ S i pary ciklov c_j , c^′_j ∈ C_d(B, B_0), predstavlØ¸wih klass o, 1 6 j 6 m, qto_n ∑ k=1 v_ka^s_{k ∗}(β^l(c_0)) = m∑ j=1 u_j(s^′_{j ∗}(c^′_j ) − s_{j ∗}(c_j )).

Togda soglasno utverßdeni¸ 2.2 n∑ k=1 v_ki(a_k) = m∑ j=1 u_j(i(s^{′ a}_j ) − i(s^a_j )).

Tak kak funkcional f podqinœn funkcionalu i : A → F i gomotopiqeski invarianten, ots¸da sleduet nußnoe sootnoxenie. •

§3. Funkcional h

Vvedem funkcional h : A → Hom (H_∗(X), H_∗(Y )), ϕ → ϕ_∗. Iz teoremy II vytekaet sledu¸wee utverßdenie.

III. Sledstvie. (a) Funkcional h podqinen funkcionalu i : A → F .

(b) Pust~ f : A → Q – gomotopiqeski invariantnyæ funkcional, podqinennyæ funkcionalu i, priqœm Tors Q = 0. Togda funkcional f podqinœn funkcionalu h.

[Takim obrazom, funkcional h tak ße, kak i funkcional g, obladaet svoæstvom universal~nosti, no tol~ko dlØ podqinennyh funkcionalu i gomotopiqeski invariantnyh funkcionalov so znaqeniØmi v abelevyh gruppah bez kruqeniØ.]

Dokazatel~stvo. (a) V silu p. (a) teoremy II dostatoqno poka-

zat~, qto funkcional h podqinœn funkcionalu g : A → H_d(E, E_0). Rassmotrim gomomorfizmy

p^∗ : H^∗(B, B_0) → H^∗(E, E_0), q_∗ : H_∗(E \ E_0) → H_∗(Y ),

AL^TERNATIVNOE DOKAZATEL^STVO 217 inducirovannye proekciØmi. Imeem

a_∗(u ∩ o) = q_∗(p^∗(u) ∩ a^s_∗(o)), u ∈ H^∗(B, B_0).

V silu dvoæstvennosti Lefxeca ots¸da sleduet to, qto nußno.

(b) �to legko vyvesti iz p. (b) teoremy II s pomow~¸ formuly K¸nneta i sootnoxeniØ ⟨u × v, a^s_∗(o)⟩ = (−1)^{mn}⟨v, a_∗(u ∩ o)⟩, u ∈ H^m(B, B_0), v ∈ H^n(Y ), ispol~zuØ to, qto gruppy H_∗(B, B_0) i H_∗(Y ) koneqno poroßdeny. •

[DlØ dokazatel~stva sledstviØ VI nam potrebuetsØ tol~ko p. (b) sledstviØ III.]

§4. Funktor P i funkcional q : A → Hom (P (Y ), P (X))/ Tors

Fiksiruem kontravariantnyæ funktor P iz kategorii kompaktnyh poliffdral~nyh par i kusoqno-lineænyh otobraßeniæ v kategori¸ abelevyh grupp. Poloßim P (W ) := P (W, ?). V dal~- neæxem my predpolagaem, qto funktor P udovletvorØet sledu- ¸wim usloviØm:

dlØ l¸bogo triangulirovannogo kompaktnogo poliffdra W pri kaßdom k ¿ 0

(1) dlØ posledovatel~nosti gomomorfizmov

P (W^{(k)}, W^{(k−1)})^{n�k}−→ P (W^{(k)})^{m�k}−→ P (W^{(k−1)}),

inducirovannyh vkl¸qeniØmi, imeem

ker m^∗_k ⊂ im n^∗_k;

(2) rassmatrivaØ vse k-mernye simpleksy Δ ⊂ W , dlØ gomomorfizmov

P (W^{(k)}, W^{(k−1)})^{j�}−→ P (Δ, ∂Δ),

inducirovannyh vkl¸qeniØmi j : (Δ, ∂Δ) → (W^{(k)}, W^{(k−1)}), imeem ⋂ j ker j^∗ = 0.

218 S. S. PODKORYTOV Zametim, qto iz usloviØ (2) sleduet, qto P (?) = 0.

Vvedem funkcional

q : A → Hom (P (Y ), P (X))/ Tors, q(a) = a^∗ mod Tors .

IV. Teorema. Funkcional q podqinœn funkcionalu i : A → F .

Vse, qto nam nußno dlØ dokazatel~stva sledstviØ VI, ffto sledu¸wee utverßdenie.

V. Sledstvie. Esli funkcional q gomotopiqeski invarianten,

to on podqinœn funkcionalu h : A → Hom (H_∗(X), H_∗(Y )).

Dokazatel~stvo. �to oqevidno sleduet iz teoremy IV i p. (b)

sledstviØ III. •

DlØ dokazatel~stva teoremy IV nam potrebuetsØ sledu¸waØ lemma.

4.1. Lemma. Pust~ W – kompaktnyæ poliffdr, na kotorom kusoq-

no-lineæno deæstvuet koneqnaØ gruppa G. Pust~ c : G → Z^∗ = {0, 1} – gomomorfizm. Pust~, krome togo, dlØ l¸boæ toqki w ∈ W suwestvuet fflement g ∈ G takoæ, qto c(g) = −1 i g(w) = w. Togda pri nekotorom M ∈ N imeem M x = 0 dlØ l¸bogo fflementa x ∈ P (W ) takogo, qto g^∗(x) = c(g)x pri vseh g ∈ G,

Dokazatel~stvo. Vyberem triangulØci¸ poliffdra W , otnosi-

tel~no kotoroæ gruppa G deæstvuet simplicial~no. Vvedœm oboznaqeniØ dlØ gomomorfizmov, inducirovannyh vkl¸qeniØmi:

P (W^{(k)}, W^{(k−1)})^{n�k}−→ P (W^{(k)})^{m�k}−→ P (W^{(k−1)}).

Pokaßem po indukcii, qto dlØ kaßdogo k ¿ −1 suwestvuet takoe M_k ∈ N, qto M_kx = 0 dlØ l¸bogo fflementa x ∈ P (W^{(k)}) takogo, qto g^∗(x) = c(g)x pri vseh g ∈ G.

Baza indukcii k = −1 trivial~na; poloßim M_{−1} = 1. Pokaßem, qto dlØ k ¿ 0 moßno poloßit~ M_k = 2|G|M_{k−1}.

Pust~ x ∈ P (W^{(k)}) – takoæ fflement, qto g^∗(x) = c(g)x, g ∈ G. Iz predpoloßeniØ indukcii sleduet, qto M_{k−1}m^∗_k(x) = 0. Soglasno uslovi¸ (1) suwestvuet takoæ fflement y ∈ P (W^{(k)}, W^{(k−1)}), qto

n^∗_k(y) = M_{k−1}x. Rassmotrim fflement

y^g = ∑ g∈G c(g)g^∗(y).

AL^TERNATIVNOE DOKAZATEL^STVO 219 Legko proverit~, qto g^∗(y^g) = c(g)y^g, g ∈ G. Imeem

n^∗_k(y^g) = M_{k−1} ∑ g∈G c(g)g^∗(x) = |G|M_{k−1}x. Dostatoqno pokazat~, qto 2y^g = 0. Pust~ Δ ⊂ W – proizvol~nyæ k-mernyæ simpleks vybrannoæ triangulØcii,

P (W^{(k)}, W^{(k−1)})^{j�}−→ P (Δ, ∂Δ)

– gomomorfizm, inducirovannyæ vkl¸qeniem. V silu usloviØ (2) dostatoqno pokazat~, qto 2j^∗(y^g) = 0. Legko videt~, qto iz predpoloßeniØ lemmy sleduet, qto suwestvuet takoæ fflement

g ∈ G, qto c(g) = −1 i on deæstvuet nepodvißno na simplekse Δ.

Imeem

j^∗(y^g) = g^∗(j^∗(y^g)) = j^∗(g^∗(y^g)) = −j^∗(y^g).

Tak kak pri bol~xih k imeem W^{(k)} = W , to iz dokazannogo sleduet utverßdenie lemmy. •

Dokazatel~stvo teoremy IV. Pust~ dlØ nekotorogo n ¿ 0 i

nekotoryh v_k ∈ Zi a_k ∈ A, 1 6 k 6 n, imeem n∑ k=1 v_ki(a_k) = 0.

Soglasno predloßeni¸ I dostatoqno pokazat~, qto togda n∑ k=1 v_kq(a_k) = 0.

Budem sqitat~, qto X ≠ ?, – inaqe neinteresno. Legko videt~, qto togda_n ∑ k=1 v_k = 0.

Ne umalØØ obwnosti, budem sqitat~, qto v_k = ±1, 1 6 k 6 n.

Pust~ W ⊂ Y^n – kompaktnyæ podpoliffdr, obrazovannyæ takimi naborami (y_1, . . . , y_n) ∈ Y^n, qto dlØ l¸boæ toqki y ∈ Y summa qisel v_k po tem k, dlØ kotoryh y_k = y, ravna nul¸: ∑ k: yk=y vk ≡ 0.

220 S. S. PODKORYTOV

Pust~ G – gruppa, sostoØwaØ iz vseh perestanovok g : {1, . . ., n}

→ {1, . . ., n}, dlØ kotoryh suwestvuet takoe c(g) = ±1, qto v_{g(k)} = c(g)v_k, 1 6 k 6 n. Togda opredelœn gomomorfizm c : G → Z^∗.

Gruppa G deæstvuet na poliffdre W perestanovkami koordinat. Legko videt~, qto dlØ l¸boæ toqki w ∈ W suwestvuet takoæ fflement g ∈ G, qto c(g) = −1 i g(w) = w.

Pust~ p_k : W → Y , 1 6 k 6 n, – sußeniØ proekciæ. Opredelim gomomorfizm s : P (Y ) → P (W ) formuloæ s = n∑ k=1 v_kp^∗_k. Legko proverit~, qto togda g^∗ ∘ s = c(g)s, g ∈ G. V silu lemmy 4.1 suwestvuet takoe M ∈ Z, M ≠ 0, qto M s = 0.

Iz predpoloßeniØ sleduet, qto moßno opredelit~ otobraßenie u : X → W formuloæ u(x) = (a_1(x), . . . , a_n(x)), x ∈ X. Togda

a_k = p_k ∘ u, 1 6 k 6 n. Pofftomu M n∑ k=1 v_ka^∗_k = 0,

qto i nußno. •

§5. Stabil~nye gomotopiqeskie gruppy sfer

Napomnim, opuskaØ poØsneniØ, opredeleniØ stabil~nyh kogomotopiqeskih grupp, privedœnnyh i neprivedœnnyh:

~π^n_s (V ) = colim_{k→+∞}[S^k(V ), S^{n+k}],

π^n_s (W, W^′) = ~π^n_s (W/W^′),

π^n_s (W ) = π^n_s (W, ?) = ~π^n_s (W_+).

Otmetim, qto pri l¸bom n funktor π^n_s udovletvorØet uslovi- Øm (1) i (2) iz §4, nalagaemym na funktor P .

VI. Sledstvie (Serr). Pust~ n ≠ 0. Togda ~π^n_s (S^0) = Tors.

Dokazatel~stvo. Pust~ k ¿ 0, −n. Rassmotrim sohranØ¸wie ot-

meqennye toqki kusoqno-lineænye otobraßeniØ

a_0, a : S^k → S^{n+k} ,

AL^TERNATIVNOE DOKAZATEL^STVO 221

a_0 – postoØnnoe, a – proizvol~noe. Tak kak n ≠ 0, to dlØ induci-

rovannyh gomomorfizmov

a_{0 ∗}, a_∗ : H_∗(S^k) → H_∗(S^{n+k})

imeem a_{0 ∗} = a_∗. Pofftomu soglasno sledstvi¸ V dlØ inducirovannyh gomomorfizmov

a^∗_0, a^∗ : π^{n+k}_s (S^{n+k}) → π^{n+k}_s (S^k)

imeem a^∗ ≡ a^∗_0 (mod Tors). Tak kak absol¸tizaciØ r : ~π^{n+k}_s (S^k ) →

π^{n+k}_s (S^k) est~ monomorfizm, to dlØ inducirovannyh gomomor-

fizmov

~a^∗_0, ~a^∗ : ~π^{n+k}_s (S^{n+k}) → ~π^{n+k}_s (S^k)

toße imeem ~a^∗ ≡ ~a^∗_0 (mod Tors). No ~a^∗_0 = 0, pofftomu ~a^∗ ∈ Tors.

DlØ l¸bogo fflementa x ∈ ~π^n_s (S^0) dlØ nekotorogo k ¿ 0, −n suwestvuet otobraßenie a : S^k → S^{n+k} s ~a^∗(u) = s^k(x), gde s^k : ~π^n_s (S^0) → ~π^{n+k}_s (S^k) – izomorfizm kratnoæ nadstroæki, a u ∈ ~π^{n+k}_s (S^{n+k}) – kanoniqeskaØ obrazu¸waØ. V silu predyduwego ots¸da sleduet trebuemoe. •

Podkorytov S. S. An alternative proof of a weak form of Serre’s theorem.

A proof of a weak form of Serre’s theorem on the finiteness of stable homotopy groups of spheres is suggested, which uses neither loop spaces nor spectral sequences.

Postupilo 20 marta 1999 g. S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

ssp@r410.pdmi.ras.ru