Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 261, 1999 g.

S. S. Podkorytov

POR˚DOK FUNKCII NA GRUPPE BRUXLINSKOGO

Vvedenie. OpredeleniØ i oboznaqeniØ

Gruppa Bruxlinskogo B(X). Rassmotrim proizvol~nyæ kompaktnyæ poliffdr X. Gomotopiqeskie klassy nepreryvnyh otobraßeniæ poliffdra X v okrußnost~ T = {z ∈ C : |z| = 1} obrazu¸t abelevu gruppu otnositel~no operacii, opredelØemoæ potoqeqnym umnoßeniem otobraßeniæ. �ta gruppa oboznaqaetsØ B(X) i nazyvaetsØ gruppoæ Bruxlinskogo poliffdra X, sm. [1]. (Kak horoxo izvestno, ona kanoniqeski izomorfna gruppe

H^1(X; Z) i ØvlØetsØ svobodnoæ abelevoæ gruppoæ koneqnogo ran-

ga.)

Gomotopiqeskiæ klass otobraßeniØ u budem oboznaqat~ [u].

r-Kogerentnye nabory. Qislo fflementov koneqnogo mnoßestva E budem oboznaqat~ |E|. Koneqnyæ nabor par {(a_j, u_j)}_{j∈J} , gde

a_j ∈ Z, u_j : X → T — nepreryvnye otobraßeniØ, budem nazyvat~ r-kogerentnym (0 6 r < ∞), esli dlØ l¸bogo mnoßestva E ⊂ X ×T s |E| 6 r summa qisel a_j po tem j ∈ J, dlØ kotoryh u_j (x) = t

pri (x, t) ∈ E, ravna 0.

[Esli oboznaqit~ grafik otobraßeniØ u_j : X → T v X×T qerez

Γ(u_j), to poslednee ravenstvo nul¸ moßno zapisat~ v sledu¸wem

vide: ∑ j : Γ(u_j)⊃E aj = 0. Zametim, qto 1-kogerentnost~ nabora

{(a_j, u_j)}_{j∈J} ravnosil~na tomu, qto summa harakteristiqeskih

funkciæ grafikov otobraßeniæ u_j ravna nul¸: ∑ j∈J ind_{Γ(uj)} ≡ 0.] PorØdok funkcii na gruppe B(X). Pust~ Q — abeleva gruppa i F : B(X) → Q — proizvol~noe otobraßenie. [Takie otobraßeniØ my budem ewe nazyvat~ funkciØmi.] Budem govorit~, qto porØdok funkcii F ne prevoshodit r (0 6 r < ∞) i pisat~ ord F 6 r,

Rabota vypolnena pri qastiqnoæ finansovoæ podderßke RFFI (granty 98-01-832 i 96-15-96-075). 222

POR˚DOK FUNKCII NA GRUPPE BRUXLINSKOGO 223 esli dlØ l¸bogo r-kogerentnogo nabora {(a_j, u_j)}_{j∈J} ∑ j∈J a_jF ([u_j]) = 0.

Teper~ my moßem opredelit~ porØdok funkcii F ravenstvom

ord F = sup{r : ord F 6 r}.

˚sno, qto 0 6 ord F 6 ∞.

Stepen~ funkcii na abelevoæ gruppe. Pust~ M i N — abelevy gruppy i f : M → N — proizvol~noe otobraßenie. Budem govorit~, qto ego stepen~ ne prevoshodit r (0 6 r < ∞), i pisat~

deg f 6 r, esli dlØ l¸byh m_k ∈ M , k = 0, . . ., r, ∑ e0,...,e_r=0,1 (−1)^{e0+···+er} f(e_0m_0 + · · · + e_rm_r ) = 0.

Teper~ my moßem opredelit~ stepen~ funkcii f ravenstvom

deg f = sup{r : deg f 6 r}.

˚sno, qto 0 6 deg f 6 ∞.

Predmet raboty. KaßetsØ pravdopodobnym, qto dlØ proizvol~noæ funkcii na gruppe Bruxlinskogo F : B(X) → Q vypolnØetsØ ravenstvo ord F = deg F . V nastoØweæ rabote dokazan rØd bolee slabyh utverßdeniæ.

My dokazyvaem, qto ord F 6 deg F (teorema 4) i qto deg F 6

dim X · ord F (teorema 5), a takße vyvodim odno sledstvie (sled-

stvie 6). Neravenstvo ord F ¿ deg F dokazano v sluqae, kogda gruppa Q ne imeet kruqeniØ (sledstvie 7) ili ord F 6 1 (teorema 8).

§1. Tri lemmy 1. Lemma. Pust~ N — abelevy gruppa i f : Z^d → N — otobraße-

nie s deg f 6 r < ∞. Togda suwestvuet koneqnoe razloßenie f(m) = ∑ k q_k(m)n_k, m ∈ Z^d, gde q_k : Z^d → Z— polinomy stepeni ne vyxe r i n_k ∈ N .

�to legko dokazyvaetsØ indukcieæ po d.

224 S. S. PODKORYTOV

2. Lemma. Pust~ M i N — abelevy gruppy, f : M → N — otobra-

ßenie s deg f 6 r < ∞ i Y — nekotoroe mnoßestvo. Pust~ dan koneqnyæ nabor troek {(a_j, s_j , m_j)}_{j∈J} , gde a_j ∈ Z, s_j — Z-znaqnye funkcii na Y i m_j ∈ M . Predpoloßim, qto vypolneny sledu¸wie usloviØ (∗) i (∗∗):

(∗) dlØ l¸bogo E ⊂ Y s |E| 6 r ∑ j∈J a_j ∏ y∈E s_j (y) = 0;

(∗∗) dlØ l¸byh b_j ∈ Z, j ∈ J, imeet mesto implikaciØ ∑ j∈J b_js_j ≡ 0 =⇒ ∑ j∈J b_jm_j = 0.

Togda ∑ j∈J a_jf(m_j ) = 0.

Dokazatel~stvo. Pust~ S — gruppa funkciæ na mnoßestve Y , poroßdœnnaØ funkciØmi s_j , j ∈ J. Legko videt~, qto gruppa S svobodna, a Q-modul~ Hom (S, Q) poroßdœn gomomorfizmami s →

s(y), y ∈ Y . Iz usloviØ (∗) sleduet, qto esli otobraßenie q : S →

Q v kakom-to bazise gruppy S zadaœtsØ mnogoqlenom stepeni ne

vyxe r, to ∑ j∈J a_jq(s_j ) = 0.

Iz usloviØ (∗∗) sleduet, qto suwestvuet takoæ gomomorfizm

t : S → M , qto t(s_j ) = m_j dlØ vseh j ∈ J. Primenim lemmu 1

k otobraßeni¸ f ∘ t. •

3. Lemma. Pust~ M i N — abelevy gruppy, gruppa N ne imeet

kruqeniØ i f : M → N — proizvol~noe otobraßenie. Predpoloßim, qto deg f < ∞ i deg(f|_C ) 6 r dlØ l¸boæ cikliqeskoæ podgruppy C ⊂ M . Togda deg f 6 r.

Dokazatel~stvo. Legko videt~, qto dostatoqno rassmotret~ sluqaæ M = Z^d, N = Q, kogda, vvidu lemmy 1, ffto utverßdenie sleduet iz izvestnyh svoæstv mnogoqlenov. •

POR˚DOK FUNKCII NA GRUPPE BRUXLINSKOGO 225

§2. Osnovnye rezul~taty i ih dokazatel~stva V fftom paragrafe my sqitaem, qto F : B(X) → Q — nekotoraØ fiksirovannaØ funkciØ na gruppe Bruxlinskogo. 4. Teorema. ord F 6 deg F .

Dokazatel~stvo. Pust~ deg F 6 r < ∞ i pust~ {(aj , uj)}j∈J — r-kogerentnyæ nabor. Vvedem funkcii s_j : X × T → Z, s_j (x, t) = { 1, esli u_j (x) = t, 0, inaqe; j ∈ J. [˚sno, qto ffto — harakteristiqeskie funkcii grafikov otobraßeniæ u_j: s_j = ind_{Γ(uj)}.] DlØ l¸bogo mnoßestva E ⊂ X×T s |E| 6 r ∑ j∈J a_j ∏ (x,t)∈E s_j (x, t) = 0. Esli dlØ nekotoryh b_j ∈ Z, j ∈ J, ∑ j∈J b_js_j = 0,

to, kak legko videt~, ∏ j∈J u_j(x)^{bj} = 1, x ∈ X, i, sledovatel~no, ∑ j∈J b_j [u_j] = 0.

Soglasno lemme 2, ∑ j∈J a_jF ([u_j]) = 0.

Takim obrazom, ord F 6 r. • 5. Teorema. Imeet mesto neravenstvo deg F 6 m ord F , gde m —

razmernost~ poliffdra X.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto ord F 6 r < ∞. Pust~ s = mr i pust~

p_0, . . ., p_s : T^{s+1} → T

226 S. S. PODKORYTOV — proekcii. Voz~mœm proizvol~nye fflementy v_0, . . . , v_s ∈ B(X). Pust~ R ⊂ T^{s+1} — mnoßestvo, obrazovannoe temi naborami (t_0,

. . . , t_s), u kotoryh qislo komponent, ravnyh 1, bol~xe m.

Vyberem takoe otobraßenie A : X → T^{s+1}, qto [p_k ∘ A] = v_k, k = 0, . . . , s, priqœm A(X) ∩ R = ? (ffto vozmoßno, poskol~ku mnoßestvo R imeet korazmernost~ m + 1). Vyberem nastol~ko maloe c > 0, qtoby mnoßestvo A(X) ne peresekalo okrestnost~ mnoßestva R, obrazovannu¸ temi naborami (t_0, . . ., t_s), dlØ kotoryh koliqestvo indeksov k s |t_k − 1| < c bol~xe m.

Pust~ g : T → T — takoe nepreryvnoe otobraßenie, gomotopnoe toßdestvennomu, qto g(t) = 1 pri |t − 1| ¿ c. Poloßim u_k = g ∘ p_k ∘ A, k = 0, . . ., s. DlØ kaßdogo nabora e = (e_0, . . . , e_s), e_k = 0, 1; k = 0, . . . , s, vvedem otobraßenie

u^e : X → T, u^e(x) = u_0(x)^{e0} . . . u_s(x)^{es} .

DlØ l¸boæ toqki x ∈ X znaqenie u^e(x) zavisit ne bolee qem ot m komponent nabora e. Pofftomu dlØ l¸bogo mnoßestva D ⊂ X s

|D| 6 r naædœtsØ takoe k, qto znaqeniØ u^e(x), x ∈ D, ne zavisØt

ot e_k. Ots¸da sleduet, qto nabor {((−1)^{e0+...+es} , u^e)}_{e0,...,es=0,1} r-kogerenten. Tak kak ord F 6 r, a [u^e] = e_0v_0 + . . . + e_sv_s, to ∑ e0,...,e_s=0,1 (−1)^{e0+...+es} F (e_0v_0 + . . . + e_sv_s) = 0.

Takim obrazom, deg F 6 s. •

6. Sledstvie. Pust~ P ⊂ B(X) — podgruppa, poroßdœnnaØ n ffle-

mentami. Togda deg(F |_P ) 6 n ord F .

Dokazatel~stvo. Pust~ A : X → T^n — takoe nepreryvnoe otobraßenie, qto obraz inducirovannogo gomomorfizma

A^∗ : B(T^n) → B(X)

POR˚DOK FUNKCII NA GRUPPE BRUXLINSKOGO 227 (kotoryæ opredelØetsØ formuloæ A^∗([u]) = [u ∘ A]) sovpadaet s P . Rassmotrim otobraßenie F ∘ A^∗ : B(T^n) → Q. ˚sno, qto deg(F |_P ) = deg(F ∘ A^∗). Po teoreme 5, deg(F ∘ A^∗) 6

n ord(F ∘ A^∗). Legko videt~, qto ord(F ∘ A^∗) 6 ord F . •

7. Sledstvie. Esli gruppa Q ne imeet kruqeniØ, to deg F 6

ord F .

Dokazatel~stvo. Vvidu lemmy 3, ffto sleduet iz teoremy 5 i sledstviØ 6. • 8. Teorema. Predpoloßim, qto ord F 6 1. Togda deg F 6 1.

Dokazatel~stvo. Pust~ p0, p1 : T^2 → T — proekcii. Suwestvu¸t takie nepreryvnye otobraßeniØ h_1, . . . , h_6 : T^2 → T , qto nabor

{((−1)^i, h_j)}^6_{j=1} 1-kogerenten, priqœm

[h_1] = [p_0], [h_2] = [p_0] + [p_1], [h_3] = [p_1], [h_4] = [h_5] = [h_6] = 0.

Ih moßno poluqit~, primenØØ konstrukci¸ PontrØgina k izobraßennym na risunke orientirovannym krivym na tore T^2 (on poluqaetsØ skleivaniem protivopoloßnyh storon izobraßœnnogo na risunke kvadrata). A imenno: toqki, raspoloßennye na

228 S. S. PODKORYTOV rasstoØnii bol~xe fiksirovannogo malogo c > 0 ot krivoæ, otobraßa¸tsØ v toqku 1. Dalee, dlØ toqek, blizkih k krivoæ, opredeleno otklonenie ot fftoæ krivoæ (= rasstoØnie so znakom), kotoroe my oboznaqim qerez q (sqitaem, qto q > 0 sleva ot krivoæ i q < 0 sprava ot krivoæ), i toqka s |q| 6 c otobraßaetsØ v toqku

− exp(iπ q/c) (sr. [2]).

Voz~mœm proizvol~nye fflementy v_0, v_1 ∈ B(X). Pust~ A : X →

T^2 — takoe nepreryvnoe otobraßenie, qto [p_k ∘ A] = v_k, k = 0, 1.

Poloßim u_j = h_j ∘ A, j = 1, . . ., 6. Kak netrudno videt~, nabor {(a_j, u_j)}^6_{j=1} 1-kogerenten. Poskol~ku

ord F 6 1, to_6 ∑ j=1 a_jF ([u_j]) = 0.

Tak kak [u_1] = v_0, [u_2] = v_0 + v_1, [u_3] = v_1 i [u_4] = [u_5] = [u_6] = 0, to ∑ e0,e1=0,1 (−1)^{e0+e1} F (e_0v_0 + e_1v_1) = 0.

Takim obrazom, deg F 6 1. •

Literatura

1. Hu Sy-czØn, TeoriØ gomotopiæ. M.: Mir, 1964.

2. Dß. Milnor, A. Uolles, Differencial~naØ topologiØ. Naqal~nyæ kurs.

M.: Mir, 1972.

Podkorytov S. S. Order of function on the Bruschlinsky group. For an arbitrary function F defined on the group of homotopy classes of mappings of a finite polyheder X to the circle and taking values in an Abelian group Q, the notion of order is defined. The order ord F is compared with the algebraic degree of F . It is proved that ord F 6 deg F and deg F 6 dim X · ord F . The inequality ord F ¿ deg F is proved in the case where Q is torsion-free or ord F 6 1.

Postupilo 31 maØ 1999 g. S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

ssp@r410.pdmi.ras.ru