Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 262, 1999 g.

A. B. Aleksandrov

O TEOREMAH VLOȷENI˚ DL˚ KOINVARIANTNYH PODPROSTRANSTV OPERATORA SDVIGA. II

PosvØwaetsØ pamØti S. A. Vinogradova

§0. Vvedenie

DlØ udobstva qitatelØ my kratko povtorim opredeleniØ i oboznaqeniØ pervoæ qasti^∗ fftoæ stat~i. Pust~ H^p pri 0 < p 6 +∞ oboznaqaet prostranstvo Hardi v otkrytom ediniqnom kru-

ge D. KaßdaØ funkciØ f ∈ H^p imeet koneqnye nekasatel~nye

graniqnye znaqeniØ poqti vs¸du na ediniqnoæ okrußnosti T. My budem oboznaqat~ graniqnu¸ funkci¸ toæ ße samoæ bukvoæ f. Krome togo, my polagaem po opredeleni¸ f(ζ) = ∞, esli f ne imeet koneqnogo nekasatel~nogo graniqnogo znaqeniØ v toqke ζ ∈ T. KaßdaØ vnutrennØØ funkciØ Θ rasprostranØetsØ v rasxirennu¸ kompleksnu¸ ploskost~ C s pomow~¸ formuly

Θ(z)^{def}= Θ(z^{−1})^{−1} pri |z| > 1. Pust~ ρ(Θ) oboznaqaet graniqnyæ

spektr vnutrenneæ funkcii Θ, t.e. mnoßestvo vseh ζ ∈ T takih, qto lim inf |z|<1,z→ζ |Θ(z)| = 0. Netrudno pokazat~, qto ρ(Θ) – zamknutoe

podmnoßestvo okrußnosti T, i funkciØ Θ meromorfna v C \ρ(Θ). Oboznaqim qerez Θ^∗(H^p) mnoßestvo vseh funkciæ f ∈ H^p, dopuska¸wih analitiqeskoe prodolßenie qerez T\ ρ(Θ) i takih, qto f(ζ) = Θ(ζ)g(ζ)ζ dlØ nekotoroæ funkcii g ∈ H^p poqti vs¸- du na T. ˚sno, qto esli Θ – postoØnnaØ vnutrennØØ funkciØ, to

Θ^∗(H^p) = {0}. V stat~e my budem rassmatrivat~ lix~ neposto-

Ønnye vnutrennie funkcii.

Issledovanie qastiqno podderßano Rossiæskim Fondom Fundamental~- nyh issledovaniæ (grant 99-01-00103).

∗PervaØ qast~ vyædet v Birkhauser monographs series. V dal~neæxem §1.a oboznaqaet §a pervoæ qasti, a teorema 1.a.b. oboznaqaet teoremu a.b pervoæ qasti. 5

6 A. B. ALEKSANDROV

Kaßdomu borelevskomu mnoßestvu K ⊂ C my sopostavim prostranstvo M (K) vseh kompleksnyh borelevskih mer na C takih, qto |μ|(C \ K) = 0, gde |μ| oboznaqaet polnu¸ variaci¸ μ. Qerez

M_+(K) budet oboznaqat~sØ mnoßestvo vseh poloßitel~nyh mer

iz M (K). Pust~ μ ∈ M_+(D ). Nas interesuet sledu¸wiæ vopros: kogda imeet mesto vkl¸qenie

Θ^∗(H^p) ⊂ L^p(μ), (0.1)

ili, toqnee, kogda ∫ D^{|f|pdμ < +∞ dlØ vseh f ∈ Θ∗(Hp)? Napo-}

mnim, qto po opredeleni¸ f(ζ) = ∞, esli f ne imeet koneqnogo graniqnogo znaqeniØ v ζ. Netrudno proverit~ (sm. [7]), qto pri^∗

p < +∞ fftot vopros ravnosilen sledu¸wemu: kogda suwestvuet

postoØnnaØ C = C(p, μ, Θ) takaØ, qto ∫ D^{|f|} pdμ 6 C‖f‖^p_Hp (0.2) dlØ vseh f ∈ Θ^∗(H^p)? Iz rezul~tatov stat~i [7] sleduet, qto dostatoqno proverit~ neravenstvo (0.2) dlØ vseh f ∈ C_A∩Θ^∗(H^p).

PodstavlØØ v (0.2) f(z) =^{1−Θ(a)Θ(z)}_{1−az} , poluqaem, qto esli

Θ^∗(H^2) ⊂ L^2(μ) dlØ nekotoroæ mery μ ∈ M_+(D ), to ∫ D | | 1 − Θ(a)Θ(z) 1 − az | |^2dμ(z) 6 C 1 − |Θ(a)|^2 1 − |a|^2 (0.3)

dlØ vseh a ∈ D. Verno li obratnoe? �tot interesnyæ vopros ostaetsØ otkrytym. Drugimi slovami, dostatoqno li proverit~ neravenstvo (0.2) tol~ko dlØ vosproizvodØwih Øder prostranstva Θ^∗(H^2)? PonØtno, qto neravenstvo (0.3) vleqet sledu¸wee neravenstvo: ∫ D 1 − |a|^2 |1 − az|^2 dμ(z) 6 C 1 − |Θ(a)|^2 (0.4)

dlØ vseh a ∈ D. Vleqet li^{∗∗} neravenstvo (0.4) vkl¸qenie

Θ^∗(H^2) ⊂ L^2(μ)? �tot interesnyæ vopros, postavlennyæ Konom,

∗V dal~neæxem my sqitaem, qto p < +∞, esli inoe ne ogovoreno. ∗∗Primeqanie pri korrekture. Sovsem nedavno A. L. Vol~berg poluqil otricatel~nyæ otvet na oba voprosa.

O TEOREMAH VLOȷENI˚ 7 takße ostaetsØ otkrytym. Izvestno, qto v nekotoryh qastnyh sluqaØh otvety na oba voprosa poloßitel~nye. Kon [10] dokazal, qto otvety poloßitel~ny dlØ tak nazyvaemyh odnokomponentnyh vnutrennih funkciæ Θ. VnutrennØØ funkciØ Θ nazyvaetsØ odnokomponentnoæ, esli mnoßestvo {z ∈ D : |Θ(z)| < ε} svØzno dlØ nekotorogo ε ∈ (0, 1). Krome togo, Kon [11] dokazal, qto otvety poloßitel~ny, esli μ ∈ M_+([0, 1]).

Oboznaqim qerez ‖μ‖_{Cp(Θ)} naimen~xu¸ postoØnnu¸ C, udovletvorØ¸wu¸ uslovi¸ (0.2) dlØ vseh f ∈ C_A ∩ Θ^∗(H^p). Poloßim

‖μ‖_{Cp(Θ)}^{def}= ‖|μ|‖_{Cp(Θ)} dlØ l¸boæ (neobØzatel~no poloßitel~noæ)

mery μ ∈ M (D ). Legko videt~, qto mnoßestvo C_p(Θ)^{def}= {μ ∈

M (D ) : ‖μ‖C_p(Θ) < +∞} – banahovo prostranstvo, daße esli p < 1.

Mera μ ∈ M (D ) nazyvaetsØ karlesonovoæ, esli |μ|(D(ζ, r)) 6 Cr (0.5) dlØ vseh r > 0 i dlØ vseh ζ ∈ T, gde D(ζ, r) oboznaqaet otkrytyæ krug radiusa r s centrom v ζ. Oboznaqim qerez ‖μ‖_C naimen~- xu¸ konstantu C, udovletvorØ¸wu¸ neravenstvu (0.5) dlØ vseh

r > 0 i dlØ vseh ζ ∈ T. Togda mnoßestvo C vseh karlesonovyh

mer stanovitsØ banahovym prostranstvom. Iz teoremy vloßeniØ Karlesona sleduet, qto C ⊂ C_p(Θ) dlØ vseh p > 0 i dlØ vseh vnutrennih funkciæ Θ.

Oboznaqim qerez ‖ ‖_{C(Θ)} naimen~xu¸ postoØnnu¸ C, udovletvorØ¸wu¸ neravenstvu (0.5) dlØ vseh r > 0 i dlØ vseh ζ ∈ T takih, qto D(ζ, r) ∩ {z ∈ D : |Θ(z)| <^1_2 } ≠ ?. Poloßim C(Θ)^{def}=

{μ ∈ M (D ) : ‖μ‖_{C(Θ)} < +∞}. ˚sno, qto C(Θ) ØvlØetsØ banaho-

vym prostranstvom. Legko pokazat~, qto esli zamenit~ uslovie

D(ζ, r) ∩ {z ∈ D : |Θ(z)| <^1_2 } ≠ ? usloviem D(ζ, r) ∩ {z ∈ D : |Θ(z)| < ε} ≠ ?, gde ε ∈ (0, 1), to poluqitsØ ffkvivalentnaØ norma. ˚sno,

qto C(Θ) = C togda i tol~ko togda, kogda ρ(Θ) = T. Poloßitel~- nye mery v C(Θ) rassmatrivalis~ Vol~bergom i Treilem [17]. Oni dokazali, qto C(Θ) = C_p(Θ) dlØ vseh p > 1, esli Θ – odnokomponentnaØ vnutrennØØ funkciØ. Krome togo, oni dokazali, qto C(Θ) ⊂ C_p(Θ) dlØ l¸boæ vnutrenneæ funkcii Θ i dlØ vseh

p > 0. Uprowennye dokazatel~stva fftih utverßdeniæ byli po-

luqeny avtorom [6]. Takße v [6] my anonsirovali sledu¸wiæ rezul~tat: C_p(Θ) ⊂ C(Θ) pri vseh p > 0, esli Θ – odnokomponentnaØ vnutrennØØ funkciØ. Bolee togo, mnoßestvo C_p(Θ) ne zavisit

8 A. B. ALEKSANDROV ot p togda i tol~ko togda, kogda Θ – odnokomponentnaØ vnutrennØØ funkciØ. �ti utverßdeniØ budut dokazany v §1 nastoØweæ stat~i. Takße v §1 budut poluqeny drugie kriterii togo, qtoby vnutrennØØ funkciØ byla odnokomponentnoæ. Budut pred¨- Øvleny ocenki vysxih proizvodnyh dlØ odnokomponentnoæ vnutrenneæ funkcii. Krome togo, my poluqim v nekotorom smysle toqnye ocenki C_p(Θ)-norm δ-mery δ_a v toqke a ∈ D v terminah a i Θ(a) dlØ odnokomponentnoæ vnutrenneæ funkcii Θ. Analogiqnye ocenki byli poluqeny v §1.2 dlØ proizvol~noæ vnutrenneæ funkcii Θ. Sleduet otmetit~, qto ocenki iz §1.2 mogut byt~ uluqxeny dlØ odnokomponentnyh vnutrennih funkciæ tol~ko v sluqae p < 2. V naqale §1 my ustanavlivaem teoremu 1.1, da¸- wu¸ dvustoronn¸¸ ocenku H^∞-normy vosproizvodØwego Ødra dlØ proizvol~noæ (neobØzatel~no odnokomponentnoæ) vnutrenneæ funkcii. Vtoroæ paragraf posvØwen meram σ_α. S kaßdoæ vnutrenneæ funkcieæ Θ svØzano semeæstvo {σ_α}_{α∈}TsingulØrnyh poloßitel~nyh mer na T, odnoznaqno opredelØemyh po formule Re α + Θ(z) α − Θ(z) = ∫ T 1 − |z|^2 |z − ζ|^2 dσ_α(ζ) (z ∈ D ). Mery σ_α igra¸t vaßnu¸ rol~ v teorii operatorov, v qastnosti, pri izuqenii odnomernyh vozmuweniæ unitarnogo operatora, sm. [9]. Klark [9] takße poluqil sledu¸wee ravenstvo: ∫ T^{|f|2dσα = ‖f‖2H2} dlØ vseh α ∈ Ti dlØ vseh f, prinadleßawih nekotoromu plotnomu podmnoßestvu prostranstva Θ^∗(H^2). Poltorackiæ [16] dokazal, qto l¸baØ funkciØ f ∈ Θ^∗(H^2) imeet koneqnye nekasatel~- nye graniqnye znaqeniØ σ_α-poqti vs¸du dlØ vseh α ∈ T. Takim obrazom, ffta formula Klarka imeet mesto dlØ l¸boæ funkcii

f ∈ Θ^∗(H^2). Iz teoremy Klarka takße sleduet, qto σ_α ∈ C_p(Θ)

dlØ l¸byh α ∈ T i p > 2 (sm. [4]). No v sluqae p < 2, voobwe govorØ, σ_α /∈ C_p(Θ) (sm. [4]). Tem ne menee v fftom sluqae, esli

f ∈ Θ^∗(H^p) (ili daße tol~ko f ∈ H^p), to f ∈ L^p(σ_α) dlØ poqti

vseh α ∈ T, poskol~ku ∫ T ( ∫ T^{|f|pdσα} ) dm = ‖f‖^p_Lp (0.6)

O TEOREMAH VLOȷENI˚ 9 dlØ l¸boæ funkcii f ∈ L^p(m) (sm. predloßenie 1 v [3]). V §2 my dokaßem, qto pri p < 2 neravenstvo ∫ T ( ∫ T^{|f|pdσα} ) 1_{2−p} dm 6 C(p)‖f‖^{p2−p}_Hp imeet mesto dlØ l¸byh f ∈ Θ^∗(H^p). Krome togo, my dadim neobhodimoe i dostatoqnoe uslovie dlØ togo, qtoby mery σ_α prinadleßali prostranstvu C(Θ). V §3 budet dano polnoe opisanie mnoßestva C_p(B) dlØ vseh p > 0 v sluqae, kogda B – koneqnoe proizvedenie interpolØcionnyh proizvedeniæ BlØxke, mnoßestvo nuleæ kotorogo soderßitsØ v ugle Xtol~ca s verxinoæ v toqke 1. �to opisanie pozvolit postroit~ v §4 rØd dovol~no neoßidannyh primerov. UpomØnem zdes~ lix~ nekotorye iz nih.

Suwestvu¸t interpolØcionnoe proizvedenie BlØxke B i mera μ ∈ M_+(D ) takie, qto B^∗(H^1) ⊂ L^1(μ) i B^∗(H^2) ⊂ L^2(μ), no

B^∗(H^p) ⊄ L^p(μ) dlØ l¸bogo p ∈ (1, 2).

Suwestvu¸t interpolØcionnoe proizvedenie BlØxke B i mera μ ∈ M_+(D ) takie, qto B^∗(H^p) ⊂ L^p(μ) togda i tol~ko togda, kogda p =^1_n , gde n – poloßitel~noe celoe qislo.

Suwestvu¸t interpolØcionnoe proizvedenie BlØxke B i mera μ ∈ M_+(D ) takie, qto B^∗(H^p) ⊂ L^p(μ) togda i tol~ko togda, kogda p ≠^1_n , gde n – poloßitel~noe celoe qislo.

Takße otmetim, qto mnoßestvo vseh p takih, qto B^∗(H^p) ⊂

L^p(μ), moßet imet~ l¸boe koneqnoe qislo svØznyh komponent.

Zaverxim fftot paragraf spiskom oboznaqeniæ.

N – mnoßestvo vseh poloßitel~nyh celyh qisel; Z+ – mnoßestvo vseh neotricatel~nyh celyh qisel; D – otkrytyæ ediniqnyæ krug; T– ediniqnaØ okrußnost~;

m – normirovannaØ mera Lebega na T;

δ_a – δ-mera v toqke a;

∂G – granica mnoßestva G;

L^p(μ), gde μ – mera, i ℓ^p oboznaqa¸t obyqnye L^p-prostranstva;

L^{p def}= L^p(m);

L^{p,∞}(μ) oboznaqaet slaboe L^p-prostranstvo;

M (K) dlØ borelevskogo mnoßestva K ⊂ C oboznaqaet mnoße-

stvo vseh kompleksnyh borelevskih mer μ na C s nositelem na K;

10 A. B. ALEKSANDROV

M_+(K) – mnoßestvo poloßitel~nyh mer v M (K).

DlØ μ ∈ M (T) poloßim μ_+(z)^{def}= ∫ T^{dμ(ζ)1−ζz ; dlØ f ∈ L1(m) poloßim}

f_+^{def}= (fm)_+ .

DlØ vnutrenneæ funkcii Θ poloßim P_Θf^{def}= f_+ − Θ(Θf)_+ , gde

f ∈ L^1(m).

§1. Odnokomponentnye vnutrennie funkcii i teoremy vloßeniØ

VnutrennØØ funkciØ Θ nazyvaetsØ odnokomponentnoæ, esli mnoßestvo {z ∈ D : |Θ(z)| < ε} svØzno pri nekotorom ε ∈ (0, 1). �tot klass vnutrennih funkciæ rassmatrivalsØ Konom [10] v svØzi s teoremami vloßeniØ, sm. takße [17, 4, 6].

Odnako my naqnem fftot paragraf s teoremy, kotoraØ verna dlØ proizvol~noæ (neobØzatel~no odnokomponentnoæ) vnutrenneæ funkcii. S kaßdoæ vnutrenneæ funkcieæ Θ svØßem funkci¸

ω = ω_Θ, opredelennu¸ v C sledu¸wim obrazom: ω(a) = inf{|z −a| :

z ∈ D , |Θ(z)| <^1_2 }.

Teorema 1.1. Suwestvu¸t absol¸tnye poloßitel~nye konstan-

ty C_1 i C_2 takie, qto

C_1 1 − |a| + ω(a) 6 ‖ ‖ ‖ 1 − Θ(a)Θ 1 − az ‖ ‖ ‖_{H∞} 6 C_2 1 − |a| + ω(a) (1.1)

dlØ l¸boæ vnutrenneæ funkcii Θ i dlØ l¸bogo a ∈ D.

Dokazatel~stvo. Zafiksiruem toqku b ∈ D. Zametim, qto

1 − Θ(b)Θ 1 − bz = P_Θ ( 1 − |b|^2 |1 − bz| ) . Iz sledstviØ 3 k teoreme 1.1 v [6]

pri μ = δ_a vytekaet sledu¸wee neravenstvo: | | | 1 − Θ(b)Θ(a) 1 − ba | | | 6^C 1 − |a| + ω(^a_{|a|} ) . (1.2)

Legko videt~, qto 2(1−|a|+ω(^a_{|a|} )) > 1−|a|+ω(a). Takim obrazom, (1.2) vleqet pravoe neravenstvo v (1.1), poskol~ku b – proizvol~- naØ toqka kruga D. Qtoby dokazat~ levoe neravenstvo v (1.1), rassmotrim toqku b ∈ D taku¸, qto |Θ(b)| <^1_2 i |a − b| < 2ω(a). Togda | | | | | 1 − Θ(b)Θ(a) 1 − ba | | | | >^1_{2|1 − ba|} >

O TEOREMAH VLOȷENI˚ 11

>^1

2(1 − |a|^2 + |a||a − b|) > C 1 − |a| + ω(a) . � Sledstvie. V oboznaqaniØh teoremy 1.1 imeet mesto neraven-

stvo 1 − |Θ(a)|^2

1 − |a|^2 6

C_2 1 − |a| + ω(a) . � Sledu¸waØ teorema, qastiqno anonsirovannaØ v [6], pokazyvaet, qto obratnoe neravenstvo (s drugoæ konstantoæ) vypolneno tol~ko dlØ odnokomponentnyh vnutrennih funkciæ. Teorema 1.2. Pust~ Θ – vnutrennØØ funkciØ. Togda sledu¸wie

utverßdeniØ ravnosil~ny:

1) Θ odnokomponentna;

2) suwestvuet qislo C = C(Θ) takoe, qto ‖ ‖ 1 − Θ(a)Θ 1 − az ‖ ‖_{H∞} 6 C 1 − |Θ(a)|^2 1 − |a|^2 (1.3)

dlØ vseh a ∈ D; 3) ‖ ‖ 1 − Θ(a)Θ 1 − az ‖ ‖_{H∞} = o ( 1 1 − |a|^2 ) pri |Θ(a)| → 1−.

Dokazatel~stvo. Dokaßem, qto 1) =⇒ 2). Pust~ Θ – odnokomponentnaØ funkciØ. Togda suwestvuet qislo η = η(Θ) ∈ (0, 1) takoe, qto |Θ(rζ)| 6 η dlØ vseh ζ ∈ T i dlØ vseh r ∈ [0, 1 −^{ω(ζ)}_4 ), sm. [17] i [14]. Po teoreme 1.1 dostatoqno dokazat~ neravenstvo (1 − |a| + ω(a))^{−1} 6 C 1 − |Θ(a)|^2 1 − |a|^2 ili, qto to ße samoe,

(1 − |a| + ω(^a_{|a|} ))^{−1} 6 C

1 − |Θ(a)|^2 1 − |a|^2 . Esli 1 − |a| >^1_2 ω(^a_{|a|} ), to

|Θ(a)| 6 η, i trebuemoe neravenstvo oqevidno. Teper~ predpo-

loßim, qto 1 − |a| 6^1_2 ω(^a_{|a|} ). Poloßim b =^a_{|a|} (1 −^1_2 ω(^a_{|a|} )). Togda

|Θ(b)| 6 η, i iz horoxo izvestnogo neravenstva | | | 1 − Θ(a)Θ(b) 1 − ab | | |^2 6

1 − |Θ(a)|^2 1 − |a|^2 1 − |Θ(b)|^2 1 − |b|^2 sleduet, qto

(1 − η)^2 ( 1 − |a|(1 −^1_2 ω(^a_{|a|} ))

)_2 6

1 − |Θ(a)|^2 1 − |a|^2 1 1 − (1 −^1_2 ω(^a_{|a|} ))^2 ,

12 A. B. ALEKSANDROV qto dokazyvaet utverßdenie 2), poskol~ku 1 − |a| ( 1 − 1 2 ω ( a |a| )) 6 1 −^(1 −^1_2 ω^{( a}_{|a|}^{))2}.

ImplikaciØ 2) =⇒ 3) oqevidna. Pereædem k implikacii 3) =⇒ 1). Predpoloßim, qto Θ ne ØvlØetsØ odnokomponentnoæ. Togda dlØ l¸bogo qisla τ ∈ (0, 1) mnoßestvo Ω_τ = {z ∈ D : |Θ(z)| < τ } nesvØzno. Pust~ G – komponenta svØznosti oblasti Ω_τ takaØ, qto

G ∌ 0. ˚sno, qto inf_G |Θ| = 0. Sledovatel~no, suwestvuet toqka z_τ ∈ G takaØ, qto |Θ(z_τ )| <^1_2 . Voz~mem qislo r ∈ (0, 1) takoe, qto w_τ = rz_τ ∈ ∂G. Togda |Θ(w_τ )| = τ i ω(w_τ ) 6 |z_τ − w_τ | < 1 − |w_τ |.

Znaqit, po teoreme 1.1 imeem ‖ ‖ ‖ 1 − Θ(w_τ )Θ 1 − w_τ z ‖ ‖ ‖_{H∞} > C_1 2(1 − |w_τ |) , i prihodim k protivoreqi¸. �

Sledu¸waØ teorema pokazyvaet, qto teorema 1.2.1 moßet byt~ utoqnena dlØ odnokomponentnyh vnutrennih funkciæ. Teorema 1.3. Pust~ Θ – odnokomponentnaØ vnutrennØØ funkciØ.

Togda |f(a)|^p 6 C(p, Θ) 1 − |Θ(a)|^2 1 − |a|^2 ‖f‖^p_Hp dlØ vseh f ∈ Θ^∗(H^p), vseh a ∈ D i vseh p ∈ (0, +∞).

Dokazatel~stvo. PrimenØØ k mere δa teoremu Vol~berga–TreilØ (sm. [17]), nahodim |f(a)|^p 6 C(p) 1 − |a| + ω(a) dlØ vseh f ∈ Θ^∗(H^p), vseh a ∈ D i vseh p ∈ (0, +∞). OstaetsØ zametit~, qto

(1 − |a| + ω(a))^{−1} 6 C(Θ)

1 − |Θ(a)|^2 1 − |a|^2 dlØ vseh a ∈ D, poskol~ku Θ – odnokomponentnaØ funkciØ (sm. dokazatel~stvo teoremy 1.2). �

O TEOREMAH VLOȷENI˚ 13

Sledstvie. Esli Θ – odnokomponentnaØ vnutrennØØ funkciØ i

1 < p 6 +∞, to

C_1(Θ, p) ( 1 − |Θ(a)|^2 1 − |a|^2 )_{1−} 1_p

6^‖^{1 − Θ(a)Θ}

1 − az ‖ ‖ ‖_{Hp} 6

6 C2(Θ, p)^{(1 − |Θ(a)|2}

1 − |a|^2 )_{1−} 1_p

(1.4)

dlØ vseh a ∈ D.

Dokazatel~stvo. Ocenka sverhu sleduet iz teoremy 1.3 posredstvom dvoæstvennosti, esli 1 < p < +∞. Sluqaæ p = +∞ byl rassmotren vyxe (teorema 1.2). Qtoby poluqit~ ocenku snizu,

dostatoqno primenit~ teoremu 1.3 k f = 1 − Θ(a)Θ1 − az . �

Zameqanie 1. Pri p > 2 teorema 1.3 verna dlØ proizvol~noæ (neobØzatel~no odnokomponentnoæ) vnutrenneæ funkcii Θ. �to sleduet iz teoremy 1.2.1. Sledovatel~no, kak Øsno iz dokazatel~- stva sledstviØ k teoreme 1.3, ocenka sverhu v (1.4) pri p ∈ (1, 2] i ocenka snizu v (1.4) pri p ∈ [2, +∞] verny dlØ proizvol~noæ vnutrenneæ funkcii Θ. Pri fftom sootvetstvu¸wie konstanty

C_1(Θ, p) pri p > 2 i C_2(Θ, p) pri p 6 2 mogut byt~ vybrany zavi-

sØwimi tol~ko ot p.

Zameqanie 2. Poloßim ωε(a) = ωε,Θ(a)^{def}= inf{|z − a| : |Θ(z)| < ε}, gde ε ∈ (0, 1). Togda ω = ω 1_2 . Legko uvidet~, qto rassmotrennoe vyxe utverßdenie, kasa¸weesØ ω, ostaetsØ vernym takße dlØ

ω_ε, no sootvetstvu¸wie konstanty budut zaviset~ ewe i ot ε.

Teorema 1.4. Pust~ Θ – odnokomponentnaØ vnutrennØØ funkciØ.

Togda C(Θ) = C_p(Θ) dlØ vseh p ∈ (0, +∞).

Sleduet otmetit~, qto vkl¸qenie C(Θ) ⊂ C_p(Θ) bylo dokazano Vol~bergom i Treilem [17] dlØ proizvol~noæ vnutrenneæ funkcii Θ pri vseh p ∈ (0, +∞). V toæ ße samoæ stat~e [17] bylo dokazano, qto C_p(Θ) = C(Θ) dlØ odnokomponentnyh vnutrennih funkciæ pri p ∈ (1, +∞). Qtoby rasprostranit~ ih dokazatel~stvo na sluqaæ p 6 1, nam ponadobØtsØ nekotorye vspomogatel~nye utverßdeniØ. S kaßdoæ vnutrenneæ funkcieæ Θ i λ ∈ D svØßem

vnutrenn¸¸ funkci¸ Θ_λ(z)^{def}= Θ(z) − Θ(λ)

1 − Θ(λ)Θ(z) 1 − λz z − λ .

14 A. B. ALEKSANDROV

Lemma 1.5. Pust~ Θ – vnutrennØØ funkciØ. Predpoloßim, qto

|Θ| < η < 1 vs¸du na svØznom podmnoßestve Ω kruga D, priqem

Ω ∩ T ≠ ?. Pust~ λ ∈ Ω i Θ(λ) = 0. Togda |Θλ| <^√η^{3 + η}_{1 + 3η} < 1

vs¸du v Ω.

Dokazatel~stvo. Snaqala dokaßem, qto |Θλ(λ)| <^2 √ η 1 + η . Pred-

poloßim, qto |Θ_λ(λ)| > 2 √ η 1 + η . Togda

|Θ_λ| > √ η na okrußnosti

Γ^{def}= {z ∈ D : |^{z−λ}_{1−λz} | = √ η}. Sledovatel~no, |Θ| > η na Γ. Znaqit, vvidu togo, qto Ω ∩ T≠ ?, okrußnost~ Γ razdelØet mnoßestvo Ω, qto protivoreqit svØznosti Ω. Sledovatel~no, |Θ_λ(λ)| < 2 √ η 1 + η .

Teper~ Øsno, qto |Θ_λ(z)| < √ η +^{2√η}_{1+η}

1 +^{2η}_{1+η} = √ η 3 + η 1 + 3η , esli | | | z − λ 1 − λz | | | 6^√η. Esli ße | | | z − λ 1 − λz | | | >^√η i z ∈ Ω, to |Θ_λ(z)| = |Θ(z)| | | | 1 − λz z − λ | | | 6^√η <^√η^{3 + η}_{1 + 3η} . �

Lemma 1.6. Pust~ Θ – vnutrennØØ funkciØ, ne ØvlØ¸waØsØ ko-

neqnym proizvedeniem BlØxke. Dopustim, qto mnoßestvo Ω = {|Θ| < η} svØzno, gde 0 < η < 1. Togda suwestvuet vewestvennoe qislo η^′ < 1, zavisØwee tol~ko ot η, takoe, qto mnoßestvo {|Θ_λ| < η^′} svØzno i soderßit Ω dlØ vseh λ ∈ Ω.

Dokazatel~stvo. ˚sno, qto^|^{Θ(z) − Θ(λ)}

1 − Θ(λ)Θ(z) | | | < 2η 1 + η^2 def= η_0 dlØ

vseh z, λ ∈ Ω. Poloßim η^′ = √η_0 3 + η^01 + 3η_0 . PrimenØØ lemmu 1.5 ko

vnutrenneæ funkcii Θ − Θ(λ)

1 − Θ(λ)Θ

, poluqaem trebuemoe vkl¸qenie

O TEOREMAH VLOȷENI˚ 15 Ω ⊂ {|Θ_λ| < η^′}. Teper~ dokaßem, qto mnoßestvo G = {|Θ_λ| < η^′}

svØzno. KaßdaØ komponenta svØznosti G libo soderßit Ω, libo ne peresekaetsØ s Ω. Takim obrazom, dostatoqno dokazat~, qto kaßdaØ komponenta svØznosti G peresekaetsØ s Ω. Predpoloßim, qto suwestvuet komponenta svØznosti G_0 mnoßestva G takaØ, qto

G_0 ∩ Ω = ?. Esli z ∈ G_0, to |Θ_λ(z)| > | | Θ(z) − Θ(λ) 1 − Θ(λ)Θ(z) | | >^{η − |Θ(λ)|} 1 − η|Θ(λ)| . Sledovatel~no, funkciØ Θ^{−1}_λ ograniqena v G_0. Krome togo, Øsno, qto |Θ^{−1}_λ | = (η^′)^{−1} vs¸du v D ∩ ∂G_0 i m(T∩ ∂G_0) = 0. Znaqit, po principu maksimuma imeem |Θ_λ| > η^′ vs¸du v G_0 i tem samym prihodim k protivoreqi¸. � Lemma 1.7. V usloviØh lemmy 1.6 dlØ l¸byh λ ∈ Ω i n ∈ N su-

westvuet funkciØ f ∈ Θ^∗(H^2) takaØ, qto 1 |1 − λz|^n 6 |f(z)| 6 C(n, η) |1 − λz|^n dlØ vseh z ∈ D.

Dokazatel~stvo. Primenim indukci¸ po n. Esli n = 1, to moßno vzØt~ f = 1 1 − η 1 − Θ(λ)Θ 1 − λz i C(1, η) = 1 + η 1 − η . Predpoloßim, qto lemma 1.7 dokazana pri n = k, i dokaßem ee dlØ n = k + 1. Lemma 1.6 pozvolØet primenit~ lemmu 1.7 pri n = k k vnutrenneæ funkcii Θ_λ i qislu η^′. Znaqit, suwestvuet funkciØ

g ∈ Θ^∗_λ(H^2) takaØ, qto 1 |1 − λz|^k 6 |g(z)| 6 C(n, η^′) |1 − λz|^k dlØ vseh

z ∈ D. Rassmotrim funkci¸ f =^g_{1 − η}^{1 − Θ(λ)Θ}_{1 − λ} . Legko videt~,

qto f ∈ Θ^∗(H^2) i 1 |1 − λz|^{k+1} 6 |f(z)| 6 C(k + 1, η) |1 − λz|^{k+1} dlØ vseh z ∈ D

pri C(k + 1, η) = 1 + η 1 − η C(k, η^′). � Dokazatel~stvo teoremy 1.4. Vkl¸qenie C(Θ) ⊂ Cp(Θ) bylo dokazano Vol~bergom i Treilem [17], sm. takße [6]. Dokaßem, qto C_p(Θ) ⊂ C(Θ). Esli Θ – koneqnoe proizvedenie BlØxke, to C_p(Θ) = M (D ) = C(Θ). Znaqit, moßno predpolagat~, qto Θ ne ØvlØetsØ koneqnym proizvedeniem BlØxke. V [17] dokazano, qto esli r – dostatoqno maloe poloßitel~noe qislo i

inf{|Θ(z)| : z ∈ D , |z − ζ| < r} <^1_2 , gde ζ ∈ T, to |Θ((1 − r)ζ)| < η_0,

gde η_0 = η_0(Θ) ∈ (0, 1). Izvestno (sm. [10]), qto esli mnoßestvo

16 A. B. ALEKSANDROV

{|Θ| < ε} svØzno pri nekotorom ε = ε_0 ∈ (0, 1), to ono svØzno pri

vseh ε ∈ [ε_0, 1). Sledovatel~no, moßno vybrat~ qislo η ∈ [η_0, 1) tak, qtoby mnoßestvo Ω = {|Θ| < η} bylo svØzno. Voz~mem celoe qislo n, udovletvorØ¸wee uslovi¸ np > 1. Pust~ μ – poloßitel~naØ mera, prinadleßawaØ prostranstvu C_p(Θ). Nam nußno dokazat~, qto μ ∈ C(Θ). Rassmotrim dostatoqno malyæ krug

D(ζ, r), gde ζ ∈ T, takoæ, qto D(ζ, r) ∩ {|Θ| <^1_2 } ≠ ?. Togda |Θ(λ)| < η_0 6 η, gde λ = (1−r)ζ. Po lemme 1.7 suwestvuet funkciØ

f ∈ Θ^∗(H^2) takaØ, qto 1 |1 − λz|^n 6 |f(z)| 6 C_n(Θ) |1 − λz|^n dlØ vseh z ∈ D.

PrinimaØ vo vnimanie to, qto |1 − λz| = |ζ(ζ − λ) + λ(ζ − z)| 6 2r pri z ∈ D(ζ, r) i ‖f‖^p_Hp 6 Cr^{1−np}, nahodim μ(D(ζ, r)) 6 (2r)^{np} ∫ D^{|f(z)|pdμ(z) 6 (2r)npC‖f‖pHp 6 Cr.} Sledovatel~no, μ ∈ C(Θ). �

Iz sledu¸weæ teoremy vytekaet ewe odin kriteriæ odnokomponentnosti vnutrenneæ funkcii.

Teorema 1.8. Pust~ Θ – vnutrennØØ funkciØ. Dopustim, qto 1 6

p < +∞. Togda sledu¸wie utverßdeniØ ravnosil~ny:

1) Θ odnokomponentna; 2) C_p(Θ) = C(Θ).

Dokazatel~stvo. ImplikaciØ 1) =⇒ 2) pri p > 1 byla dokazana Vol~bergom i Treilem [17]. Sluqaæ p = 1 soderßitsØ v teoreme 1.4. Dokaßem, qto 2) =⇒ 1). Po teoreme 1.2.1 imeem

‖δ_a‖_{Cp(Θ)} = o((1 −|a|)^{−1}) pri |Θ(a)| → 1. Sledovatel~no, ‖δ_a‖_{C(Θ)} = o((1 −|a|)^{−1}) pri |Θ(a)| → 1, otkuda (1 −|a| + ω(a))^{−1} = o((1 −|a|)^{−1})

pri |Θ(a)| → 1. OstaetsØ primenit~ teoremy 1.1 i 1.2. �

Zameqanie. Uslovie p > 1 suwestvenno v teoreme 1.8. Deæstvitel~no, esli ρ(Θ) = T, to C_p(Θ) = C = C(Θ) pri p < 1 po teoreme 1.3.1.

Horoxo izvestno, qto kaßdaØ golomorfnaØ funkciØ Θ : D → D udovletvorØet neravenstvu

|Θ^′(z)| 6

1 − |Θ(z)|^2 1 − |z|^2

O TEOREMAH VLOȷENI˚ 17 vs¸du v D, iz kotorogo s pomow~¸ ocenok Koxi poluqaem sledu¸wee neravenstvo dlØ vysxih proizvodnyh:

|Θ^{(n)}(z)| 6 C(n)

1 − |Θ(z)|^2 (1 − |z|^2)^n

dlØ vseh z ∈ D i pri vseh n ∈ N (sm. takße dokazatel~stvo teoremy 1.12 niße). Sledu¸waØ teorema pokazyvaet, qto esli Θ – odnokomponentnaØ vnutrennØØ funkciØ, to dlØ vysxih proizvodnyh imeetsØ bolee sil~noe neravenstvo.

Teorema 1.9. Pust~ Θ – odnokomponentnaØ vnutrennØØ funkciØ.

Togda

|Θ^{(n)}(z)| 6 C(n, Θ) ( 1 − |Θ(z)|^2 1 − |z|^2 )_n (1.5)

dlØ vseh z ∈ D i n ∈ N.

Naqnem s nekotoryh sledstviæ fftoæ teoremy.

Sledstvie 1. Pust~ Θ – odnokomponentnaØ vnutrennØØ funkciØ.

Togda |Θ^{(n)}(ζ)| 6 C(n, Θ) |Θ^′(ζ)|^n (1.6)

dlØ vseh ζ ∈ T\ ρ(Θ) i n ∈ N.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno pereæti k predelu pri z → ζ v (1.5). �

Sledstvie 2. Pust~ Θ – odnokomponentnaØ vnutrennØØ funkciØ.

Togda | | | | | ( 1 Θ^′ )_{(n)}| | | | 6 C(n, Θ)|Θ^′|^{n−1} vs¸du na T\ ρ(Θ) pri vseh n ∈ N.

Dokazatel~stvo. PonØtno, qto^{( 1}_Θ′^{)(n)} est~ lineænaØ kombinaciØ fflementov (Θ^′)^{α1} (Θ^{′′})^{α2} . . . (Θ^{(k)})^{αk} pri α_2, α_3, . . . , α_k > 0 i k∑ j=1 jα_j = n − 1. OstaetsØ primenit~ sledstvie 1. �

18 A. B. ALEKSANDROV

Sledstvie 3. Pust~ Θ – odnokomponentnaØ vnutrennØØ funkciØ.

Togda | | | | d^n dz^n 1 (Θ^′)^k | | | 6 C(n, k, Θ)|Θ^′|^{n−k} vs¸du na T\ ρ(Θ) pri vseh n, k ∈ N. �

Qtoby dokazat~ teoremu 1.9, nam nußna sledu¸waØ lemma. Lemma 1.10. Pust~ Θ – vnutrennØØ funkciØ. Togda 1 (n − 1)! | f^{(n−1)}(a) | 6^‖f^{( 1 − Θ(a)Θ} 1 − az )_n‖ ‖_{H1} pri vseh f ∈ Θ^∗(H^1), vseh a ∈ D i vseh n ∈ N.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno zametit~, qto 1 (n − 1)!

f^{(n−1)}(a) = ∫ T f(ζ)ζ^{n−1} (1 − aζ)^n dm(ζ) = ∫ T f(ζ)ζ^{n−1}(1 − Θ(a)Θ(ζ))^n (1 − aζ)^n dm(ζ). � Sledstvie. Pust~ Θ – vnutrennØØ funkciØ. Togda 1 n! | |Θ^{(n)}(a) | | 6^‖^{1 − Θ(a)Θ} 1 − az ‖ ‖ ‖^{n+1}_{Hn+1} dlØ vseh a ∈ D i vseh n ∈ N.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno primenit~ lemmu 1.10 k funkcii f = Θ − Θ(a) z − a i zatem zametit~, qto |f| = | | | 1 − Θ(a)Θ 1 − az | | | poqti vezde

na T. �

Dokazatel~stvo teoremy 1.9. Trebuemoe utverßdenie vytekaet iz sledstviØ k lemme 1.10 i sledstviØ k teoreme 1.3. � Zameqanie. Netrudno uvidet~, qto dokazatel~stva teoremy 1.9 i lemmy 1.10 rabota¸t takße i dlØ proizvodnyh drobnogo porØdka. Pri fftom verny sledu¸wie neravenstva:

|Θ^{(s)}(a)| 6 C(s) ‖ ‖ ‖ 1 − Θ(a)Θ 1 − az ‖ ‖ ‖^{s+1}_{Hs+1} ,

O TEOREMAH VLOȷENI˚ 19

|Θ^{(s)}(a)| 6 C(s)

(1 − |Θ(a)|^2)^{min(1,s)} (1 − |a|^2)^s

dlØ vseh a ∈ D i s ∈ (0, +∞). Poslednee neravenstvo spravedlivo dlØ proizvol~noæ golomorfnoæ funkcii Θ : D → D. Teorema 1.11. Pust~ Θ – vnutrennØØ funkciØ. Togda sledu¸wie

utverßdeniØ ravnosil~ny:

1) Θ odnokomponentna;

2) Θ udovletvorØet uslovi¸ (1.5) pri n = 2 i lim inf_{r→1−} |Θ(rζ)| < 1 dlØ vseh ζ ∈ ρ(Θ);

3) Θ udovletvorØet uslovi¸ (1.5) pri n = 2 i σ_α(ρ(Θ)) = 0 dlØ vseh α ∈ T;

4) Θ udovletvorØet uslovi¸ (1.5) pri n = 2, m(ρ(Θ)) = 0, i funkciØ Θ^′ neograniqena na l¸boæ duge Δ ⊂ T\ ρ(Θ) takoæ, qto Δ ∩ ρ(T) ≠ ?.

Dokazatel~stvo. Esli Θ odnokomponentnaØ, to lim sup_{r→1−} |Θ(rζ)| 6

C(Θ) < 1 dlØ l¸bogo ζ ∈ ρ(Θ), sm. [17]. Znaqit, implikaciØ 1) =⇒ 2) vytekaet iz teoremy 1.9. PonØtno, qto nositel~ mery σ_α leßit na mnoßestve {Θ = α}, sm. [3]. �to dokazyvaet, qto 2) =⇒ 3). Dokaßem, qto 3) =⇒ 4). V [3] dokazano, qto m(E) = 0

togda i tol~ko togda, kogda σ_α(E) = 0 dlØ poqti vseh α ∈ T. Sledovatel~no m(ρ(Θ)) = 0. Dopustim, qto funkciØ Θ^′ ograniqena na nekotoroæ duge Δ ⊂ T\ ρ(Θ), dlØ kotoroæ Δ ∩ ρ(Θ) ≠ ?. Pust~ ζ_0 ∈ Δ ∩ ρ(Θ). Zametim, qto |Θ^′(ζ)| = ‖ ‖ Θ − Θ(ζ) z − ζ ‖ ‖_{H2} . Sle-

dovatel~no, po lemme Fatu imeem Θ − α^0 z − ζ_0 ∈ H^2 dlØ nekotoro-

go α_0 ∈ T. Znaqit, σ_{α0}(ζ_0) > 0, qto protivoreqit tomu, qto

σ_{α0} (ρ(Θ)) = 0. Teper~ obratimsØ k implikacii 4) =⇒ 1). Po

sledstvi¸ 2 k teoreme 1.9 pri n = 1 funkciØ (Θ^′)^{−1} (a sledovatel~no i funkciØ |Θ^′|^{−1}) udovletvorØet uslovi¸ Lipxica na kaßdom dopolnitel~nom intervale k ρ(Θ) s konstantoæ C, ne zavisØweæ ot dopolnitel~nogo intervala. Teper~ ocenim

H^∞-normu funkcii f =

Θ − Θ(ζ)

z − ζ , gde

ζ ∈ T\ ρ(Θ). Poloßim

α = Θ(ζ). ˚sno, qto ‖f‖_L∞_{(σα)} = |Θ^′(ζ)|. Ocenim L^∞(σ_{−α})-normu

funkcii f. Oboznaqim qerez ξ toqku mnoßestva {λ ∈ T\ ρ(Θ) :

Θ(λ) = −α}, blißaæxu¸ k ζ. Pust~ τ – toqka mnoßestva ρ(Θ),

20 A. B. ALEKSANDROV blißaæxaØ k ζ (esli ρ(Θ) = ?, to Θ – koneqnoe proizvedenie BlØxke, i v fftom sluqae trebuemoe utverßdenie trivial~no).

˚sno, qto ‖f‖_L∞_{(σ−α )} 6 2

min(|ξ − ζ|, |τ − ζ|) . Uslovie Lipxica i

uslovie 4) vlekut, qto |τ − ζ|^{−1} 6 C|Θ^′(ζ)|. Dokaßem analogiqnoe neravenstvo dlØ ξ. Oboznaqim qerez Δ men~xu¸ iz zamknutyh dug okrußnosti T, soedinØ¸wih toqki ζ i ξ. Moßno predpolagat~, qto |ξ − ζ| < |τ − ζ|. Togda Δ ∩ ρ(Θ) = ?, i imeem: ∫ Δ |Θ^′(z)||dz| = −i ∫ Δ Θ^′(z)dz Θ(z) = π. Sledovatel~no, po teoreme o srednem znaqenii suwestvuet toqka

ζ_0 ∈ Δ, dlØ kotoroæ |Θ^′(ζ_0)| > 1 2m(Δ) . Ispol~zuØ uslovie Lip-

xica dlØ |Θ^′|^{−1}, naædem

|Θ^′(ζ)|^{−1} − 2m(Δ) 6 |Θ^′(ζ)|^{−1} − |Θ^′(ζ_0)|^{−1} 6 Cm(Δ).

Teper~ Øsno, qto ‖f‖_L∞_{(σ−α )} 6 C|Θ^′(ζ)|. Iz teoremy 2 v [5] poluqaem

‖f‖_H∞ 6 const ( ‖f‖_L∞_{(σα)} + ‖f‖_L∞_{(σ−α)} ) 6 C|Θ^′(ζ)|. Takim obrazom, my dokazali, qto |Θ(z) − Θ(ζ)| 6 C|Θ^′(ζ)||z − ζ|. OstaetsØ primenit~ teoremu 6.4 iz [4]. �

Avtoru neizvestno, obØzana li byt~ odnokomponentnoæ vnutrennØØ funkciØ Θ, dlØ kotoroæ m(ρ(Θ)) = 0 i vypolneno uslovie (1.5) pri n = 2.

Zameqanie 1. Pust~ Θ – odnokomponentnaØ vnutrennØØ funkciØ. Poloßim

φ(z)^{def}= { (Θ^′(ζ))^{−1}, esli ζ ∈ T\ ρ(Θ);

0, esli ζ ∈ ρ(Θ).

Netrudno uvidet~, qto φ (a znaqit |φ|) udovletvorØet uslovi¸ Lipxica. Bolee togo, funkcii φ^n i |φ|^n prinadleßat klassu

C^{n−1}, i ih (n − 1)-ye proizvodnye udovletvorØ¸t uslovi¸ Lip-

xica.

Zameqanie 2. Iz dokazatel~stva Øsno, qto teorema 1.11 ostaetsØ vernoæ, esli zamenit~ uslovie (1.5) pri n = 2 usloviem (1.6) pri

n = 2.

O TEOREMAH VLOȷENI˚ 21

Zameqanie 3. Suwestvuet interpolØcionnoe proizvedenie BlØxke s edinstvennoæ osoboæ toqkoæ na T, kotoroe ne udovletvorØet uslovi¸ (1.5) pri n = 2.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim proizvedenie BlØxke B s posledovatel~nost~¸ nuleæ {a_j}_j¿_1 na [0, 1), udovletvorØ¸wih sootnoxeni¸ lim_{j→∞} 1 − a^{j+1} 1 − a_j = 0. Legko proverit~, qto funkciØ B ne

ØvlØetsØ odnokomponentnoæ. Sledovatel~no, po teoreme 1.11 B ne udovletvorØet uslovi¸ (1.5) pri n = 2. �

S drugoæ storony, sledu¸waØ teorema pokazyvaet, qto suwestvuet interpolØcionnoe proizvedenie BlØxke B, dlØ kotorogo

ρ(B) = T, i vypolneny neravenstva (1.5) dlØ vseh n ∈ N.

Teorema 1.12. Suwestvuet interpolØcionnoe proizvedenie BlØ-

xke B, dlØ kotorogo ρ(B) = T, udovletvorØ¸wee sledu¸wim neravenstvam: |B^{(k)}(z)| 6 C_{k,n} (1 − |B(z)|^2)^n (1 − |z|^2)^k (1.7)

pri vseh z ∈ D i vseh k, n ∈ N.

Dokazatel~stvo. Legko ponØt~, qto iz (1.7) pri k = 1, n = 2 vytekaet, qto ρ(B) = T. V [8] dokazano, qto suwestvuet interpolØcionnoe proizvedenie BlØxke, udovletvorØ¸wee uslovi¸ (1.7)

pri k = 1 dlØ vseh n ∈ N. Zametim, qto esli |z − w| 6 1 − |w|2 , to

C^{−1} 6 1 − |B(z)|^2 1 − |B(w)|^2 6

C, gde C – absol¸tnaØ postoØnnaØ. OstaetsØ

zametit~, qto po ocenkam Koxi iz usloviØ (1.7) pri k = 1 i vseh n sleduet vypolnenie (1.7) pri vseh k, n ∈ N. �

Zakonqim fftot paragraf ewe odnim neobhodimym i dostatoqnym usloviem odnokomponentnosti dlØ vnutrennih funkciæ. Teorema 1.13. VnutrennØØ funkciØ Θ ØvlØetsØ odnokomponent-

noæ togda i tol~ko togda, kogda C_p(Θ) ne zavisit ot p ∈ (0, +∞), t.e. C_p(Θ) = C_q(Θ) dlØ vseh p, q ∈ (0, +∞).

Dokazatel~stvo. Esli Θ odnokomponentna, to Cp(Θ) = C(Θ) dlØ vseh p ∈ (0, +∞) po teoreme 1.4. Teper~ predpoloßim, qto C_p(Θ) ne zavisit ot p ∈ (0, +∞). Togda po teoreme ob otkrytom otobraßenii normy ‖ ‖_{Cp(Θ)} i ‖ ‖_{Cq(Θ)} ffkvivalentny dlØ vseh p, q ∈

22 A. B. ALEKSANDROV (0, +∞). V qastnosti, ‖δ_a‖_{C 32 (Θ)} 6 C‖δ_a‖_{C2(Θ)}. Zametim, qto

‖δ_a‖_{C2(Θ)} =

1 − |Θ(a)|^2

1 − |a|^2 i

‖δ_a‖_{C 32 (Θ)} > C ‖ ‖ ‖ 1 − Θ(a)Θ 1 − az ‖ ‖ ‖ 3 2 H3 . Sledovatel~no, ‖ ‖ ‖ 1 − Θ(a)Θ 1 − az ‖ ‖ ‖^3_{H3} 6 C ( 1 − |Θ(a)|^2 1 − |a|^2 )_2 . PrimenØØ sledstvie iz lemmy 1.10, poluqaem, qto Θ udovletvorØet uslovi¸ (1.5) pri n = 2. Iz teoremy 4 iz [7] sleduet, qto

σ_α(ρ(Θ)) = 0 dlØ vseh α ∈ T, tak kak σ_α ∈ C_p(Θ) pri p < 1. Osta-

etsØ primenit~ teoremu 1.11. �

§2. Dva zameqaniØ o merah σ_α Teorema 2.1. Pust~ Θ – vnutrennØØ funkciØ. Pust~ α ∈ T.

DlØ togo, qtoby σ_α ∈ C(Θ), neobhodimo i dostatoqno, qtoby

σ_α(ρ(Θ)) = 0, i semeæstvo { Θ − α Θ^′(ζ)(z − ζ) } ζ∈Λ bylo ograniqeno v

H^∞, gde Λ = {ζ ∈ T\ ρ(Θ) : Θ(ζ) = α}.

Dokazatel~stvo. My dokaßem tol~ko neobhodimost~, poskol~- ku dostatoqnost~ v suwestvennom byla dokazana v [4], sm. dokazatel~stvo teoremy 5.1 i zameqanie posle nego. Zametim, qto

D(ζ, r) ∩ {|Θ| <^1_2 } ≠ ? dlØ vseh ζ ∈ ρ(Θ) i r > 0. Takim obra-

zom, iz usloviØ σ_α ∈ C(Θ) vytekaet, qto σ_α{ξ ∈ T : |ξ − ζ| <

r} 6 Cr dlØ vseh ζ ∈ ρ(Θ) i vseh r > 0. Sledovatel~no, me-

ra 1I_{ρ(Θ)}σ_α absol¸tno nepreryvna otnositel~no mery Lebega m. Znaqit, σ_α(ρ(Θ)) = 0, tak kak mera σ_α singulØrna. Iz usloviØ

σ_α ∈ C(Θ) takße vytekaet, qto suwestvuet konstanta c_0 takaØ,

qto D(ζ, c_0σ_α({ζ})) ∩ {|Θ| <^1_2 } = ? dlØ vseh ζ ∈ T. Zametim, qto σ_α({ζ}) > 0 togda i tol~ko togda, kogda ζ ∈ Λ. Pri fftom

σ_α({ζ}) = |Θ^′(ζ)|^{−1} dlØ vseh ζ ∈ Λ. Znaqit, dlØ l¸boæ toqki ζ ∈ Λ funkciØ Θ dopuskaet analitiqeskoe prodolßenie v obla-

sti G = G_ζ = D ∪D(ζ, c_0 σ_α({ζ})), i |Θ| < 2 vs¸du v G. Po principu maksimuma imeem | | Θ − α Θ^′(ζ)(z − ζ) | | 6^3_{c0} vs¸du v G ⊃ D, i neobhodi-

most~ dokazana. �

O TEOREMAH VLOȷENI˚ 23

Teorema 2.2. Pust~ Θ – vnutrennØØ funkciØ. Togda ∫ T ( ∫ T^{|f|pdσα} ) 1_{2−p} dm(α) 6 C(p)‖f‖^{p2−p}_Hp dlØ l¸boæ funkcii f ∈ Θ^∗(H^p) pri p < 2.

Vnaqale my dokaßem sledu¸wu¸ lemmu.

Lemma 2.3. Pust~ Θ – vnutrennØØ funkciØ, E – borelevskoe pod-

mnoßestvo okrußnosti T. Togda ∫ Θ^−1(E) |f|^pdm 6 C(p)(m(E))^{p−1}‖f‖^p_Hp

dlØ l¸boæ funkcii f ∈ Θ^∗(H^p) pri p ∈ [1, 2].

Dokazatel~stvo. Sluqaæ p = 1 oqeviden. Rassmotrim sluqaæ

p = 2. PrimenØØ teoremu Klarka [9] i predloßenie 1 iz [3],

imeem ∫ Θ^−1(E) |f|^2dm = ∫ E ( ∫ T^{|f|2dσα} ) dm = (m(E))‖f‖^2_H2 . (2.1)

Teper~ pust~ p ∈ (1, 2). Po teoreme 5 iz [5] funkciØ f moßet byt~ predstavlena v vide f = (1 − Θ)(gσ_1)_+ + (1 + Θ)(hσ_{−1})_+, gde

g ∈ L^p(σ_1), h ∈ L^p(σ_{−1}), priqem ‖g‖_Lp_{(σ1)} + ‖h‖_Lp_{(σ−1)} 6 C(p)‖f‖^p_Hp .

Znaqit, dostatoqno dokazat~ sledu¸wee neravenstvo: ∫ Θ^−1(E) |(1 − αΘ)(gσ_α)_+|^pdm 6 C(m(E))^{p−1}‖g‖^p_Lp_{(σα)}, gde α ∈ T, g ∈ L^p(σ_α) pri p ∈ (1, 2). Rassmotrim operator

T : L^1(σ_α) → L^0(1I_Θ−1_{(E)}m), T g^{def}= (1 − αΘ)(gσ_α)_+. Po teoreme Kol-

mogorova T imeet slabyæ tip (1, 1). Krome togo, T imeet sil~nyæ tip (2, 2), poskol~ku v silu (2.1) i teoremy Klarka [9] ∫ Θ^−1(E)

|(1 − αΘ)(gσ_α)_+|^2dm = m(E)‖g‖^2_L2_{(σα)}.

OstaetsØ soslat~sØ na interpolØcionnu¸ teoremu Marcinkevi-

qa. �

24 A. B. ALEKSANDROV

Dokazatel~stvo teoremy 2.2. Snaqala sleduet otmetit~, qto sluqaæ p 6 1 neinteresen, poskol~ku, primenØØ neravenstvo Gel~dera i (0.6), imeem ∫ T ( ∫ T^{|f|pdσα} ) 1_{2−p} dm 6^{( ∫} T ( ∫ T^{|f|pdσα} ) dm ) 1_{2−p} = ‖f‖ p 2−p L^p dlØ l¸boæ funkcii f ∈ L^p(m) pri p 6 1. Pust~ p ∈ (1, 2). Iz ravenstva ∫

Θ^−1(E) |f|^pdm = ∫ E ( ∫ T^{|f|pdσα} )

i lemmy 2.3 vytekaet, qto sublineænyæ operator f → → ( ∫ T^{|PΘf|pdm)} 1_p

ØvlØetsØ ograniqennym operatorom iz L^p(m)

v L^{p2−p ,∞}(m) pri 1 < p < 2. Sledovatel~no, po interpolØcioonoæ teoreme Marcinkeviqa fftot operator ØvlØetsØ ograniqennym operatorom iz L^p(m) v L^{p2−p ,∞}(m). �

§3. Teorema vloßeniØ dlØ nekotorogo klassa proizvedeniæ BlØxke

Pust~ {a_n}_n¿_1 oboznaqaet posledovatel~nost~ vseh nuleæ proizvedeniæ BlØxke B s uqetom kratnosteæ. V dal~neæxem my budem predpolagat~, qto ffta posledovatel~nost~ udovletvorØet sledu¸wim dvum usloviØm: ∑ n¿1^{(1 − |an|)δan ∈ C,} (3.1)

sup_n ¿1 |1 − a_n| 1 − |a_n| < +∞. (3.2)

Poslednee uslovie oznaqaet, qto mnoßestvo {a_n}_n¿_1 skaplivaetsØ k 1 nekasatel~nym obrazom. Drugimi slovami, mnoßestvo nuleæ B soderßitsØ v ugle Xtol~ca s verxinoæ v 1. Ewe my budem predpolagat~, qto nuli B pronumerovany tak, qto posledovatel~nost~ {|1 − a_n|}_n¿_1 ubyvaet. Togda uslovie (3.2) pozvolØet pereformulirovat~ karlesonovo svoæstvo (3.1) sledu¸wim obrazom: suwestvu¸t postoØnnye C > 0 i q ∈ (0, 1) takie, qto |1 − a_k| 6 Cq^{k−n}|1 − a_n| (3.3)

O TEOREMAH VLOȷENI˚ 25 dlØ vseh k, n ∈ N, gde k > n.

Naxa cel~ v fftom paragrafe – poluqit~ dlØ takih proizvedeniæ BlØxke polnoe opisanie C_p(B) pri vseh p > 0. Qtoby sformulirovat~ osnovnye rezul~taty fftogo paragrafa (teoremy 3.1 i 3.2), vvedem rØd oboznaqeniæ. Pust~ ε = {ε_n}_n¿_1 beskoneqno malaØ posledovatel~nost~ iz intervala (0, 2). S kaßdoæ takoæ posledovatel~nost~¸ svØßem prostranstva C_p(ε), gde

p ∈ [0, 1)∪(1, +∞). DlØ p ∈ [0, 1) opredelim C_p(ε) kak prostranstvo

vseh mer μ ∈ M_+(D ) takih, qto ∫ D(1,ε_n) dμ(z) |1 − z|^p 6 Cε^{1−p}_n pri vseh n ∈ N. Pri p ∈ (1, +∞) prostranstvo C_p(ε) est~ mnoßestvo vseh mer μ ∈ M_+(D ) takih, qto ∫ C\D(1,εn) dμ(z) |1 − z|^p 6 Cε^{1−p}_n dlØ vseh n ∈ N. Teper~ opredelim prostranstva C^∗_p (ε) pri

p ∈ [0, +∞). Snaqala predpoloßim, qto posledovatel~nost~ ε = {ε_n}_n¿_1 ubyvaet. DlØ p ∈ [0, 1) prostranstvo C^∗_p (ε) est~ mnoße-

stvo vseh mer μ ∈ M_+(D ) takih, qto ∫ D(1,ε_n) dμ(z) |1 − z|^p 6 Cε^{1−p}_n ( 1 + log ε_{n−1} ε_n )

pri vseh n > 2. Opredelim C^∗_1 kak mnoßestvo vseh mer μ ∈ M_+(D ) takih, qto ∫ D(1,ε_n)\D(1,ε_n+1) dμ(z) |1 − z| 6 C ( 1 + log ε_n ε_{n+1} )

dlØ vseh n ∈ N. Nakonec, dlØ p ∈ (1, +∞) opredelim C^∗_p (ε) kak mnoßestvo vseh mer μ ∈ M_+(D ) takih, qto ∫ C\D(1,εn) dμ(z) |1 − z|^p 6 Cε^{1−p}_n ( 1 + log ε_n ε_{n+1} )

26 A. B. ALEKSANDROV dlØ vseh n ∈ N. Esli ε = {ε_n}_n¿_1 – proizvol~naØ beskoneqno malaØ posledovatel~nost~ iz (0, 2), to poloßim C^∗_p (ε)^{def}= C^∗_p (ε^∗), gde

ε^∗ – ubyva¸waØ perestanovka posledovatel~nosti ε. Sleduet ot-

metit~, qto v otliqie ot C^∗_p (ε), prostranstvo C_p(ε) opredelØetsØ odnoznaqno mnoßestvom znaqeniæ posledovatel~nosti ε. Teorema 3.1. Pust~ p ∈ (^1_{N+1} ,^1_N ) pri N ∈ Z+, i μ ∈ M+(D ). Togda

sledu¸wie tri utverßdeniØ ravnosil~ny:

1) B^∗(H^p) ⊂ L^p(μ); 2) sup_n ¿1 ∫ D |1 − a_n|^{(N+1)p−1} |1 − a_nz|^p|1 − z|^{Np} dμ(z) < +∞; 3) μ ∈ C_{Np}(ε) ∩ C_{(N+1)p}(ε), gde ε_n = |1 − a_n| dlØ n ∈ N. Snaqala vyvedem nekotorye sledstviØ iz fftoæ teoremy.

Sledstvie 1. Pust~ p, N i B udovletvorØ¸t usloviØm teore-

my 3.1. Predpoloßim, qto a ∈ D i |1 − a_{n+1}| 6 |1 − a| 6 |1 − a_n|. Togda C_1(B)‖δ_a‖_{Cp(B)} 6

6 max^{( |1 − an|Np−1}

|1 − a|^{Np} , |1 − a_{n+1}|^{(N+1)p−1} |1 − a|^{(N+1)p} )

6 C2(B)‖δa‖C_p(B).

Dokazatel~stvo. Dostatoqno proverit~, qto

C_1 max (|1 − a_n|Np−1 |1 − a|^{Np} , |1 − a_{n+1}|^{(N+1)p−1} |1 − a|^{(N+1)p} )

                  6

6 sup_k¿_1^{|1 − ak|(N+1)p−1}

|1 − a_ka|^p|1 − a|^{Np} 6 C_2 max (|1 − a_n|Np−1 |1 − a|^{Np} , |1 − a_{n+1}|^{(N+1)p−1} |1 − a|^{(N+1)p} ) . � Sledstvie 2. V usloviØh teoremy 3.1 iz vkl¸qeniØ B^∗(H^p) ⊂

L^p(μ) vytekaet vkl¸qenie (B^l)^∗(H^p) ⊂ L^p(μ) pri vseh l > 1.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno zametit~, qto mnoßestvo znaqeniæ posledovatel~nosti ε sovpadaet s mnoßestvom znaqeniæ takoæ ße posledovatel~nosti, sootvetstvu¸weæ B^l. �

O TEOREMAH VLOȷENI˚ 27

Zameqanie. Moßno dokazat~, qto v usloviØh teoremy 3.1 sledu¸wee neravenstvo

(B^l)^∗(H^p) = l−1∑ k=0 B^kB^∗(H^p)

verno pri vseh l > 1.

Teorema 3.2. Pust~ μ ∈ M+(D ). Dopustim, qto p =^1_N pri N ∈ N.

Togda sledu¸wie tri utverßdeniØ ravnosil~ny:

1) B^∗(H^p) ⊂ L^p(μ); 2) sup_n ¿1 ( 1 + log | | | | 1 − a_n 1 − a_{n+1} | | | | )_{−1} ∫ D |1 − a_n|^pdμ(z) |1 − a_nz|^p|1 − a_{n+1}z|^p|1 − z|^{1−p} < +∞; 3) μ ∈ C^∗_{1−p}(ε) ∩ C^∗_1 (ε) ∩ C^∗_{1+p}(ε) pri ε_n = |1 − a_n|, n ∈ N.

Sledstvie 1. Pust~ p, N i B udovletvorØ¸t usloviØm teore-

my 3.2. Predpoloßim, qto a ∈ D i |1 − a_{n+1}| 6 |1 − a| 6 |1 − a_n|. Togda C_1(B)‖δa‖_{Cp(B)} 6 max ( 1 ( 1 + log ε_{n−}1 ε_n ) ε^p_n|1 − a|^{1−p} , 1 ( 1 + log ε^nε_n+1 ) |1 − a| , ε^p_{n+1} ( 1 + log

ε_n+1

ε_n+2 ) |1 − a|1+p ) 6 C2(B)‖δa‖_{Cp(B)}, gde ε_k^{def}= |1 − a_k|.

Dokazatel~stvo. Nam nußno proverit~, qto

C_1 |1 − a| max ( |1 − a|p ( 1 + log ε_{n−}1 ε_n ) ε^p_n , 1 ( 1 + log ε^nε_n+1 ) , ε^p_{n+1} ( 1 + log

ε_n+1

ε_n+2 ) |1 − a|p ) 6 sup k¿1 ( 1 + log ε^kε_k +1 )_{−1} ε^p_k |1 − aka|p|1 − ak+1a|p|1 − a|1−p 6 C_2 |1 − a| max ( |1 − a|p ( 1 + log ε_{n−}1 ε_n ) ε^p_n , 1 ( 1 + log ε^nε_n+1 ) , ε^p_{n+1} ( 1 + log

ε_n+1

ε_n+2 ) |1 − a|p ) . Qtoby proverit~ trebuemoe neravenstvo, dostatoqno zametit~, qto 1 (1 + log^{εk−1}_{εk} )ε^p_k 6 1 ε^p_{n−1} 6 C (1 + log^{εn−1}_{εn} )ε^p_n

28 A. B. ALEKSANDROV pri k < n − 1 i ε^p_k 1 + log^{εk−1}_{εk} 6 ε^p_{n+1} 6 Cε^p_n 1 + log^{εn−1}_{εn}

pri k > n + 1. �

Sledstvie 2. Pust~ p, N i B udovletvorØ¸t usloviØm teore-

my 3.2. Togda sledu¸wie utverßdeniØ ravnosil~ny:

1) ‖δ_a‖_{Cp(B)} = o(|1 − a|^{−1}) pri a ∈ D , a → 1;

2) suwestvuet svØznoe podmnoßestvo Γ mnoßestva D \ {1} takoe, qto Γ ∋ 1 i ‖δ_a‖_{Cp(B)} = o(|1 − a|^{−1}) pri a ∈ Γ, a → 1;

3) ‖δ_a‖_{Cp(B)} = o((1 − |a|)^{−1}) pri |a| → 1−; 4) lim_{n→+∞} | |^{1−an+1} 1−a_n | | = 0.

Dokazatel~stvo. ImplikaciØ 3) =⇒ 2) oqevidna. Implikacii

2) =⇒ 4) i 4) =⇒ 1) vyteka¸t iz sledstviØ 1. OstaetsØ dokazat~,

qto 1) vleqet 3). Zafiksiruem poloßitel~noe qislo ε. Poloßim D ε^{def}= {a ∈ D : ε|1−a| 6 1−|a|}, D^{ε def}= {a ∈ D : ε|1−a| > 1−|a|}. ˚sno, qto lim a∈Dε,|a|→1−^{(1−|a|)‖δa‖Cp (B) = 0. Legko videt~, qto funkciØ a →} ‖δ_a‖_{Cp(B)} nepreryvna na D \ {1}. Sledovatel~no, iz 1) vytekaet,

qto ‖δ_a‖_{Cp (B)} 6 C|1 − a|^{−1}, otkuda lim sup_{a∈}D_{ε,|a|→1−}(1 − |a|)‖δ_a‖_{Cp(B)} 6 Cε.

Znaqit, lim sup a∈D,|a|→1−^{(1 − |a|)‖δa‖Cp (B) 6 Cε. OstaetsØ zametit~, qto ε} – proizvol~noe poloßitel~noe qislo. �

Sledstvie 3. Pust~ l > 2. Togda v usloviØh teoremy 3.2 sledu¸-

wie utverßdeniØ ravnosil~ny:

1) (B^l)^∗(H^p) ⊂ L^p(μ);

2) μ ∈ C_{1−p}(ε) ∩ C^∗_1 (ε) ∩ C_{1+p}(ε) pri ε_n = |1 − a_n|, n ∈ N. V qastnosti, utverßdenie 1) ne zavisit ot l > 2.

Dokazatel~stvo. Zametim, qto posledovatel~nost~ ε̃n = ε_[ n−1_{l ]+1} sootvetstvuet proizvedeni¸ BlØxke B^l, gde [x] oboznaqaet celu¸ qast~ x. Legko ponØt~, qto C^∗_p (ε̃) = C_p(ε) pri vseh l > 2 i p ≠ 1. Krome togo, C^∗_1 (ε̃) ⊂ C^∗_1 (ε). OstaetsØ zametit~, qto

C^∗_1 (ε) ∩ C_p(ε) ⊂ C^∗_1 (ε̃) pri vseh p ≠ 1. �

O TEOREMAH VLOȷENI˚ 29

Zameqanie 1. Moßno dokazat~, qto v usloviØh teoremy 3.2 ravenstvo

(B^l )^∗(H^p) = l−2∑ k=0 B^k(B^2)^∗(H^p)

verno pri vseh l > 2.

Zameqanie 2. Otmetim, qto pri p ≠^1_N utverßdenie 3 sledstviØ 2 k teoreme 3.2 moßet vypolnØt~sØ tol~ko dlØ koneqnyh proizvedeniæ BlØxke. Toqnee, imeet mesto sledu¸wiæ fakt.

Pust~ Θ – vnutrennØØ funkciØ. Togda pri p > 0, gde p^{−1} /∈ N, sledu¸wie utverßdeniØ ravnosil~ny:

1) ‖δ_a‖_{Cp(Θ)} = o((1 − |a|)^{−1}) pri |a| → 1; 2) Θ – koneqnoe proizvedenie BlØxke.

Dokazatel~stvo. ImplikaciØ 2) =⇒ 1) oqevidna. Dokaßem, qto

1) =⇒ 2). Sluqaæ p > 1 rassmotren v dokazatel~stve teore-

my 1.3.2. Teper~ pust~^1_{N+1} < p <^1_N pri N ∈ N. Dopustim, qto Θ ne ØvlØetsØ koneqnym proizvedeniem BlØxke. Togda

ρ(Θ) ≠ ?. Moßno predpoloßit~, qto 1 ∈ ρ(Θ). S kaßdoæ toq-

koæ a ∈ D svØßem funkci¸ f = f_a = 1 − Θ(a)Θ (1 − az)(1 − z)^N i toqku

b = b_a = 1 − |1 − a|. ˚sno, qto f ∈ C_p(Θ). Legko proverit~, qto ‖f‖^p_Hp 6 C|1−a|^{1−(N+1)p} i |f(b)| > C|1−a|^{−(N+1)p}, esli |Θ(a)| <^1_2 i |1 − a| <^1_2 . Sledovatel~no, ‖δ_b‖_{Cp(Θ)} > C(1 − |b|)^{−1}, esli |Θ(a)| <^1_2

i |1 − a| <^1_2 . Poluqaem ‖δ_z‖_{Cp(Θ)} ≠ o((1 − |z|)^{−1}) pri |z| → 1, i tem samym prihodim k protivoreqi¸. �

Preßde qem dokazyvat~ teoremu 3.1, ustanovim dve lemmy.

Lemma 3.3. Pust~ (T, A) – izmerimoe prostranstvo, {fk}k¿1

– posledovatel~nost~ funkciæ, izmerimyh na T . Predpoloßim, qto suwestvuet posledovatel~nost~ {E_k}_k¿_1 nepustyh izmerimyh podmnoßestv T , udovletvorØ¸waØ sledu¸wim usloviØm: a) T \ ⋃ k¿1^{Ek ⊂} ⋂ k¿1^{{fk = 0}} ; b) f_k ≠ 0 vs¸du na E_k pri vseh k ∈ N; c) ∑ k¿1 | | |^{fk(xj )} f_j (x_j ) | | | 6 C0 dlØ vseh j ∈ N i vseh xj ∈ Ej; d) ∑ j¿1 | | |^{fk(xj )} f_j (x_j ) | | | 6 C0 dlØ vseh k ∈ N i vseh {xj}j¿1, gde xj ∈ Ej.

30 A. B. ALEKSANDROV

Togda dlØ l¸boæ poloßitel~noæ mery na σ-algebre A i pri l¸- bom p ∈ (0, +∞) sledu¸wie utverßdeniØ ravnosil~ny:

1) sup_k ¿1 ∫ T |f_k|^pdμ < +∞; 2) suwestvuet konstanta C takaØ, qto ∫ T | | ∑ k¿1^{λkfk} | |^p 6 C ∑ k¿1^{|λk|} p

dlØ vseh λ ∈ ℓ^p.

Dokazatel~stvo. ImplikaciØ 2) =⇒ 1) trivial~na. Krome togo, Øsno, qto pri p 6 1 implikaciØ 1) =⇒ 2) imeet mesto i bez usloviæ na izmerimye funkcii f_k. Znaqit, nam nußno dokazat~, qto 1) =⇒ 2) pri p ∈ (1, +∞). Moßno predpolagat~, qto f_k > 0 i

λ_k > 0 pri vseh k ∈ N. Togda imeem: ∫ T ( ∑ k¿1^{λkfk} )_p dμ 6^∑_j ¿1 ∫ E_j ( ∑ k¿1^{λk} f_k f_j )_p f^p_j dμ 6 ∑ j¿1 ( sup x_j ∈E_j ( ∑ k¿1^{λk} f_k(x_j ) f_j (x_j) )_p) ∫ T f^p_j dμ 6 ( sup_j ¿1 ∫ T f^p_j dμ ) ∑ j¿1^{supxj ∈Ej} ( ∑ k¿1^{λk} f_k(x_j) f_j (x_j) )_p . OstaetsØ zametit~, qto iz usloviæ c) i d) vytekaet, qto ∑ j¿1 | | | ∑ k¿1^{λk} f_k(x_j ) f_j (x_j) | | |^p 6 C^p_0 ∑ k¿1^{|λk|} p dlØ vseh p > 1, vseh λ ∈ ℓ^p i vseh x_j ∈ E_j. �

Lemma 3.4. Poloßim φn(z) =^{(1 − an)1+N−}

1_p B(z) (z − a_n)(1 − z)^N

. Pust~ p i N

oboznaqa¸t to ße samoe, qto i v teoreme 3.1. V dopolnenie k (3.1) i (3.2), dopustim, qto B ØvlØetsØ interpolØcionnym proizvedeniem BlØxke. Togda kaßdaØ funkciØ f ∈ H^p moßet byt~ predstavlena edinstvennym obrazom v vide f = ∑ n¿1^{λnφn +Bb} (rØd

shoditsØ v H^p), gde λ_n ∈ C , g ∈ H^p, priqem C_1‖f‖^p_Hp 6 ∑ n¿1^{|λn|} p + ‖g‖^p_Hp 6 C_2‖f‖^p_Hp

O TEOREMAH VLOȷENI˚ 31 dlØ nekotoryh poloßitel~nyh C_1 = C_1(B, p) i C_2 = C_2(B, p).

Dokazatel~stvo. Sluqaæ N = 0, t.e. kogda p > 1, horoxo izvesten. Pust~ N > 1, togda p < 1. My dokaßem tol~ko suwestvovanie trebuemogo predstavleniØ, poskol~ku edinstvennost~ oqevidna. Poloßim λ_n = f(a^n) φ(a_n) pri n > 1. Zametim, qto ∑ n¿1^{|λn|} p 6 C^∑_n ¿1^{|f(an)|} p(1 − |a_n|) 6 C‖f‖^p_Hp . Sledovatel~no, rØd ∑ n¿1^{λnφn} shoditsØ v H^p, poskol~ku ‖φ_n‖_Hp 6

C(B, p). Teper~ Øsno, qto suwestvuet funkciØ g ∈ H^p takaØ, qto f = ∑ n¿1^{λnφn + Bg} i ‖g‖^p_Hp 6 ‖f‖^p_Hp + C ∑ n¿1^{|λn|} p 6 C‖f‖^p_Hp . Sledo-

vatel~no, ∑ n¿1^{|λn|} p + ‖g‖^p_Hp 6 C‖f‖^p_Hp . OstaetsØ zametit~, qto ‖f‖^p_Hp 6 ∑ n¿1^{|λn|} p‖φ_n‖^p_Hp + ‖g‖^p_Hp 6 C ∑ n¿1^{|λn|} p + ‖g‖^p_Hp . � Sledstvie. V usloviØh lemmy 3.4 kaßdaØ funkciØ f ∈ B^∗(H^p)

moßet byt~ predstavlena edinstvennym obrazom v vide f = ∑ n¿1^{λnφn +} N∑ k=1 α_kB (1 − z)^k

(rØd shoditsØ v H^p), gde λ_n, α_k ∈ C , priqem C_1‖f‖^p_Hp 6 ∑ n¿1^{|λn|} p + N∑ k=1 |α_k|^p 6 C_2‖f‖^p_Hp dlØ nekotoryh poloßitel~nyh C_1 = C_1(B, p) i C_2 = C_2(B, p).

Dokazatel~stvo. OpØt~ predpoloßim, qto N > 1, t.e. p < 1, poskol~ku sluqaæ p > 1 horoxo izvesten. PrimenØØ lemmu 3.4 k funkcii f, imeem f = ∑ n¿1^{λnφn + Bg} (rØd shoditsØ v H^p). Iz togo, qto f ∈ B^∗(H^p) i φ_n ∈ B^∗(H^p) pri n > 1, sleduet, qto Bg ∈

B^∗(H^p). Znaqit, suwestvuet funkciØ h ∈ H^p takaØ, qto h(0) = 0

i h = g poqti vs¸du na T. Ots¸da i iz togo, qto g dopuskaet

32 A. B. ALEKSANDROV analitiqeskoe prodolßenie qerez dugu T\ {1}, sleduet, qto g = N∑ k=1 α_k (1 − z)^k , gde α_k ∈ C pri 1 6 k 6 N . �

Dokazatel~stvo teoremy 3.1. Qtoby dokazat~, qto utverßdeniØ 2) i 3) ravnosil~ny, dostatoqno razbit~ D na dva mnoßestva sledu¸wim obrazom: D = {z ∈ D : |1−z| < |1−a_n|}∪{z ∈ D : |1−z| >

|1 − a_n|}, i ocenit~ nadleßawim obrazom podintegral~nye vyra-

ßeniØ na kaßdom iz mnoßestv. ImplikaciØ 1) =⇒ 2) oqevidna, poskol~ku

sup_n ¿1 ‖ ‖ (1 − an)^{N+1− 1p} (1 − a_nz)(1 − z)^N ‖ ‖ H^p < +∞. Teper~ dokaßem, qto iz 2) sleduet 1). Snaqala predpoloßim, qto v dopolnenie k svoæstvam (3.1) i (3.2) proizvedenie BlØxke B takße udovletvorØet sledu¸wemu uslovi¸:

2|1 − a_{n+1}| 6 |1 − a_n| (3.4)

pri vseh n ∈ N. Takoe proizvedenie BlØxke ØvlØetsØ interpolØcionnym. Sledovatel~no, v fftom sluqae implikaciØ 2) =⇒ 1) oqevidna pri p < 1 v silu sledstviØ k lemme 3.4. Teper~ pust~

p > 1. Poloßim f_n(z) =

(1 − a_n)^{1− 1p} 1 − a_nz pri

n ∈ N. Nam nußno doka-

zat~, qto esli sup_n ¿1 ∫ D^{|fn|pdμ < +∞, to ∫}D^{| ∑}n¿1^{λnfn|pdμ 6 C ∑}n¿1^{|λn|p} dlØ l¸byh λ = {λ_n}_n¿_1 ∈ ℓ^p. Opredelim funkcii g_n : D → R i

h_n : D → R pri n ∈ N sledu¸wim obrazom:

g_n(z) = { |1 − a_n|^{− 1p} , esli |1 − z| < |1 − a_n|, 0, esli |1 − z| > |1 − a_n|;

h_n(z) = 0, esli |1 − z| < |1 − a_n|, |1 − a_n|^{1− 1p} |1 − z| , esli |1 − z| > |1 − a_n|. Legko uvidet~, qto C_1|f_n| 6 g_n + h_n 6 C_2|f_n|. Znaqit, qtoby dokazat~ implikaci¸ 2) =⇒ 1) v fftom qastnom sluqae, dostatoqno proverit~, qto {g_n}_n¿_1 i {h_n}_n¿_1 udovletvorØ¸t usloviØm lemmy 3.3. V sluqae pervoæ posledovatel~nosti moßno poloßit~

O TEOREMAH VLOȷENI˚ 33

E_n = {z ∈ D : |1 − a_{n+1}| 6 |1 − z| < |1 − a_n|}, gde n ∈ N. ˚sno, qto E_n ≠ ? po (3.4). Krome togo, po opredeleni¸ g_n imeem

g_k(z_j ) g_j (z_j ) = | | | 1 − a^j 1 − a_k | | | 1_p

, esli k 6 j, 0, esli k > j, gde z_j ∈ E_j. Teper~ Øsno, qto ∑ j¿1 g_k(z_j ) g_j (z_j ) 6 C(B, p) i ∑ k¿1 g_k(z_j) g_j (z_j ) 6 C(B, p). Takim obrazom, {g_n}_n¿_1 udovletvorØet usloviØm lem-

my 3.3. Qtoby dokazat~, qto {h_n}_n¿_1 udovletvorØet usloviØm lemmy 3.3, moßno poloßit~ E_n = {z ∈ D : |1 − a_n| 6 |1 − z| <

|1 − a_{n−1}|} pri n > 2 i E_1 = {z ∈ D : |1 − a_1| 6 |1 − z|}. Togda

h_k(z_j ) h_j (z_j ) = | | | | 1 − a_k 1 − a_j | | | | 1− 1_p

, esli k > j,

0, esli k < j

pri z_j ∈ E_j, i opØt~ trebuemye ocenki oqevidny. V obwem slu-

qae B moßno predstavit~ v vide B =^r ∏ j=1 B_j tak, qto kaßdoe pro-

izvedenie BlØxke B_j pri j = 1, 2, . . ., r udovletvorØet uslovi¸ (3.4). Qtoby dokazat~ implikaci¸ 2) =⇒ 1), primenim indukci¸ po r. Baza indukcii uße dokazana; nußno pereæti ot r − 1 k r. Pust~ f ∈ B^∗(H^p). Lemma 3.4 pozvolØet predstavit~ f v vide f =

φ+B_1g, gde φ ∈ B^∗_1 (H^p) i g ∈ H^p, priqem ‖φ‖^p_Hp +‖g‖^p_Hp 6 C‖f‖^p_Hp .

˚sno, qto B_1g ∈ B^∗(H^p), otkuda g ∈ (^r ∏ j=2 B_j )^∗(H^p). OstaetsØ zame-

tit~, qto ∫ D^{|φ|pdμ 6 C‖φ‖pHp (baza indukcii), a po indukcionnomu}

predpoloßeni¸ ∫ D^{|B1g|pdμ 6 ∫}D^{|g|pdμ 6 C‖g‖pHp . �} Qtoby dokazat~ teoremu 3.2, nam ponadobØtsØ ewe nekotorye vspomogatel~nye utverßdeniØ.

Lemma 3.5. Pust~ p ∈ (0, 1) i f ∈ B^∗(H^p). Togda (1 − z)^{1p −1}f ∈ H^1,

priqem ‖(1 − z)^{1p −1}f‖_H1 6 C(B, p)‖f‖_Hp .

Dokazatel~stvo. Iz teoremy Vol~berga–TreilØ [17] sleduet,

34 A. B. ALEKSANDROV qto |f(z)|^p 6 C ‖f‖ p H^p |1 − z| dlØ vseh

z ∈ T\ {1}. Sledovatel~no, ∫ T^{|f(z)||1 − z|} 1_p −1 dm(z) 6 C‖f‖^{1−p}_Hp ∫ T^{|f(z)|pdm(z) = C‖f‖Hp . �} Lemma 3.6. Pust~ p =^1_N pri N ∈ N. Dopustim, qto vmeste

s usloviØmi (3.1) i (3.2) B udovletvorØet takße i uslovi¸ (3.4). Pust~ Γ_n oboznaqaet okrußnost~ s centrom v toqke 1 i radiusom 3 2 |1 − a_n|, gde n ∈ N. Togda ∑ k¿n (1 − a_k)^{N−1}f(a_k ) B^′(a_k) = 1 2πi ∫ Γ_n (1 − z)^{N−1}f(z) B(z) dz dlØ l¸boæ funkcii f ∈ B^∗(H^p) i l¸bogo n ∈ N.

Dokazatel~stvo. Iz lemmy 3.5 sleduet, qto dostatoqno proverit~ trebuemoe ravenstvo na plotnom podmnoßestve prostranstva B^∗(H^p). �to ravenstvo oqevidno dlØ f = B z − a_k , gde

k ∈ N. OstaetsØ zametit~, qto lineænaØ oboloqka semeæstva { B z − a_k } k∈N^{plotna v B∗(Hp) pri vseh p > 0. �}

Lemma 3.7. Pust~ p, N i B oboznaqa¸t to ße, qto i v lemme 3.6.

Togda suwestvuet konstanta C = C(B, p) takaØ, qto ∑ n¿1 | | | ∑ k¿n (1 − a_k)^{N−1}f(a_k) B^′(a_k) | | |^p 6 C‖f‖^p_Hp dlØ vseh f ∈ B^∗(H^p).

Dokazatel~stvo. Pust~ Γn oboznaqaet to ße samoe, qto i v lemme 3.6. Iz lemmy 3.6 i teoremy o srednem znaqenii sleduet, qto | | | ∑ k¿1 (1 − a_k)^{N−1}f(a_k)

B^′(a_k) | | | 6^{3N |1 − an|N |f(zn)|} 2^N |B(z_n)| dlØ nekotoryh z_n ∈ Γ_n, gde n ∈ N. OstaetsØ dokazat~, qto ∑ n¿1 |1 − a_n||f(z_n)|^p |B(z_n)|^p 6 C‖f‖^p_Hp

O TEOREMAH VLOȷENI˚ 35 dlØ l¸boæ funkcii f ∈ B^∗(H^p) i l¸boæ posledovatel~nosti

{z_n}_n¿_1, gde z_n ∈ Γ_n. Imeem ∑ n¿1 |1 − a_n||f(z_n)|^p |B(z_n)|^p 6 ∑ |z_n|61 |1 − a_n||f(z_n)|^p |B(z_n)|^p + ∑ |z_n|¿1 |1 − a_n||f(z_n)|^p |B(z_n)|^p . (3.5) ˚sno, qto inf_n¿_1 inf_{Γn} |B| > 0. Sledovatel~no, po teoreme Vol~berga– TreilØ pervaØ summa v pravoæ qasti (3.5) ocenivaetsØ veliqinoæ C‖f‖^p_Hp . Qtoby ocenit~ vtoru¸ summu v pravoæ qasti (3.5), rassmotrim funkci¸ ~f (z)^{def}= f(z^∗)B(z), gde z^{∗ def}= z^{−1}. ˚sno, qto

~f ∈ (zB)^∗(H^p) i ‖ ~f‖_{Hp} = ‖f‖_{Hp} . Zametim, qto ∑ |z_n |¿1 |1 − a_n||f(z_n)|^p |B(z_n)|^p = ∑ |z_n|¿1 |1 − a_n|| ~f(z^∗_n)|^p. �to pozvolØet ewe raz primenit~ teoremu Vol~berga–TreilØ.

�

Zameqanie. Lemma 3.7 ostaetsØ vernoæ dlØ proizvol~nogo interpolØcionnogo proizvedeniØ BlØxke, nuli kotorogo raspoloßeny v nekotorom ugle Xtol~ca. Dokazatel~stvo provoditsØ analogiqnym obrazom, tol~ko vmesto okrußnosteæ Γ_n nußno rassmatrivat~ neskol~ko bolee sloßnye kontury. Lemma 3.8. Poloßim φn(z) = ( B(z) z − a_n − B(z) z − a_{n−1} ) 1 (1 − z)^{N−1} pri n > 2 i φ_1(z) = B(z) (z − a_1)(1 − z)^{N−1}

. Dopustim, qto vypolneny usloviØ lemmy 3.6. Togda kaßdaØ funkciØ f ∈ B^∗(H^p) moßet byt~ edinstvennym obrazom predstavlena v vide f = ∑ n¿1^{λnφn +} N−1∑ k=1 α_kB (1 − z)^k

(rØd shoditsØ v H^p), gde λ_n, α_k ∈ C , priqem C_1‖f‖^p_Hp 6 ∑ n¿1^{|λn|} p + N−1∑ k=1 |α_k|^p 6 C_2‖f‖^p_Hp dlØ nekotoryh poloßitel~nyh C_1 = C_1(B, p) i C_2 = C_2(B, p).

36 A. B. ALEKSANDROV

Dokazatel~stvo. Nam nußno dokazat~ tol~ko suwestvovanie takogo predstavleniØ, poskol~ku edinstvennost~ oqevidna. Snaqala predpoloßim, qto |1 − a_n| 6 4|1 − a_{n+1}| dlØ vseh n ∈ N. Togda nesloßno proverit~, qto inf_n¿_1 ‖φ_n‖_Hp > 0 i sup_n ¿1^{‖φn‖Hp < +∞} . Poloßim λ_n = ∑ k¿n (1 − a_k)^{N−1}f(a_k)

B^′(a_k) . Togda ∑ n¿1^{|λn|} p 6 C‖f‖^p_Hp po lemme 3.7. Sledovatel~no, rØd ∑ n¿1^{λnφn} shoditsØ v H^p. ˚sno, qto ∑ k¿1^{λkφk(an) = λnφn(an) + λn+1φn(an) = f(an)} dlØ vseh n ∈ N.

Znaqit, f = ∑ n¿1^{λnφn+Bg} , gde Bg ∈ B^∗(H^p), g ∈ H^p. Iz vkl¸qeniæ

Bg ∈ B^∗(H^p) i g ∈ H^p sleduet (sm. dokazatel~stvo sledstviØ k

lemme 3.4), qto g =^{N−1} ∑ k=1 α_k (1 − z)^k

, gde α_k ∈ C pri 1 6 k 6 N − 1. Legko videt~, qto C_1‖f‖^p_Hp 6 ∑ n¿1^{|λn|} p + N−1∑ k=1 |α_k|^p 6 C_2‖f‖^p_Hp . Teper~ rassmotrim obwiæ sluqaæ. Moßno postroit~ posledovatel~nost~ {~a_n}_n¿_1 v kruge D, udovletvorØ¸wu¸ sledu¸wim usloviØm: 1) sup_n ¿1 |1 − ~a_n| 1 − |~a_n| 6 sup_n ¿1 |1 − a_n| 1 − |a_n| < +∞; 2) 2|1 − ~a_{n+1}| 6 |1 − ~a_n| 6 4|1 − ~a_{n+1}| pri vseh n > 1; 3) suwestvuet strogo vozrasta¸waØ posledovatel~nost~

{n_k}_k¿_1 v N takaØ, qto n_1 = 1 i ~a_{nk} = a_k dlØ vseh k ∈ N.

Pust~ ~B – proizvedenie BlØxke, nuli kotorogo obrazu¸t posledovatel~nost~ {~a_n}_n¿_1. Poloßim ~φ_n(z) = ( ~B(z) z − ~a_n − ~B(z) z − ~a_{n−1} ) 1 (1 − z)^{N−1} pri n > 2 i ~φ_1(z) = ~B(z) (z − a_1)(1 − z)^{N−1} .

O TEOREMAH VLOȷENI˚ 37 My dokazali, qto kaßdaØ funkciØ f ∈ ~B^∗(H^p) moßet byt~ edinstvennym obrazom predstavlena v vide f = ∑ n¿1 ~λ_n ~φ_n +^{N−1} ∑ k=1 α_k ~B (1 − z)^k . Iz ravenstva ~λ_j = ∑ l¿j (1 − ~a_l)^{N−1}g(~a_l) B^′(a_l)

vidno, qto ~λ_j = ~λ_{j+1} togda i tol~ko togda, kogda g(~a_j ) = 0. Sledovatel~no, vnutrennØØ funkciØ I^{def}= ~B B ØvlØetsØ delitelem g togda i tol~ko togda, kogda ~λ_j = ~λ_{j+1} dlØ vseh j ∈ N, udovletvorØ¸wih uslovi¸ n_k < j < n_{k+1} pri nekotorom k ∈ N. Znaqit, I ØvlØetsØ delitelem g ∈ ~B^∗(H^p) togda i tol~ko togda, kogda g moßet byt~ predstavlena v vide

g = λ_1 ~φ_1 + ∑ k¿2^{λk} (^nk∑ j=n_{k−}1+1 ~φ_j ) + N−1∑ k=1 α_k ~B (1 − z)^k =

= ∑ k¿1^{λkφkI +} N−1∑ k=1 α_kBI (1 − z)^k

. (3.6)

Pust~ f ∈ B^∗(H^p). Poloßim g = If. My dokazali, qto g predstavlØetsØ v vide (3.6), otkuda f = ∑ k¿1^{λkφk +} N−1∑ k=1 α_kB (1 − z)^k , priqem

C_1‖f‖^p_Hp 6 |λ_1|^p + ∑ k¿2^{(nk − nk−1)|λk|} p + N−1∑ k=1 |α_k|^p 6 C_2‖f‖^p_Hp . OstaetsØ ubedit~sØ v tom, qto

C_3(n_k − n_{k−1}) 6 ‖φ_k‖^p 6 C_4(n_k − n_{k−1}) (3.7)

38 A. B. ALEKSANDROV pri k > 2. Netrudno proverit~, qto

C_5‖φ_k‖^p_Hp 6 1 + log | | | 1 − a_{k−1} 1 − a_k | | | 6 C6‖φk‖^p_Hp . Takim obrazom, neravenstva (3.7) svedeny k oqevidnym neravenstvam

C_7(n_k − n_{k−1}) 6 1 + log | | | 1 − a_{k−1} 1 − a_k | | | 6 C8(nk − nk−1). � Sleduet otmetit~, qto lemma 3.8 pri p = 1 po suwestvu soderßitsØ v [15].

Lemma 3.9. Pust~ {bn}n¿1 i {b^′_n}n¿1 – posledovatel~nosti v D,

oblada¸wie sledu¸wimi svoæstvami:

a) sup_n ¿1 |1 − b_n| 1 − |b_n| < +∞; b) sup_n ¿1 |1 − b^′_n| 1 − |b^′_n| < +∞; c) 2|1 − b_{n+1}| 6 |1 − b_n| 6 |1 − b^′_n| 6 2|1 − b_n| dlØ vseh n ∈ N. Pust~ p =^1_N pri n ∈ N. Oboznaqim qerez Θ proizvedenie BlØxke, nuli kotorogo obrazu¸t posledovatel~nost~ {b_n}_n¿_1. Polo- ßim ψ_n(z) =

(1 − b_nb^′_n)Θ(z) (z − b_n)(1 − b^′_nz)(1 − z)^{N−1} . Togda kaßdaØ funkciØ f ∈ H^p moßet byt~ predstavlena edinstvennym obrazom v vide f = ∑ n¿1^{λnψn + Θh} (rØd shoditsØ v H^p),

gde λ_n ∈ C , h ∈ H^p, priqem C_1‖f‖^p_Hp 6 ∑ n¿1^{|λn|} p + ‖h‖^p_Hp 6 C_2‖f‖^p_Hp dlØ nekotoryh poloßitel~nyh C_1 = C_1({b_n}_n¿_1, {b^′_n}_n¿_1, p) i C_2 = C_2({b_n}_n¿_1, {b^′_n}_n¿_1, p).

Dokazatel~stvo. Snova dostatoqno dokazat~ tol~ko suwestvovanie. Poloßim λ_n = f(b^n)

Θ^′(b_n)

(1 − b_n)^{N−1}. Togda ∑ n¿1^{|λn|} p = ∑ n¿1 |f(b_n)|^p |Θ^′(b_n)|^p |1−b_n|^{1−p} 6 C ∑ n¿1^{|f(bn)|} p(1−|b_n|) 6 C‖f‖^p_Hp .

O TEOREMAH VLOȷENI˚ 39 Sledovatel~no, rØd ∑ n¿1^{λnψn} shoditsØ v H^p, tak kak sup ‖ψ_n‖_Hp <

+∞. Teper~ Øsno, qto f = ∑ n¿1^{λnψn + Θh} , priqem C_1‖f‖^p_Hp 6 ∑ n¿1^{|λn|} p + ‖h‖^p_Hp 6 C_2‖f‖^p_Hp . � Lemma 3.10. Iz utverßdeniØ 2) teoremy 4.2 sleduet, qto sup k>n¿1 ( 1 + log | | | 1 − a_n 1 − a_k | | | )_{−1} ∫ D |1 − a_n|^pdμ(z) |1 − a_nz|^p|1 − a_kz|^p|1 − z|^{1−p} < +∞. Dokazatel~stvo. Snaqala rassmotrim sluqaæ, kogda |1 − an| 6

2|1 − a_k|. Togda |1 − a_{n+1}| 6 2|1 − a_k|, i, sledovatel~no, |1 − a_kz| > C|1 − a_{n+1}z| vs¸du v D dlØ nekotoroæ poloßitel~noæ konstanty C = C(B). Takim obrazom, v fftom sluqae imeem ∫ D |1 − a_n|^pdμ(z) |1 − a_nz|^p|1 − a_kz|^p|1 − z|^{1−p} 6

6 C^∫

D |1 − a_n|^pdμ(z) |1 − a_nz|^p|1 − a_{n+1}z|^p|1 − z|^{1−p} . Teper~ rassmotrim sluqaæ, kogda |1 − a_n| > 2|1 − a_k|. Po uslovi¸ imeem ∫ D |1 − a_l|^pdμ(z) |1 − a_lz|^p|1 − a_{l+1}z|^p|1 − z|^{1−p} 6 C ( 1 + log | | 1 − al 1 − a_{l+1} | |) (3.8) dlØ vseh l ∈ N. Zametim, qto |a_l−a_{l+1}| 6 |1−a_l|+|1−a_{l+1}| 6 2|1−a_l|. Znaqit, iz (3.8) sleduet, qto ∫ D | | | 1 1 − a_lz − 1 1 − a_{l+1}z | | |^p dμ(z) |1 − z|^{1−p} 6 C ( 1 + log | | | 1 − a_l 1 − a_{l+1} | | | ) . (3.9)

SummiruØ neravenstvo (3.9) po l ∈ N ∩ [n, k − 1], imeem ∫ D |a_k − a_n|^pdμ(z) |1 − a_nz|^p|1 − a_kz|^p|1 − z|^{1−p} 6 C ( k − n + log | | | 1 − a_n 1 − a_k | | | ) .

40 A. B. ALEKSANDROV OstaetsØ zametit~, qto |a_k − a_n| > |1 − a_n| − |1 − a_k| >^1_2 |1 − a_n|, i, soglasno (3.3),

k − n + log | | | 1 − a_n 1 − a_k | | | 6 C^(1 + log^|^{1 − an}_{1 − ak}^|^). �

Dokazatel~stvo teoremy 3.2. Ravnosil~nost~ utverßdeniæ 2) i 3) moßno ustanovit~ tak ße, kak v dokazatel~stve teoremy 3.1, tol~ko teper~ nußno razbit~ krug D na tri mnoßestva sledu¸- wim obrazom: D = {z ∈ D : |1−z| < |1−an+1|}∪{z ∈ D : |1−an+1| 6 |1−z| < |1−an|}∪ ∪{z ∈ D : |1 − z| > |1 − a_n|}. ImplikaciØ 1) =⇒ 2) polnost~¸ analogiqna sootvetstvu¸weæ implikacii v dokazatel~stve teoremy 3.1. Pereædem k dokazatel~stvu implikacii 2) =⇒ 1). Po indukcii vydelim podposledovatel~nost~ {a_{nk} }_k¿_1 taku¸, qto n_1 = 1 i n_k pri k > 2 – naimen~xiæ indeks, udovletvorØ¸wiæ sootnoxeni¸ 2|1 − a_{nk} | <

|1 − a_{nk−1} |. Oboznaqim qerez B_1 proizvedenie BlØxke, nuli koto-

rogo obrazu¸t posledovatel~nost~ {a_{nk} }_k¿_1. Snaqala dopustim, qto BB^{−1}_1 – koneqnoe proizvedenie BlØxke. Togda iz lemmy 3.8 legko vytekaet, qto B^∗_1 (H^p) ⊂ L^p(μ). Qtoby poluqit~ 1), dostatoqno zametit~, qto B^∗(H^p) = B^∗_1 (H^p) + (BB^{−1}_1 )^∗(H^p) = B^∗_1 (H^p) +

(BB^{−1}_1 )^∗(H^∞). Teper~ pust~ BB^{−1}_1 – beskoneqnoe proizvedenie

BlØxke. Togda suwestvuet koneqnoe semeæstvo {B_j }^r_{j=2} beskoneqnyh proizvedeniæ BlØxke, udovletvorØ¸wih uslovi¸ (3.4) i ta-

kih, qto B =^r ∏ j=1 B_j . My dokaßem implikaci¸ 2) =⇒ 1) indukcieæ

po r. Zametim, qto po lemme 3.10 utverßdenie 2) vypolneno dlØ l¸bogo delitelØ B. Takim obrazom, po indukcionnomu predpo-

loßeni¸ imeem (^{r−1}∏ j=1 B_j )_∗ (H^p) ⊂ L^p(μ). Pust~ {b_j}_j¿_1 = {a_{lj} }_j¿_1

– posledovatel~nost~ nuleæ B_r. Zafiksiruem j ∈ N. Suwestvuet edinstvennyæ indeks k ∈ N takoæ, qto n_k < l_j < n_{k+1}. Poloßim

b^′_j^{def}= a_{nk} . Togda |1 − b_j| 6 |1 − b^′_j| 6 2|1 − b_j |, i moßno primenit~

lemmu 3.9. Znaqit, l¸baØ funkciØ f ∈ B^∗(H^p) moßet byt~ predstavlena v vide f = ∑ n¿1^{λnψn + Br h} (rØd shoditsØ v H^p), priqem C_1‖f‖^p_Hp 6 ∑ n¿1^{|λn|} p + ‖h‖^p_Hp 6 C_2‖f‖^p_Hp .

O TEOREMAH VLOȷENI˚ 41 Iz togo, qto f ∈ B^∗(H^p), vytekaet, qto h ∈ (^{r−1}∏ j=1 B_j )_∗ (H^p). Sledo-

vatel~no, po indukcionnomu predpoloßeni¸ imeem ‖B_r h‖_Lp_{(μ)} 6

‖h‖_Lp_{(μ)} 6 C‖h‖_Hp . OstaetsØ zametit~, qto |ψ_n(z)| = |1 − b_nb^′_n| |1 − b_nz||1 − b^′_nz||1 − z|^{N−1}

6 C^{|1 − b′n|}

|1 − b_nz||1 − b^′_nz||1 − z|^{N−1} i primenit~ lemmu 3.10. �

Iz teorem 3.1 i 3.2 sleduet, qto vkl¸qenie B^∗(H^p) ⊂ L^p(μ) ustoæqivo otnositel~no malyh vozmuweniæ nuleæ B, udovletvorØ¸wih usloviØm (3.1) i (3.2). Toqnee, imeet mesto sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 3.11. Pust~ {a^′_n}n¿1 – posledovatel~nost~ v D, udovle-

tvorØ¸waØ usloviØm (3.1) i (3.2). Dopustim, qto

C_1|1 − a_n| 6 |1 − a^′_n| 6 C_2|1 − a_n| (n ∈ N) (3.10)

dlØ nekotoryh poloßitel~nyh konstant C_1 i C_2. Oboznaqim qerez Θ proizvedenie BlØxke, nuli kotorogo obrazu¸t posledovatel~nost~ {a^′_n}_n¿_1. Togda dlØ l¸boæ mery μ ∈ M_+(D ) i pri l¸bom p ∈ (0, +∞) sledu¸wie utverßdeniØ ravnosil~ny:

1) B^∗(H^p) ⊂ L^p(μ); 2) Θ^∗(H^p) ⊂ L^p(μ).

Dokazatel~stvo. Moßno predpoloßit~, qto posledovatel~nost~

{|1−a^′_n|}_n¿_1 takße ØvlØetsØ ubyva¸weæ. Deæstvitel~no, esli vy-

polneny neravenstva

C_1ε_n 6 ε^′_n 6 C_2ε_n (3.11)

dlØ nekotoryh beskoneqno malyh posledovatel~nosteæ {ε_n}_n¿_1 i

{ε^′_n}_n¿_1, to oni takße vypolneny dlØ ih vozrasta¸wih peresta-

novok. Zametim, qto

C_3 1 |1 − a_nz| 6 1 |1 − a^′_nz| 6 C_4 1 |1 − a_nz| . ˚sno, qto utverßdenie 2) teoremy 3.1 (ili teoremy 3.2, esli 1 p ∈ N) dlØ B ravnosil~no sootvetstvu¸wemu utverßdeni¸ dlØ

Θ. OstaetsØ primenit~ teoremu 3.1 (ili teoremu 3.2). �

42 A. B. ALEKSANDROV

Sledstvie. Teoremy 3.1 i 3.2 osta¸tsØ vernymi, esli poloßit~

ε_n = 1 − |a_n| ili ε_n = 1 − |a_n|^2 v ih utverßdeniØh 3). �

Zameqanie. Legko proverit~, qto esli beskoneqno malye poloßitel~nye posledovatel~nosti ε = {ε_n}_n¿_1 i ε^′ = {ε^′_n}_n¿_1 iz intervala (0, 2) udovletvorØ¸t uslovi¸ (3.11) i 0 6 p < 1 < q < +∞, to C_p(ε) ∩ C_q(ε) = C_p(ε^′) ∩ C_q(ε^′) i C^∗_p (ε) ∩ C^∗_1 (ε) ∩ C^∗_q (ε) =

C^∗_p (ε^′) ∩ C^∗_1 (ε^′) ∩ C^∗_q (ε^′).

§4. Primery

˚sno, qto iz opredeleniæ C_p(ε) i C^∗_p (ε) sleduet:

C1) C_p(ε) ⊂ C^∗_p (ε) pri p > 0, p ≠ 1;

C2) C_p(ε) ⊃ C_q(ε) i C^∗_p (ε) ⊃ C^∗_q (ε) pri 0 6 p < q < 1; C3) C_p(ε) ⊂ C_q(ε) i C^∗_p (ε) ⊂ C^∗_q (ε) pri 1 < p < q < +∞.

Pust~ μ ∈ M_+(D ). Poloßim Q(μ, ε)^{def}= {p ∈ [0, 1) ∪ (1, +∞) : μ ∈

C_p(ε)}, Q^∗(μ, ε)^{def}= {p ∈ [0, +∞) : μ ∈ C^∗_p (ε)}.

Iz svoæstv C1, C2, C3 vyteka¸t sledu¸wie svoæstva Q(μ, ε) i Q^∗(μ, ε): Q1) Q(μ, ε) ⊂ Q^∗(μ, ε); Q2) pereseqeniØ Q(μ, ε)∩[0, 1) i Q^∗(μ, ε)∩[0, 1) ØvlØ¸tsØ intervalami vida [0, a⟩ pri a ∈ [0, 1];

Q3) pereseqeniØ Q(μ, ε) ∩ (1, +∞) i Q^∗(μ, ε) ∩ (1, +∞) ØvlØ¸tsØ intervalami vida ⟨a, +∞) pri a ∈ [1, +∞].

Zdes~ po opredeleni¸ [0, 0) = [+∞, +∞) = ?.

Naxa cel~ v fftom paragrafe – dokazat~, qto esli podmnoßestva Q i Q^∗ luqa [0, +∞) udovletvorØ¸t usloviØm Q1), Q2), Q3) i Q ∌ 1, to suwestvu¸t mera μ ∈ M_+(D ) i posledovatel~- nost~ ε = {ε_n}_n¿_1 iz intervala (0, 2) takie, qto Q(μ, ε) = Q i

Q^∗(μ, ε) = Q^∗. Iz fftogo poluqaetsØ rØd priloßeniæ, kasa¸wih-

sØ vloßeniæ B^∗(H^p) ⊂ L^p(μ). V qastnosti, my pokaßem, qto mnoßestvo {p ∈ (0, +∞) : B^∗(H^p) ⊂ L^p(μ)} moßet byt~ nesvØznym i sostoØt~ iz proizvol~nogo koneqnogo ili beskoneqnogo qisla svØznyh komponent.

Sledu¸waØ teorema pozvolØet uprostit~ proverku vkl¸qeniæ

μ ∈ C_p(ε) i μ ∈ C^∗_p (ε). DlØ formulirovki fftoæ teoremy nam nußno

sledu¸wee oboznaqenie:

I^p_n(μ)^{def}= ∫ ε_n+16|1−z|<ε_n dμ(z) |1 − z|^p .

O TEOREMAH VLOȷENI˚ 43

Teorema 4.1. Pust~ μ ∈ M+(D ). Predpoloßim, qto ubyva¸waØ

posledovatel~nost~ ε = {ε_n}_n¿_1 iz intervala (0, 2) udovletvorØet sledu¸wemu uslovi¸:

ε_k 6 C_0q^{k−n}ε_n (4.1)

dlØ vseh k > n, gde C_0 > 0 i q ∈ (0, 1) – konstanty. Togda ime¸t mesto sledu¸wie utverßdeniØ:

a) μ ∈ C_p(ε) pri 0 6 p < 1 togda i tol~ko togda, kogda μ({1}) = 0 i I^p_n(μ) 6 Cε^{1−p}_n dlØ vseh n > 1;

b) μ ∈ C_p(ε) pri p > 1 togda i tol~ko togda, kogda I^p_n(μ) 6 Cε^{1−p}_{n+1} dlØ vseh n > 1;

c) μ ∈ C^∗_p (ε) pri 0 6 p < 1 togda i tol~ko togda, kogda μ({1}) = 0 i I^p_n(μ) 6 Cε^{1−p}_n ( 1 + log^{εn−1}_{εn} ) dlØ vseh n > 2;

d) μ ∈ C^∗_p (ε) pri p > 1 togda i tol~ko togda, kogda I^p_n(μ) 6 Cε^{1−p}_{n+1} ( 1 + log^{εn+1}_{εn+2} ) dlØ vseh n > 1.

Dokazatel~stvo. UtverßdeniØ a) i b) oqevidny. ˚sno, qto utverßdenie c) svoditsØ k sledu¸wemu neravenstvu: ∑ k¿n^ε 1−p k ( 1 + log ε_{k−1} ε_k )

6 Cε^{1−p}_n^(1 + log^{εn−1}_{εn}^).

Qtoby dokazat~ ffto neravenstvo, dostatoqno zametit~, qto ∑ k¿n^ε 1−p k ( 1 + log ε_{k−1} ε_k ) = ε^{1−p}_n ( 1 + log ε_{n−1} ε_n ) + ∑ k>n ( ε_k ε_{k−1} )_{1−p}( 1 + log ε_{k−1} ε_k ) ε^{1−p}_{k−1} 6 ε^{1−p}_n ( 1 + log ε_{n−1} ε_n ) + C ∑ k¿n^ε 1−p k ,

gde C = sup_x ¿1 1 + log x x^{1−p} < +∞. Teper~ trebuemoe neravenstvo oqe-

vidno. Utverßdenie d) dokazyvaetsØ analogiqno. �

Napomnim, qto B – proizvedenie BlØxke, udovletvorØ¸wee usloviØm (3.1) i (3.2). Zafiksirovav posledovatel~nost~ ε =

{ε_n}_n¿_1, v dal~neæxem budem sqitat~, qto

C_1ε_n 6 |1 − a_n| 6 C_2ε_n (n > 1)

44 A. B. ALEKSANDROV dlØ nekotoryh poloßitel~nyh konstant C_1 i C_2. Zametim, qto esli inf_n¿_1^{εn+1}_{εn} > 0, to funkciØ B odnokomponentna. No my budem predpolagat~, qto lim_{n→∞} ε_{n+1} ε_n = 0.

Budem rassmatrivat~ tol~ko mery μ, predstavimye v vide μ = ∑ n∈Λ λ_nδ_{1−tn} , gde λ_n > 0 dlØ vseh n ∈ N, ε_{n+1} 6 t_n < ε_n dlØ vseh

dostatoqno bol~xih n ∈ N, i Λ – beskoneqnoe podmnoßestvo N. ˚sno, qto dlØ takoæ mery μ imeem I^p_n(μ) = λ_nt^{−p}_n pri vseh dostatoqno bol~xih n ∈ Λ.

Primer 1. Pust~ tn =^√εnεn+1 i λn =^√εnεn+1 log^{εn}_{εn+1} . Legko videt~, qto μ ∈ C_p(ε) i μ ∈ C^∗_p (ε) pri vseh p, t.e. Q(μ, ε) = [0, 1) ∪

(1, +∞), Q^∗(μ, ε) = [0, +∞). Sledovatel~no, B^∗(H^p) ⊂ L^p(μ) pri

vseh p > 0. Odnako, μ ∉ C(B).

Primer 2. Pust~ tn =^√εnεn+1 i λn =^√εnεn+1 log^{2 εn}_{εn+1} . Togda

Q(μ, ε) = Q^∗(μ, ε) = [0, 1)∪(1, +∞). Sledovatel~no, B^∗(H^p) ⊂ L^p(μ)

togda i tol~ko togda, kogda p ≠^1_N pri N ∈ N. Analogiqnoe utverßdenie spravedlivo takße dlØ B^l pri l ∈ N. Primer 3. Pust~ 0 6 α < 1. Poloßim

t_n = ε_n ( log ε_n ε_{n+1} )_− 1_{1−α} ,

λ_n = ε_n ( log ε_n ε_{n+1} )_− α_{1−α} . Dopustim, qto log ε_n ε_{n+1} 6

C log ε_{n−1} ε_n pri vseh n ∈ Λ, n > 2. Togda Q(μ, ε) = [0, α] ∪ (1, +∞), Q^∗(μ, ε) =

[0, +∞). Sledovatel~no, B^∗(H^p) ⊂ L^p(μ) togda i tol~ko togda, ko-

gda p =^1_N pri N ∈ N ili 1

N + 1

< p 6^α_N pri N ∈ Z+, N <^α_{1 − α} .

Krome togo, pri l > 2 vkl¸qenie (B^l )^∗(H^p) ⊂ L^p(μ) spravedlivo togda i tol~ko togda, kogda 1

N + 1 6

p 6^α_N pri N ∈ Z+, N 6^α_{1 − α}.

O TEOREMAH VLOȷENI˚ 45

Zameqanie. NesloßnaØ modifikaciØ fftogo primera pozvolØet postroit~ meru μ, udovletvorØ¸wu¸ usloviØm Q(μ, ε) = [0, α) ∪

(1, +∞) i Q^∗(μ, ε) = [0, +∞).

Primer 4. Pust~ 0 6 α < 1. Poloßim tn = εn^(log^{εn}_{εn+1}^{)− 11−α} ,

λ_n = ε_n ( log^{εn}_{εn+1} )_− α_{1−α} . Dopustim, qto

lim sup n∈Λ,n→∞ log log ε_n ε_{n+1} log log ε_{n−1} ε_n = +∞. Togda Q(μ, ε) = [0, α] ∪ (1, +∞), Q^∗(μ, ε) = [0, α] ∪ [1, +∞). Sledovatel~no, B^∗(H^p) ⊂ L^p(μ) togda i tol~ko togda, kogda 1N + 1 6

p 6^α_N pri N ∈ Z+, N 6^α_{1 − α} . Analogiqnoe utverßdenie verno

takße dlØ B^l pri l ∈ N.

Zameqanie. NesloßnaØ modifikaciØ fftogo primera daet meru, oblada¸wu¸ svoæstvami Q(μ, ε) = [0, α) ∪ (1, +∞) i Q^∗(μ, ε) =

[0, α) ∪ [1, +∞).

Primer 5. Pust~ 1 < β 6 +∞. Poloßim tn = εn+1^(log^{εn}_{εn+1}^{) 1β−1} ,

λ_n = ε_{n+1} ( log^{εn}_{εn+1} )^β_{β−1} . Predpoloßim, qto log ε_n ε_{n+1} 6

C log ε_{n+1} ε_{n+2} dlØ vseh n ∈ Λ, n > 2. Togda Q(μ, ε) = [0, 1) ∪ [β, +∞), Q^∗(μ, ε) =

[0, +∞). Sledovatel~no, B^∗(H^p) ⊂ L^p(μ) togda i tol~ko togda,

kogda p =^1_N pri N ∈ N ili βN + 1 6 p < 1N pri N ∈ Z_+, N < 1 β − 1 . Krome togo, pri

l > 2, (B^l)^∗(H^p) ⊂ L^p(μ) togda i tol~ko

togda, kogda β

N + 1 6

p 6^1_N pri N ∈ Z+, N 6^1_{β − 1} .

Zameqanie. NesloßnaØ modifikaciØ fftogo primera pozvolØet postroit~ meru μ taku¸, qto Q(μ, ε) = [0, 1) ∪ (β, +∞) i Q^∗(μ, ε) =

[0, +∞).

46 A. B. ALEKSANDROV

Primer 6. Pust~ 1 < β 6 +∞. Poloßim tn = εn+1^(log^{εn}_{εn+1}^{) 1β−1} ,

λ_n = ε_{n+1} ( log^{εn}_{εn+1} ) β_{β−1} . Dopustim, qto

lim inf n∈Λ,n→∞ log log ε_{n+1} ε_{n+2} log log ε_n ε_{n+1} = 0.

Togda Q(μ, ε) = [0, 1) ∪ [β, +∞), Q^∗(μ, ε) = [0, 1] ∪ [β, +∞). Sledovatel~no, B^∗(H^p) ⊂ L^p(μ) togda i tol~ko togda, kogda β N + 1 6 p 6 1 N pri N ∈ Z_+, N 6 1 β − 1 . Analogiqnyæ fakt veren takße dlØ

B^l pri l ∈ N.

Zameqanie. NesloßnaØ modifikaciØ fftogo primera daet meru μ, dlØ kotoroæ Q(μ, ε) = [0, 1) ∪ (β, +∞) i Q^∗(μ, ε) = [0, 1] ∪ (β, +∞). Teorema 4.2. Pust~ 1 < p0 6 +∞. Togda suwestvu¸t interpo-

lØcionnoe proizvedenie BlØxke B i mera μ ∈ M_+(D ) takie, qto B^∗(H^1) ⊂ L^1(μ) i B^∗(H^{p0} ) ⊂ L^{p0} (μ), no B^∗(H^p) ⊄ L^p(μ) dlØ l¸bogo p ∈ (1, p_0).

Dokazatel~stvo. Sm. primer 5 pri β = p0. �

Zametim, qto esli (B^2)^∗(H^1) ⊂ L^1(μ), to (B^2)^∗(H^p) ⊂ L^p(μ) pri vseh p > 2. �to sleduet iz teorem 1.1, 1.2 i 1.4.

Teorema 4.3. Pust~ 1 < p0 6 2. Togda suwestvu¸t interpolØ-

cionnoe proizvedenie BlØxke B i mera μ ∈ M_+(D ) takie, qto (B^2)^∗(H^1) ⊂ L^1(μ) i (B^2)^∗(H^{p0} ) ⊂ L^{p0} (μ), no (B^2)^∗(H^p) ⊄ L^p(μ) dlØ l¸bogo p ∈ (1, p_0).

Dokazatel~stvo. Sm. primer 6 pri β = p0. �

V svØzi s primerom 2 otmetim takße sledu¸wiæ fakt. Teorema 4.4. Suwestvu¸t interpolØcionnoe proizvedenie

BlØxke B i mera μ ∈ M_+(D ) takie, qto B^∗(H^p) ⊂ L^p(μ) togda i tol~ko togda, kogda^1_p ∈ N.

Dokazatel~stvo. Sm. primer 5 pri β = +∞. �

Iz zameqaniØ posle teoremy 4.2 sleduet, qto ne suwestvuet vnutrenneæ funkcii Θ i mery μ ∈ M_+(D ) takih, qto vkl¸qenie

O TEOREMAH VLOȷENI˚ 47 (Θ^2)^∗(H^p) ⊂ L^p(μ) imeet mesto v tom i tol~ko tom sluqae, kogda 1 p ∈ N. Teorema 4.5. Pust~ {εn}n¿1 – posledovatel~nost~ iz intervala

(0, 2), udovletvorØ¸waØ sledu¸wim usloviØm:

a) lim_{n→∞} ε_{n+1} ε_n = 0;

b) lim sup n∈Λ,n→∞ log log ε_n ε_{n+1} log log ε_{n−1} ε_n = +∞;

c) lim inf n∈Λ,n→∞ log log ε_n ε_{n+1} log log ε_{n−1} ε_n = 0;

d) suwestvuet posledovatel~nost~ {ε_{nk} }_k¿_1 takaØ, qto 0 < lim_{k→∞} log ε_{nk} ε_{nk+1} log ε_{nk−1} ε_{nk} < +∞. Pust~ Q ⊂ [0, 1) ∩ (1, +∞) i Q^∗ ⊂ [0, +∞). Dopustim, qto Q i Q^∗ udovletvorØ¸t usloviØm Q1), Q2), Q3). Togda suwestvuet mera μ ∈ M_+(D ) takaØ, qto Q = Q(μ, ε) i Q^∗ = Q^∗(μ, ε).

Dokazatel~stvo. Zametim, qto Q(μ + ν, ε) = Q(μ, ε) ∩ Q(ν, ε) i

Q^∗(μ + ν, ε) = Q^∗(μ, ε) ∩ Q^∗(ν, ε). OstaetsØ ispol~zovat~ primery

1–6 i zameqaniØ k primeram 3–6. �

Literatura

1. A. B. Aleksandrov, Invariantnye podprostranstva operatora obratnogo sdviga v prostranstve H^p (p ∈ (0, 1)). — Zap. nauqn. semin. LOMI 92 (1979), 7–29.

2. A. B. Aleksandrov, Invariantnye podprostranstva operatorov sdviga.

Aksiomatiqeskiæ podhod. — Zap. nauqn. semin. LOMI 113 (1981), 7–26. 3. A. B. Aleksandrov, Kratnost~ graniqnyh znaqeniæ vnutrennih funkciæ.

— Izv. AN Arm. SSR, Matematika 22, ˝ 5 (1987), 490–503. 4. A. B. Aleksandrov, Vnutrennie funkcii i svØzannye s nimi prostranstva psevdoprodolßimyh funkciæ. — Zap. nauqn. semin. LOMI 170 (1989), 7–33.

5. A. B. Aleksandrov, O principe maksimuma dlØ psevdoprodolßimyh funkciæ. — Zap. nauqn. semin. POMI 217 (1994), 16–25.

6. A. B. Aleksandrov, Prostoe dokazatel~stvo teoremy Vol~berga–TreilØ o vloßenii koinvariantnyh podprostranstv operatora sdviga. — Zap. nauqn. semin. POMI 217 (1994), 26–35.

48 A. B. ALEKSANDROV 7. A. B. Aleksandrov, O suwestvovanii uglovyh graniqnyh znaqeniæ psevdoprodolßimyh funkciæ. — Zap. nauqn. semin. POMI 222 (1995), 5–17.

8. A. B. Aleksandrov, J. M. Anderson, and A. Nicolau, Inner functions, Bloch spaces and symmetric measures. — Preprint (1997).

9. D. Clark, One dimensional perturbation of restricted shifts. — J. Anal. Math. 25 (1972), 169–191.

10. W. S. Cohn, Carleson measures for functions orthogonal to invariant subspaces.

— Pacific J. Math. 103 no. 2 (1982), 347–364.

11. W. S. Cohn, Radial imbedding theorems for invariant subspaces. — Complex Variables Theory Appl. 17 no. 1-2 (1991), 33–42.

12. R. G. Douglas, H. S. Shapiro, A. L. Shields, Cyclic vectors and invariant subspaces for the backward shift operator. — Ann. Inst. Fourier 20 no. 1 (1970), 37–76.

13. K. M. D~Økonov, Gladkie funkcii i koinvariantnye podprostranstva operatora sdviga. — Algebra i Analiz 4, ˝ 5 (1992), 117–147.

14. K. M. Dyakonov, Moment problems for bounded functions. — Communications in Analysis and Geometry 2 no. 3 (1994), 533–562.

15. A. M. Kotoqigov, SvobodnaØ interpolØciØ analitiqeskimi funkciØmi.

Leningrad, DissertaciØ, 1981.

16. A. G. Poltorackiæ, Graniqnoe povedenie psevdoprodolßimyh funkciæ.

— Algebra i Analiz 5, ˝ 2 (1993), 189–210.

17. A. L. Vol~berg, S. R. Treil~, Teoremy vloßeniØ dlØ invariantnyh podprostranstv operatora obratnogo sdviga. — Zap. nauqn. semin. LOMI 149 (1986), 38–51.

Aleksandrov A. B. On imbedding theorems for coinvariant subspaces of the shift operator. II.

For every inner function Θ, we put Θ^∗(H^2)^{def}= H^2 ⊖ ΘH^2, and Θ^∗(H^p)^{def}= clos_Hp (H^p ∩ Θ^∗(H^2)) for p ≠ 2. Denote C_p(Θ) = {μ ∈ C(D ): Θ^∗(H^p) ⊂ L^p(|μ|)}. An inner function Θ is said to be one-component if the set {z ∈ D : |Θ(z)| < ε} is connected for some ε ∈ (0, 1). A series of criteria for that are obtained. For example, Θ is one-component if and only if C_p(Θ) does not depend on p ∈ (0, +∞). Moreover, there is a criterion in terms of the reproducing kernel of Θ^∗(H^2). The set C_p(Θ) is described in the case where Θ is a Blaschke product of special form. This description implies that the set of all p such that a given measure μ belongs to C_p(Θ) may have any finite or infinite number of connected component. The following examples of interpolating Blaschke products Θ and positive measures μ are constructed: (1) Θ^∗(H^1) ⊂ L^1(μ) and Θ^∗(H^2) ⊂ L^2(μ) but Θ^∗(H^p) ⊄ L^p(μ) for any p ∈ (1, 2); (2) Θ^∗(H^p) ⊂ L^p(μ) if and only if p =^1_n , where n is a positive integer; (3) Θ^∗(H^p) ⊂ L^p(μ) if and only if p ≠^1_n , where n is a positive integer. Postupilo 11 maØ 1999 g.

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN